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Abstract
The purpose of this article is to check the main results of the method that allows the construction of a relative
projective resolution of an S−module N given in appendix A of the article [1], and to show an application
of this method. It is achieve to show the usefulness of the method, and to put in relevance that the relative
projective resolution obtained with the method is comparable to the bar resolution of an algebra because it
is provided with chain contracting homotopy.
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Resumen
El propósito de este artı́culo es comprobar los resultados principales del método que permite la construcción
de una resolución proyectiva relativa de un S−módulo N dada en el apéndice A del artı́culo [1], y mostrar
una aplicación de dicho método. Se consigue mostrar la utilidad del método, y poner en relieve que la
resolución proyectiva relativa obtenida con el método es comparable con la resolución barra de un álgebra
porque está provista de una homotopı́a de contracción de cadenas.

Palabras clave. Cono de mapeo, equivalencia homotópica, clase proyectiva, homotopı́a de contracción.

1. Introducción. En el apéndice A del artı́culo [1] se da un método para construir una resolución
proyectiva relativa de un S−módulo N bajo condiciones adecuadas en Corolario A.2.

Para obtener este propósito se consideró un diagrama de S−módulos y aplicaciones de S−módulos

∂2
��
Y1

∂1

��

X01
µ1oo X11

d011oo · · ·
d021oo

Y0 X00
µ0oo X10

d010oo · · ·
d020oo

(1.1)

tal que :
a) La columna y las filas son complejos de cadenas.
b) Para cada r, s ≥ 0 se tiene un R−módulo Xrs, aplicaciones de S−módulos

srs : Xrs → S ⊗Xrs y πrs : S ⊗Xrs → Xrs verificando πrssrs = id .
c) Cada fila es contráctil como un complejo de R−módulos, con una homotopı́a de contracción de

cadenas σ0
0s : Ys → X0s y σ0

r+1,s : Xrs → Xr+1,s (r ≥ 0).
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Se definió las flechas dlrs para que (X∗, d∗) se convierta en un complejo de cadenas de S−módulos, y
que µ∗′ : (X∗, d∗)→ (Y∗,−∂∗) se convierta en una equivalencia homotópica de complejos deR−módulos.

Se construyeron los morfismos de R−módulos σll,s−l : Ys → Xl,s−l ;

σlr+l+1,s−l : Xrs → Xr+l+1,s−l (r, s ≥ 0 , 1 ≤ l ≤ s); de modo que los morfismos

σn+1 = −
n−1∑
r=−1

n−r−1∑
l=0

σlr+l+1,n−r−l−1 formen una homotopı́a de contracción de C(µ∗′).

Conforme a las definiciones de d∗ y σ∗ la demostración de este hecho fue reducida a la verificación de

las igualdades σ0d0 + d0σ0 = id y
l∑
i=0

(σl−idi + dl−iσi) = 0 (l > 0).

En la prueba de [1, Corolario A.2] se utilizó el [1, Teorema A.1] para obtener la igualdad

σ̂n∂n+1 = −
n∑
l=0

l+1∑
i=0

dl+1−i
i,n+1−iσ

i
i,n+1−i .

Este trabajo de investigación se origina en la inquietud de comprobar la validez de la técnica usada en
la prueba de [1, Teorema A.1]; de verificar que (X∗, d∗) es un complejo de cadenas de S−módulos y de
verificar la igualdad anterior.

El propósito de este artı́culo es comprobar los resultados principales del método que permite la cons-
trucción de una resolución proyectiva relativa de un S−módulo N dada en el apéndice A del artı́culo [1], y
mostrar una aplicación de dicho método.

El presente trabajo está organizado como sigue: En la segunda sección se introduce homotopı́a de con-
tracción de cadenas, se establece una condición suficiente para que un morfismo de complejos de cadenas
sea una equivalencia homotópica usando el cono de mapeo del morfismo de complejos de cadenas.
En la tercera sección, dado un morfismo de anillos unitarios % : R → S, se obtienen de un S−módulo y
de un morfismo de S−módulos un R−módulo y un morfismo de R−módulos. A partir de un R−módulo
y de un morfismo de R−módulos con producto tensorial y Hom se obtienen un S−módulo y un morfismo
de S−módulos.

En la cuarta sección se introduce una terna (G,F,H) de funtores inducidos por un morfismo dado de
anillos unitarios. Se establecen algunas propiedades necesarias de funtores adjuntos. Se establece que G es
adjunto izquierdo de F y que F es adjunto izquierdo de H . Se deduce que F preserva monomorfismos y
epimorfismos.

En la quinta sección se estudia una clase de epimorfismos E en una categorı́a abeliana A, abordando
el problema de existencia y unicidad de una resolución E−proyectiva de un objeto de A. Se introduce una
clase E ′ de todos los epimorfismos de S−módulos que se descomponen como morfismos de R−módu-
los, y se prueba que esta clase es proyectiva. Se deduce que cada S−módulo tiene una única resolución
E ′−proyectiva.

En la sexta sección, se desarrolla las ideas expuestas del artı́culo para comprobar la validez de las
técnicas usadas en las pruebas de [1, Theorem A.1, Corollary A.2].

En la séptima sección, se muestra la utilidad del método para bimódulos.

2. Cono de Mapeo y Equivalencia Homotópica. Se denotará por ΛCh la categorı́a de complejos de
cadenas sobre un anillo Λ. Sean f y g ∈ ΛCh(C,D). Una homotopı́a h entre f y g es una familia
h = {hn+1 : Cn → Dn+1}n≥0 de morfismos de Λ−módulos tal que
dDn+1hn+1 + hnd

C
n = fn − gn, ∀n ≥ 0; esto se ve en diagrama como

Dn Dn+1

Cn−1 Cn

dDn+1

hn

dCn

gnfn
hn+1

Definición 2.1. Un complejo de cadenas C ∈ | ΛCh| es contráctil si existe una homotopı́a
h = {hn+1 : Cn → Cn+1}n≥0 entre la identidad idC y la aplicación nula 0C . Esta homotopı́a h se llama
homotopı́a de contracción de cadenas de C.

Proposición 2.1. Si C es un complejo de cadenas contráctil, entonces C es acı́clico
(i.e., Hn(C) = 0 , ∀n ≥ 1 ).

Ejemplo 2.1. Sea µ : (C, dC) → (D, dD) un morfismo de complejos de cadenas de Λ−módulos
izquierdos, entonces existe un complejo de cadenas Cµ, donde

(Cµ)n = Dn ⊕ Cn−1 y dCµn (b, a) = (dDn b− µn−1a,−dCn−1a), b ∈ Dn y a ∈ Cn−1.
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El complejo de cadenas Cµ se llama cono de mapeo de µ.

En seguida, se va a establecer una condición suficiente para que un morfismo de complejos de cadenas
sea una equivalencia homotópica usando el cono de mapeo del morfismo de complejos de cadenas.

Proposición 2.2. Sea C un complejo de cadenas sobre Λ, entonces sC definido por (sC)n = Cn−1 y
dn(sa) = −sdn−1a, es un complejo de cadenas sobre Λ.

Proposición 2.3. Si µ : C → D es un morfismo de complejos de cadenas, entonces existe una sucesión
exacta corta de complejos de cadenas,

0 // D
λ // Cµ

ρ // sC // 0 ,

y que la conectante de la sucesión exacta larga de homologı́as es H(µ) : H(C)→ H(D).
Demostración:
i) Existe una sucesión exacta corta de complejos de cadenas

0 // D
λ // Cµ

ρ // sC // 0 .
En efecto, sean
λn : Dn → Dn ⊕ Cn−1 = (Cµ)n y ρn : (Cµ)n = Dn ⊕ Cn−1 → Cn−1 = (sC)n dados por
λn(b) = (b, 0) y ρn(b, a) = −sa.
Claramente, λn y ρn son morfismos de Λ−módulos.

La sucesión 0 // Dn
λn// Dn ⊕ Cn−1

ρn // Cn−1
// 0 es exacta, para n ≥ 1, debido

a que se cumplen las tres condiciones siguientes:
(1) λn es inyectivo, (2) ρn es sobreyectivo y (3) Im(λn) = Ker(ρn).
Falta verificar que λ : D → Cµ y ρ : Cµ → sC son morfismos de complejos de cadenas. Para
ello, sea b ∈ Dn y (b, a) ∈ Dn ⊕ Cn−1.
Luego, se tiene

dnλn(b) = dn(b, 0)

= (dnb− µn−10,−dn−10)

= (dnb, 0) = λn−1dn(b), y

dnρn(b, a) = dn(−sa) = s(dn−1a) = ρn−1dn(b, a).
Por lo tanto, existe

0 // D
λ // Cµ

ρ // sC // 0 ,

sucesión exacta corta de complejos de cadenas.
ii) La conectante de la sucesión exacta larga de homologı́as es H(µ) : H(C)→ H(D).

Considerando la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

0 // D
λ // Cµ

ρ // sC // 0 ,

se tiene el diagrama zig-zag siguiente:

Dn+1 ⊕ Cn 3 (0, a) −sa ∈ Zn+1(sC)

Zn(D) 3 −µn(a) dn+1(0, a) = (dn+10− µna,−dna) = (−µna, 0),

dn+1

ρn+1

λn

pues 0 = dn+1(sa) = −sdn(a) y ası́ dna = 0.
Como dnµn(a) = 0, la conectante δn+1 : Hn+1(sC)→ Hn(D) es dada por
δn+1([sa]) = [µn(a)] = Hn(µ)[a] para Hn(µ) : Hn(C)→ Hn(D).
Como sa ∈ Zn+1(sC) ⇔ a ∈ Zn(C); identificando [sa] con [a], se puede concluir que la
conectante de la sucesión exacta larga de homologı́as es δ = H(µ) : H(C)→ H(D) .

�
Proposición 2.4. Si existe una homotopı́a de cadenas entre λ y la aplicación nula, entonces µ tiene

inverso homotópico derecho.
Proposición 2.5. Si existe una homotopı́a de cadenas entre ρ y la aplicación nula, entonces µ tiene

inverso homotópico izquierdo.
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Un morfismo f ∈ ΛCh(C,D) de complejos de cadenas de Λ−módulos es una equivalencia homotópi-
ca si existe g ∈ ΛCh(D,C) tal que gf ' idC y fg ' idD.

Teorema 2.1. [2, Exercice 5.8] Sea µ : C → D un morfismo de complejos de cadenas sobre Λ. Si Cµ
es contráctil, entonces µ es una equivalencia homotópica.

Demostración: Puesto que Cµ es un complejo de cadenas contráctil, existe una homotopı́a
h = {hn+1 : (Cµ)n → (Cµ)n+1} entre la identidad de Cµ y la aplicación nula. Luego

dn+1hn+1 + hndn = id(Cµ)n . (2.1)

Según Proposición 2.3, existe la sucesión de complejos de cadenas asociada a µ :

0 // D
λ // Cµ

ρ // sC // 0 ,

la cual es exacta, donde λn : Dn → (Cµ)n y ρn : (Cµ)n → (sC)n.
De (2.1), dn+1hn+1λn + hndnλn = λn. Haciendo h′n+1 = hn+1λn : Dn → (Cµ)n+1, como dnλn =
λn−1dn se tiene
dn+1h

′
n+1 + h′ndn = λn = λn − 0. Ası́, h′n+1 : Dn → (Cµ)n+1 = Dn+1 ⊕Cn es una homotopı́a entre λ

y la aplicación nula. Por Proposición 2.4 existe un morfismo ν : D → C de complejos de cadenas tal que

µν ' idD. (2.2)

Por otro lado, de (2.1): ρndn+1hn+1 + ρnhndn = ρn, y como ρndn+1 = dn+1ρn+1,
dn+1ρn+1hn+1 + ρnhndn = ρn.
Haciendo h′n+1 = ρn+1hn+1 : (Cµ)n → (sC)n+1, se sigue que dn+1h

′
n+1 + h′ndn = ρn − 0. Ası́,

h′n+1 : (Cµ)n → (sC)n+1 es una homotopı́a entre ρ y la aplicación nula.
Por Proposición 2.5, existe un morfismo ν′ : D → C de complejos de cadenas tal que ν′µ ' idC . Puesto
que νµ = idCνµ ' ν′µνµ ' ν′idDµ = ν′µ,

por transitividad de homotopı́a νµ ' idC . (2.3)

Por (2.2) y (2.3), se concluye que µ es una equivalencia homotópica. �

3. Aplicaciones S−Lineales son R−Lineales. Sea % : R → S un morfismo de anillos unitarios. Se
escribirá S−módulo o R−módulo en lugar de S−módulo izquierdo o R−módulo izquierdo. Las pruebas
de la siguientes proposiciones se dejan al lector. Estos hechos se pueden ver en [3, p. 26].

Proposición 3.1. Sea N un S−módulo, entonces N es un R−módulo.
Proposición 3.2. Sea ε : N → M un morfismo de S−módulos, entonces ε : N → M es un morfismo

de R−módulos.
Proposición 3.3. Sea X un R−módulo, entonces S ⊗R X es un S−módulo.
Proposición 3.4. Sea f : M → N un morfismo deR−módulos; entonces S⊗Rf : S⊗RM → S⊗RN

definido por S ⊗R f(
∑
i∈I

si ⊗mi) =
∑
i∈I

si ⊗ fmi, donde I es finito, es un morfismo de S−módulos.

Proposición 3.5. Sea M un R−módulo, entonces HomR(S,M) es un S−módulo.
Proposición 3.6. Sea α : M → N un morfismo de R−módulos; entonces

α∗ = HomR(S, α) : HomR(S,M) → HomR(S,N) definido por α∗(f) = αf , es un morfismo de
S−módulos.

4. Funtores Inducidos por un Morfismo de Anillos. SeanM un S−módulo, FM = M como grupo
abeliano y tiene una estructura de R-módulo dada por r ·m = %(r) ·m para r ∈ R, m ∈ M ; y Ff es el
morfismo inducido por %.

Proposición 4.1. Existe F = F% : m`S → m`R funtor covariante.
Sean M un R−módulo, GM = S ⊗RM y Gf = S ⊗R f .

Proposición 4.2. Existe G = G% : m`R → m`S funtor covariante.
Sean M un R−módulo, HM = HomR(S,M) y Hα = HomR(S, α).

Proposición 4.3. Existe H = H% : m`R → m`S funtor covariante.
Definición 4.1. [4, p. 64] Sean F1 : C1 → C2, F2 : C2 → C1, funtores covariantes. El funtor F1 es

adjunto izquierdo de F2 si existe una equivalencia natural

η = ηXY : C2(F1X,Y )
∼−→ C1(X,F2Y ),

de funtores de Cop1 × C2 → S (categorı́a de conjuntos). En este caso, η se llama adjunción y se denota por
η : F1

� F2 , el hecho que F1 es adjunto izquierdo de F2.
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La prueba del siguiente teorema se deja al lector (ver [5, Lema 1]).

Teorema 4.1. Sean D
G // C

F // D
H // C funtores covariantes; η : G � F y

η′ : F � H adjunciones, entonces:
1. F preserva monomorfismos.
2. F preserva epimorfismos.

Puesto que HomS(S,M) ∼= M y S ⊗S M ∼= M , considerando [4, E III.7.3] se obtiene:
Proposición 4.4. Sea % : R→ S morfismo de anillos unitarios.
1) Si M ∈ |m`R| y N ∈ |m`S |, entonces existe η1 : HomS(S ⊗M,N)

∼−→ HomR(M,N) biyección de
conjuntos.

2) Si N ∈ |m`R| y M ∈ |m`S |, entonces existe η3 : HomR(M,N)
∼−→ HomS

(
M,HomR(S,N)

)
biyección de conjuntos.

La prueba de la proposición siguiente se puede ver en [5, Proposición 5].
Proposición 4.5. Sean F, G y H funtores covariantes de las proposiciones 4.1, 4.2 y 4.3, respectiva-

mente. Entonces:
1. G es adjunto izquierdo de F ; i.e., G � F .

2. H es adjunto derecho de F ; i.e., F �
H .

Puesto que G � F � H , por Teorema 4.1 se obtiene el resultado siguiente.
Corolario 4.1. Sean % : R → S morfismo de anillos y F = F% : m`S → m`R funtor de cambio de

anillos (Proposición 4.1). Entonces F preserva monomorfismos y epimorfismos.

5. Resoluciones Proyectivas Relativas (RPR). Dados un morfismo de anillos unitarios % : R → S
y un S−módulo N , se desea garantizar que N tiene resolución proyectiva relativa a la familia de los epi-
morfismos de S−módulos que se descomponen como morfismos de R−módulos, salvo una equivalencia
homotópica.

Un morfismo f : M → N en una categorı́a C es un epimorfismo si para todos los morfismos N W
h

g

en C tales que gf = hf se tiene que g = h.

Sean A una categorı́a abeliana y E una clase de epimorfismos en A .
Definición 5.1. Sea ε : B → C un epimorfismo de A. Un objeto P de A se llama proyectivo relativo

a ε si ε∗ = A(P, ε) : A(P,B) → A(P,C) es suryectiva . Es decir, dado f ∈ A(P,C), ∃g ∈ A(P,B) tal
que ε∗(g) = f

P

B C 0

∃g
f

ε

Se dice que P es E−proyectivo si es proyectivo relativo a ε, para todo ε ∈ E .
Proposición 5.1. P1 ⊕ P2 es E−proyectivo si y sólo si P1 y P2 son E−proyectivos.
Definición 5.2. La clausura, C(E ), de E , consiste de los epimorfismos ε en A tal que cada objeto

E−proyectivo de A es también proyectivo relativo a ε.
La clase E es cerrada si E = C(E ).

Proposición 5.2. [4, P IX.1.2] Una clase cerrada de epimorfismos contiene cada proyección
π : A⊕B A .

Un epimorfismo ε : A B de R−módulos se descompone si existe un morfismo
ν : B // A de R−módulos tal que εν = idB :

B

A B 0

∃ν
idB

ε

Proposición 5.3. La clase E0 de epimorfismos de R−módulos izquierdos que se descomponen es ce-
rrada.

Definición 5.3. Sea E una clase cerrada de epimorfismos en A. Un morfismo ϕ de A es E−admisible
si en la descomposición canónica ϕ = µε, donde µ es un monomorfismo, ε es un epimorfismo, se tiene
ε ∈ E . Una sucesión exacta en A es E−exacta si todos sus morfismos son E−admisibles. Un complejo en
A,

K : 0 K0
oo · · ·oo Kn−1

oo Kn
oo · · ·oo (5.1)
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se llama E−proyectivo si cada Kn es E−proyectivo; K se llama E−acı́clico si el complejo aumentado

0 H0(K)oo K0
oo · · ·oo Kn−1

oo Kn
oo · · ·oo

es E−exacta.
El complejo K es resolución E−proyectiva de A si K es E−proyectivo, E−acı́clico y H0(K) ∼= A.

Definición 5.4. Una clase cerrada E de epimorfismos de A es proyectiva si para cada objeto A de A
existe un epimorfismo ε : P → A en E , donde P es E−proyectivo.

Ejemplo 5.1. La clase E0 de epimorfismos de R−módulos izquierdos que se descomponen es proyec-
tiva. La prueba de la proposición siguiente es análoga a la prueba de [4, Lemma IV.4.2].

Proposición 5.4. Si E es una clase proyectiva, entonces cada objeto de A posee una resolución
E−proyectiva.

Teorema 5.1. [4, T IX.1.3] Sean
K : K0 K1

oo · · ·oo Kn−1
oo Kn

oo · · ·oo y

L : L0 L1
oo · · ·oo Ln−1

oo Lnoo · · ·oo dos complejos de cadenas en A. Si K es
E−proyectivo y L es E−acı́clico, entonces cada morfismo α : H0(K) → H0(L) induce un morfismo de
complejos de cadenas ϕ : K → L. Además, dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por α son
homotópicos.

La unicidad de una resolución E−proyectiva de un objeto es dada por el siguiente.
Corolario 5.1. Dos resoluciones E−proyectivas de un objeto A de A son homotópicamente

equivalentes.
Gracias a Chuck Wiebel por proporcionar el artı́culo [6], donde aparece como una herramienta principal

“LEMMA 2” para la existencia de una resolución (R,S)-proyectiva de un R-módulo (ver [6, p. 250]). Por
coincidencia, el lema siguiente tiene el mismo propósito.

Lema 5.1. Para cada N ∈ |m`R|, el S−módulo S ⊗N es E ′−proyectivo .
Demostración: Dados ε : B C en E ′ y α ∈ m`S(S⊗N,C), ∃β ∈ m`S(S⊗N,B) tal que α = εβ.
Es decir, se tiene el diagrama conmutativo siguiente en m`S

S ⊗N

B C 0 .

∃β
α

ε

En efecto, como ε ∈ E ′, en m`R se ve que ε : B C se descompone. Ası́, existe δ : C → B tal que
εδ = idC . Por Proposición 4.4, HomS(S ⊗N,C) ∼= HomR(N,C). Entonces para α existe
α′ ∈ HomR(N,C) tal que α′(m) = α(1 ⊗m). Ası́, N visto en m`R es proyectivo relativo a ε, pues existe
β′ = δα′ tal que εβ′ = α′.
Nuevamente, por Proposición 4.4, HomS(S ⊗N,B) ∼= HomR(N,B). Ası́, para β′ ∈ HomR(N,B),
∃β ∈ HomS(S ⊗N,B) tal que β(s⊗ n) = sβ′(n). Se cumple la condición α = εβ, pues ε ∈ m`S(B,C),
α ∈ m`S(S ⊗N,C) y

εβ(s⊗ n) = ε
(
sβ′(n)

)
= sεβ′(n)

= sα′(n) = sα(1⊗ n) = α(s⊗ n).

Por lo tanto, S ⊗N es E ′−proyectivo. �
Observación 5.1. Un S−módulo izquierdo N es %−proyectivo si N es retracto de S ⊗R N

(ver [7, p. 29]). Entonces N es E ′−proyectivo.
Ejemplo 5.2. Un epimorfismo de S−módulos que se descompone, también se descompone como mor-

fismo de R−módulos.
Teorema 5.2. [4, E IX.1.5] Sean ϕ : R → S un morfismo de anillos, F = Fϕ : m`S → m`R funtor de

cambio de anillos y E ′ = {ε′ : B → C, epimorfismo en m`S | Fε′ : FB → FC se descompone en m`R}.
Entonces E ′ es una clase proyectiva.

Demostración: Según Corolario 4.1, F preserva epimorfismos, luego
E ′ = {ε′ : B � C en m`S | ε′ : B � C se descompone en m`R}.

(1) E ′ es cerrada. Si ζ ∈ C(E ′), entonces ζ ∈ E ′.
Sea ζ ∈ m`S(B,C), luego C ∈ |m`R|. Por Lema 5.1 S ⊗R C es E ′−proyectivo. Como ζ ∈ C(E ′),
S ⊗R C es proyectivo relativo a ζ. Ası́, dado α ∈ m`S(S ⊗R C,C), ∃ν ∈ m`S(S ⊗R C,B) tal que

α = ζν. Puesto que G � F , ηCC : m`S(S ⊗R C,C)
∼ // m`R(C,C) . Ası́, para α existe

α′ ∈ m`R(C,C) tal que ηCC(α) = α′. Como α′(m) = α(1⊗m) , definiendo
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α(1⊗m) := 1m = idC(m), se obtiene α′ = idC .
Por otro lado, ηCB : m`S(S ⊗R C,B)

∼ // m`R(C,B) . Ası́, para ν existe ν′ ∈ m`R(C,B) tal
que ηCB(ν) = ν′. Por definición, ν′(m) = ν(1⊗m) .
De modo que ζν′(m) = ζν(1⊗m) = α(1⊗m) = idC(m). Luego, ζ : B C en m`R se
descompone, y ası́ ζ ∈ E ′.

(2) Dado A ∈ |m`S |, ∃ε′0 : P A en E ′, donde P es E ′−proyectivo.
En efecto, como ϕ : R −→ S es un morfismo de anillos y A es un S-módulo izquierdo, A es un
R-módulo izquierdo. Sea P := S ⊗R A. Entonces por Lema 5.1 P es E ′-proyectivo.
Por Proposición 3.3, se define el epimorfismo ε′0 : S ⊗R A A en m`S por ε′0(s⊗a) = sa.

Se prueba que el epimorfismo ε′0 se descompone en m`R, pues existe β ∈ m`R(A,S ⊗A) dado por
β(a) = 1⊗ a tal que ε′0β = idA.
En efecto, aplicando Proposición 3.3, las estructuras deR−módulos de S, de S−módulo de S⊗A
y de R−módulo de S ⊗A, se verifica que β es R−lineal pues para t ∈ R se tiene

β(ta) = 1⊗R ta = 1 · t⊗R a = 1Sϕ(t)⊗R a = ϕ(t)(1⊗ a) = t(1⊗ a) = tβ(a).

Ası́ ε′0 ∈ E ′.
De (1) y (2), se sigue que E ′ es una clase proyectiva. �
Puesto que E ′ = {ε′ : B � C en m`S | ε′ : B � C en m`R se descompone} es una clase proyectiva en

la categorı́a abeliana de S−módulos izquierdos, usando Proposición 5.4 y Corolario 5.1 se obtiene
Corolario 5.2. Cada S−módulo N tiene una única resolución proyectiva P relativa a la familia de

todos los epimorfismos de S−módulos que se descomponen como morfismos de R−módulos.

6. Un Método para la Construcción de RPR. Dados % : R → S un morfismo de anillos unitarios
y M un S−módulo izquierdo. En condiciones adecuadas, es posible construir una resolución proyectiva
de M, relativo a la familia de los epimorfismos de S−módulos, que se descomponen como morfismos de
R−módulos [1].

Dado un complejo de cadenas (B, dB) inmerso en un diagrama inicial en m`S sujeto a tres condiciones
iniciales, se desea hallar un complejo de cadenas (A, d) que tiene el mismo tipo de homotopı́a que (B,−dB)
como complejo de cadenas de R−módulos. Para ello, la herramienta es cono de mapeo de una aplicación
de cadenas ϕ : (A, d) → (B,−dB) y se exige que Cϕ sea contráctil. Según Teorema 2.1 será necesario
construir una homotopı́a de contracción de Cϕ, la cual se aplicará a la existencia de la resolución proyectiva
referida de M . Estos hechos son establecidos con los dos resultados siguientes Teorema 6.1 y Corolario
6.1:
Se denotará por SCh la categorı́a de complejos de cadenas de S-módulos izquierdos. Dado el diagrama en
m`S

B
··
...dB2

��
B1

dB1
��

A01
ψ1oo A11

d011oo · · · : f1(DD)
d021oo

B0 A00
ψ0oo A10

d010oo · · · : f0(DD)
d020oo

(6.1)

satisfaciendo las tres condiciones:
1) La columna y las filas son complejos de cadenas. Es decir, B y fq(DD) ∈ | SCh| para q ≥ 0.
2) ∀p, q ≥ 0, existen Apq ∈ |m`R|; spq ∈ m`S(Apq, S ⊗ Apq) y tpq ∈ m`S(S ⊗ Apq, Apq) tales que

tpqspq = idApq .
3) Para cada q ≥ 0, fq(DD) ∈ | RCh| es contráctil con homotopı́a de contracción h0

0q : Bq → A0q

y h0
p+1,q : Apq → Ap+1,q (p ≥ 0).

Entonces se va a modificar este diagrama agregando los morfismos en m`S

drpq : Apq → Ap+r−1,q−r (p, q ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q).

Sea, para cada n ≥ 0, An :=
⊕
p+q=n

Apq . Para n ≥ 1, dn : An → An−1 es dado

por dn :=

n∑
r=1

dr0n +

n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p . (6.2)
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Sea ϕ = {ϕn : An → Bn}n≥0, la familia de morfismos en m`S , dados por

ϕn(x) =

{
ψn(x) si x ∈ A0n

0 si x ∈ Ap,n−p (p > 0)
.

Se van a definir las flechas drpq de tal manera que (A, d) se convierta en un complejo de cadenas de S−módu-
los, y que ϕ : (A, d) → (B,−dB) se convierta en una equivalencia homotópica de complejos de cadenas
de R−módulos.

Definición 6.1. [1, D A.3] Se definen los morfismos en m`S ,
drpq : Apq → Ap+r−1,q−r(p ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q), recursivamente por drpq = erpqspq, donde
erpq : S ⊗Apq → Ap+r−1,q−r (p ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q) es un morfismo en m`S definido por

erpq(x) =



−h0
0,q−1d

B
q ψqt0q(x) si p = 0 & r = 1

−
r−1∑
k=1

h0
r−1,q−rd

r−k
k−1,q−kd

k
0qt0q(x) si p = 0 & 1 < r ≤ q

−
r−1∑
k=0

h0
p+r−1,q−rd

r−k
p+k−1,q−kd

k
pqtpq(x) si p > 0

para cada x = 1⊗ a ∈ S ⊗Apq .

B5 A05 A15 A25 A35 S ⊗R A35

B4 A04 A14 A24 A34

B3 A03 A13 A23 A33

B2 A02 A12 A22 A32

B1 A01 A11 A21 A31

B0 A00 A10 A20 A30

dB5 d105

ψ5

d115

d015

d125

d025

d135

d035

s35

t35

e135

dB4 d104

ψ4

d114

d014

d124

d024

h0
34

d134

d034

dB3 d103

ψ3

d113

d013

d123

d023

d133

dB2 d102

ψ2

d132

dB1

ψ1

d101

ψ0 d010 d020 d030

Figura 6.1: Construcción recursiva de morfismos drpq .

Ejemplo 6.1. Verificar que d0
30d

3
13 = −d3

03d
0
13 − d2

12d
1
13 − d1

21d
2
13 .

Demostración: Se puede realizar siguiendo la prueba de Proposición 6.1 o bien observando el diagrama de
Figura 6.1. �

Como deg(dkpq) = (k − 1,−k) y deg(dr−kp+k−1,q−k) = (r − k − 1,−r + k) :

A0q

dk0q // Ak−1,q−k
dr−kk−1,q−k// Ar−2,q−r & Apq

dkpq// Ap+k−1,q−k
dr−kp+k−1,q−k // Ap+r−2,q−r .

Luego, tienen sentido las composiciones d0
p+r−1,q−rd

r
pq : Apq → Ap+r−2,q−r,

dr−kk−1,q−kd
k
0q : A0q → Ar−2,q−r y dr−kp+k−1,q−kd

k
pq : Apq → Ap+r−2,q−r .

Como m`S es una categorı́a abeliana, está definida la suma en m`S(Apq, Ap+r−2,q−r).
Para probar que (A, d) es un complejo de cadenas se necesita la siguiente
Proposición 6.1. [1, P A.4] Se tiene ψq−1d

1
0q = −dBq ψq y

d0
p+r−1,q−rd

r
pq =


−
r−1∑
k=1

dr−kk−1,q−kd
k
0q si p = 0 , 1 < r ≤ q

−
r−1∑
k=0

dr−kp+k−1,q−kd
k
pq si p > 0 , 1 ≤ r ≤ q

.
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Proposición 6.2. (A, d) es un complejo de cadenas de S−módulos .
Demostración: Como Apq ∈ |m`S | y m`S es una categorı́a abeliana, An :=

⊕
p+q=n

Apq ∈ |m`S | para

n ≥ 0. Por la definición recursiva de drpq dada en Definición 6.1, como la composición de morfismos de
S−módulos, drpq es un morfismo de S−módulos para p ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q. Luego, como suma de morfismos
de S−módulos, dn : An → An−1 dado por

dn =

n∑
r=1

dr0n +

n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p

es morfismo en m`S para n ≥ 1. Falta verificar que dndn+1 = 0 para n ≥ 1.
Para n = 1, d1d2 = 0. Este hecho se obtiene usando Proposición 6.1 y la semi-exactitud de la fila cero del
diagrama (6.1).
Para n = 2, d2d3 = 0 .
En efecto, d2 = d1

02 + d2
02 + d0

11 + d1
11 + d0

20 y d3 = d1
03 + d2

03 + d3
03 + d0

12 + d1
12 + d2

12 + d0
21 + d1

21 + d0
30

y a = (a1, a2, a3, , a4) ∈ A03 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A30 = A3; de modo que
d3(a) = d1

03(a1) + d2
03(a1) + d3

03(a1) + d0
12(a2) + d1

12(a2) + d2
12(a2) + d0

21(a3) + d1
21(a3) + d0

30(a4)
calculando

d1
02d3(a) = d1

02d
1
03(a1) + d1

02d
0
12(a2)

d2
02d3(a) = d2

02d
1
03(a1) + d2

02d
0
12(a2)

d0
11d3(a) = d0

11d
2
03(a1) + d0

11d
1
12(a2) + d0

11d
0
21(a3)

d1
11d3(a) = d1

11d
2
03(a1) + d1

11d
1
12(a2) + d1

11d
0
21(a3)

d0
20d3(a) = d0

20d
3
03(a1) + d0

20d
2
12(a2) + d0

20d
1
21(a3) + d0

20d
0
30(a4)


(6.3)

Ahora se tiene para p = 0 por Proposición 6.1

d0
20d

3
03 = −

3−1∑
k=1

d3−kdk = −d2
02d

1
03 − d1

11d
2
03, d0

11d
2
03 = −

2−1∑
k=1

d2−kdk = −d1
02d

1
03.

Para p > 0 por Proposición 6.1

d0
20d

2
12 = −

1∑
k=0

d2−kdk = −d2
02d

0
12 − d1

11d
1
12, d0

11d
1
12 = −

0∑
k=0

d1−kdk = −d1
02d

0
12;

d0
20d

1
21 = −

0∑
k=0

d1−kdk = −d1
11d

0
21 .

Por semi-exactitud de las filas de (6.1) , d0
11d

0
21 = 0 = d0

20d
0
30. Sumando las igualdades de (6.3) de izquierda

a derecha, columna por columna d2d3(a) = 0 + 0 + 0 + 0 = 0.
En general, dndn+1 = 0.

En efecto, como dn =

n∑
r=1

dr0n +

n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p y para dn+1 : An+1 → An,

a = (a1, . . . , an+2) ∈ An+1: dn+1(a) =

n+1∑
r=1

dr0,n+1(a1) +

n∑
r=0

dr1,n(a2) + · · · + d0
n+1,0(an+2); de modo

que

d1
0ndn+1(a) = d1

0nd
1
0,n+1(a1) + d1

0nd
0
1,n(a2)

...
...

dn0ndn+1(a) = dn0nd
1
0,n+1(a1) + dn0nd

0
1,n(a2)

...
...

d0
n0dn+1(a) = d0

n0d
n+1
0,n+1(a1) + d0

n0d
n
1,n(a2) + · · · + d0

n0d
0
n+1,0(an+2)


Usando la semi-exactitud de las filas del diagrama (6.1), aplicando Proposición 6.1 como en el caso

n = 2 y sumando columna a columna este arreglo, se deduce que dndn+1(a) = 0 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
n+2−veces

= 0. �

Usando Proposición 6.1 y la semi-exactitud de la filas del diagrama (6.1) se obtiene
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Proposición 6.3. La aplicación ϕ : (A, d) → (B,−dB) es un morfismo de complejos de cadenas de
S−módulos.

Proposición 6.4. Para el morfismo de complejos de cadenas ϕ : (A, d) → (B,−dB) de S−módulos
se definen (Cϕ)n = Bn ⊕ An−1 y dCϕn (bn, an−1) = (−dBn bn − ϕn−1an−1,−dn−1an−1), entonces Cϕ es
un complejo de cadenas de S−módulos.

Demostración: Basta tomar µ = ϕ, (C, dC) = (A, d), (D, dD) = (B,−dB) en Ejemplo 2.1. �
Para mostrar que ϕ es una equivalencia homotópica de complejos de cadenas de R−módulos, se va a

construir los morfismos hrp′q′ en m`R, satisfaciendo Teorema 6.1.
Definición 6.2. [1, D A.5] Se definen hrr,q−r : Bq → Ar,q−r y

hrp+r+1,q−r : Apq → Ap+r+1,q−r (0 < r ≤ q , p ≥ 0), recursivamente por

hrp+r+1,q−r = −
r−1∑
i=0

h0
p+r+1,q−rd

r−i
p+i+1,q−ih

i
p+i+1,q−i (0 < r ≤ q , p ≥ −1).

Ejemplo 6.2. h1
11 = −h0

11d
1
02h

0
02 y h2

30 = −h0
30d

2
12h

0
12 − h0

30d
1
21h

1
21

B4

&&

%%

((
dB4
��

h0
04 // A04

��

h0
14 // A14

h0
24 //

d114
��

A24

��

h0
34 // A34

��
B3

&&

%%

((

h0
03 //

dB3
��

A03
//

��

A13

h0
23 //

d113
��

A23

h0
33 //

d123
��

A33

d133
��

B2

&&

((

h0
02 //

dB2
��

A02

d202

��

((

&&

//

��

A12

��

//

��

A22
//

��

A32

d132
��

B1

((

//

dB1
��

A01

((

//

��

A11
//

��

A21
//

��

A31

d131
��

B0
h0
00

// A00
h0
10

// A10
h0
20

// A20
h0
30

// A30

Figura 6.2: Construcción recursiva de morfismos hrp′q′ .

Teniendo en cuenta definidos los morfismos drpq y hrp′q′ ; adoptando las notaciones
d0

0q = ψq, d
1
−1,q = dBq , dr−1,q = 0 ∀r > 1 y d0

−1,q = 0 se tiene:
Lema 6.1. Se verifican las dos fórmulas

h0
pqd

0
pq + d0

p+1,qh
0
p+1,q = idApq ,

r∑
i=0

hr−ip+r,q−rd
i
pq +

r∑
i=0

dr−ip+i+1,q−ih
i
p+i+1,q−i = 0 (r > 0) .

Demostración: La prueba está dada en [1, Proof of Theorem A.1]. �

Sea ĥn =

n∑
r=0

hrr,n−r. (6.4)

Ejemplo 6.3. d3ĥ3b+ ĥ2d
B
3 b = 0 para b ∈ B3.

Puesto que ĥ3 = h0
03 + h1

12 + h2
21 + h3

30, d3 = d1
03 + d2

03 + d3
03 + d0

12 + d1
12 + d2

12 + d0
21 + d1

21 + d0
30,

d3ĥ3b = d3(h0
03b+ h1

12b+ h2
21b+ h3

30b)

= d1
03h

0
03b+ d2

03h
0
03b+ d3

03h
0
03b+ d0

12h
1
12b

+ d1
12h

1
12b+ d2

12h
1
12b+ d0

21h
2
21b+ d1

21h
2
21b+ d0

30h
3
30b ; (6.5)

ĥ2 = h0
02 + h1

11 + h2
20 y

ĥ2d
B
3 b = h0

02d
B
3 b+ h1

11d
B
3 b+ h2

20d
B
3 b ; (6.6)
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Sumando (6.5) y (6.6) :
d3ĥ3b+ ĥ2d

B
3 b = (h1

02d
0
−1,3b+h0

02d
1
−1,3b+d1

03h
0
03b+d0

12h
1
12b)+(h2

11d
0
−1,3b+h1

11d
1
−1,3b+h0

11d
2
−1,3b+

d2
03h

0
03b+d1

12h
1
12b+d0

21h
2
21b) + (h3

20d
0
−1,3b+h2

20d
1
−1,3b+h1

20d
2
−1,3b+h0

20d
3
−1,3b+d3

03h
0
03b+d2

12h
1
12b+

d1
21h

2
21b+ d0

30h
3
30b) ;

d3ĥ3b+ ĥ2d
B
3 b =

1∑
i=0

h1−i
02 di−1,3b+

1∑
i=0

d1−i
i,3−ih

i
i,3−ib para (p, q, r) = (−1, 3, 1)

+

2∑
i=0

h2−i
11 di−1,3b+

2∑
i=0

d2−i
i,3−ih

i
i,3−ib para (p, q, r) = (−1, 3, 2)

+

3∑
i=0

h3−i
20 di−1,3b+

3∑
i=0

d3−i
i,3−ih

i
i,3−ib para (p, q, r) = (−1, 3, 3) .

Por Lema 6.1 d3ĥ3b+ ĥ2d
B
3 b = 0. �

Sea h̃n =

n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r (6.7)

Ejemplo 6.4. d3h̃3a+ ĥ2ϕ2a+ h̃2d2a = idA2
(a) para a = (a1, a2, a3) ∈ A2 = A02 ⊕A11 ⊕A20.

Puesto que h̃3a = h0
12a1 + h1

21a1 + h2
30a1 + h0

21a2 + h1
30a2 + h0

30a3 y d3 = d1
03 + d2

03 + d3
03 + d0

12 +
d1

12 + d2
12 + d0

21 + d1
21 + d0

30,

d3h̃3a = d0
12h

0
12a1 + d1

12h
0
12a1 + d2

12h
0
12a1 + d0

21h
1
21a1 + d0

21h
0
21a2

+ d1
21h

1
21a1 + d1

21h
0
21a2 + d0

30h
2
30a1 + d0

30h
1
30a2 + d0

30h
0
30a3 ; (6.8)

ĥ2 = h0
02 + h1

11 + h2
20 y

ĥ2ϕ2a = h0
02ϕ2a+ h1

11ϕ2a+ h2
20ϕ2a ; (6.9)

h̃2 = h0
11 + h1

20 + h0
20 y d2 = d1

02 + d2
02 + d0

11 + d1
11 + d0

20 ,
d2a = d1

02a1︸ ︷︷ ︸
∈A01

+ d2
02a1︸ ︷︷ ︸
∈A10

+ d0
11a2︸ ︷︷ ︸
∈A01

+ d1
11a2︸ ︷︷ ︸
∈A10

+ d0
20a3︸ ︷︷ ︸
∈A10

;

h̃2d2a = h0
11d

1
02a1 + h0

11d
0
11a2 + h1

20d
1
02a1 + h1

20d
0
11a2

+ h0
20d

2
02a1 + h0

20d
1
11a2 + h0

20d
0
20a3 ; (6.10)

sumando (6.8), (6.9) y (6.10) :
d3h̃3a+ ĥ2ϕ2a+ h̃2d2a = (h0

02ψ2a1 + d0
12h

0
12a1) + (h0

11d
0
11a2 + d0

21h
0
21a2) + (h0

20d
0
20a3 + d0

30h
0
30a3) +

(h1
11d

0
02a1+h0

11d
1
02a1+d1

12h
0
12a1+d0

21h
1
21a1)+(h2

20d
0
02a1+h1

20d
1
02a1+h0

20d
2
02a1+d2

12h
0
12a1+d1

21h
1
21a1+

d0
30h

2
30a1) + (h1

20d
0
11a2 + h0

20d
1
11a2 + d1

21h
0
21a2 + d0

30h
1
30a2)

= idA2(a) + (

1∑
i=0

h1−i
11 di02 +

1∑
i=0

d1−i
i+1,2−ih

i
i+1,2−i)(a1) para (p, q, r) = (0, 2, 1)

+ (

2∑
i=0

h2−i
20 di02 +

2∑
i=0

d2−i
i+1,2−ih

i
i+1,2−i)(a1) para (p, q, r) = (0, 2, 2)

+ (

1∑
i=0

h1−i
20 di11 +

1∑
i=0

d1−i
2+i,1−ih

i
2+i,1−i)(a2) para (p, q, r) = (1, 1, 1) .

Por Lema 6.1 d3h̃3a+ ĥ2ϕ2a+ h̃2d2a = idA2
(a). �

Lema 6.2. Si se cumplen las igualdades

h0
pqd

0
pq + d0

p+1,qh
0
p+1,q = idApq ,

r∑
i=0

hr−ip+r,q−rd
i
pq +

r∑
i=0

dr−ip+i+1,q−ih
i
p+i+1,q−i = 0 (r > 0),

entonces

dnĥn + ĥn−1d
B
n = 0 y dnh̃n + ĥn−1ϕn−1 + h̃n−1dn−1 = idAn−1

. (6.11)
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Demostración: Sea (b, a) ∈ (Cϕ)n = Bn ⊕An−1. Entonces procediendo como en Ejemplo 6.3

dnĥnb+ ĥn−1d
B
n b =

1∑
i=0

h1−i
0,n−1d

i
−1,nb+

1∑
i=0

d1−i
i,n−ih

i
i,n−ib para (p, q, r) = (−1, n, 1)

+

2∑
i=0

h2−i
1,n−2d

i
−1,nb+

2∑
i=0

d2−i
i,n−ih

i
i,n−ib para (p, q, r) = (−1, n, 2)

...

+

n∑
i=0

hn−in−1,0d
i
−1,nb+

n∑
i=0

dn−ii,n−ih
i
i,n−ib para (p, q, r) = (−1, n, n) .

Aplicando la hipótesis, dnĥnb+ ĥn−1d
B
n b = 0 .

Por otro lado, siguiendo Ejemplo 6.4

dnh̃na+ ĥn−1ϕn−1a+ h̃n−1dn−1a = idAn−1
(a)

+ (

1∑
i=0

h1−i
1,n−2d

i
0,n−1 +

1∑
i=0

d1−i
i+1,n−1−ih

i
i+1,n−1−i)(a1) para (p, q, r) = (0, n− 1, 1)

...

+ (

n−1∑
i=0

hn−1−i
n−1,0 d

i
0,n−1 +

n−1∑
i=0

dn−1−i
i+1,n−1−ih

i
i+1,n−1−i)(a1) para (p, q, r) = (0, n− 1, n− 1)

+ (

1∑
i=0

h1−i
2,n−3d

i
1,n−2 +

1∑
i=0

d1−i
i+2,n−2−ih

i
i+2,n−2−i)(a2) para (p, q, r) = (1, n− 2, 1)

...

+ (

n−2∑
i=0

hn−2−i
n−1,0 d

i
1,n−2 +

n−2∑
i=0

dn−2−i
i+2,n−2−ih

i
i+2,n−2−i)(a2) para (p, q, r) = (1, n− 2, n− 2)

+ · · ·

+ (

1∑
i=0

h1−i
n−2,1d

i
n−3,2 +

1∑
i=0

d1−i
n−2+i,2−ih

i
n−2+i,2−i)(an−2) para (p, q, r) = (n− 3, 2, 1)

+ (

2∑
i=0

h2−i
n−1,0d

i
n−3,2 +

2∑
i=0

d2−i
n−2+i,2−ih

i
n−2+i,2−i)(an−2) para (p, q, r) = (n− 3, 2, 2)

+ (

1∑
i=0

h1−i
n−1,0d

i
n−2,1 +

1∑
i=0

d1−i
n−1+i,1−ih

i
n−1+i,1−i)(an−1) para (p, q, r) = (n− 2, 1, 1) ,

donde a = (a1, . . . , an−1, an) ∈ An−1 = A0,n−1 ⊕ · · · ⊕An−2,1 ⊕An−1,0 .
Por hipótesis, dnh̃na+ ĥn−1ϕn−1a+ h̃n−1dn−1a = idAn−1(a). �
Considerando el diagrama

B3
//

((

&&

%%

A03 · · · ·

B2

h0
02 //

((

&&

A02
//

((

&&

A12 · · ·

B1

h0
01 //

h1
10

((

A01
//

((

A11
//

((

A21 · ·

B0

h0
00 // A00

h0
10

// A10
h0
20

// A20
h0
30

// A30 ·

h1 : (Cϕ)0 = B0 ⊕ {0} → (Cϕ)1 = B1 ⊕A0 es dado por

h1 = −h0
00 ;
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h2 : (Cϕ)1 → (Cϕ)2 = B2 ⊕A1 es dado por

h2 = (−h0
01 − h1

10) + (−h0
10) ;

h3 : (Cϕ)2 → (Cϕ)3 = B3⊕A2 es dado por h3 = (−h0
02−h1

11−h2
20) + (−h0

11−h1
20) + (−h0

20). Luego,

h3 = h2+1 = −
2−1∑
p=−1

2−1−p∑
r=0

hrp+r+1,2−1−p−r .

En general, para cada n ≥ 0, hn+1 : (Cϕ)n → (Cϕ)n+1 es dado por

hn+1 = −
n−1∑
p=−1

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r .

Recordando el concepto de homotopı́a de contracción dada en Definición 2.1, con las dos identidades (6.11)
del lema anterior se puede demostrar el resultado siguiente:

Teorema 6.1. [1, T A.1] Sea Cϕ el cono de mapeo de ϕ; i.e., se define
(Cϕ)n = Bn ⊕An−1 y dCϕn : (Cϕ)n → (Cϕ)n−1 por

dCϕn (b, a) = (−dBn b− ϕn−1a,−dn−1a) . (6.12)

Entonces, la familia de morfismos en m`R, {hn+1 : (Cϕ)n → (Cϕ)n+1}n≥0, definidos por

hn+1 = −
n−1∑
p=−1

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r , (6.13)

es una homotopı́a de contracción de cadenas de Cϕ.

Demostración: Sean ĥn =

n∑
r=0

hrr,n−r y h̃n =

n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r , entonces

hn+1 = −ĥn − h̃n.

Sea Cϕ : (Cϕ)0 (Cϕ)1 · · · (Cϕ)n · · ·
h1

d
Cϕ
1

h2

d
Cϕ
2

hn

d
Cϕ
n

hn+1

d
Cϕ
n+1

Se verifica que dCϕ1 h1 = id(Cϕ)0 .
En efecto, para (b, 0) ∈ (Cϕ)0 = B0 ⊕ {0} : h1(b, 0) = −ĥ0(b),

d
Cϕ
1 h1(b, 0) = d

Cϕ
1

(
0,−ĥ0(b)

)
=
(
− dB1 (0)− ϕ0

(
− ĥ0(b)

)
,−d0

(
− ĥ0(b)

))
=
(
ϕ0ĥ0(b), d0ĥ0(b)

)
; d0 = 0 , ϕ0 = ψ0

=
(
ψ0ĥ0(b), 0

)
; ĥ0 = h0

00 y f0(DD) es contráctil

=
(
idB0(b), 0

)
= id(Cϕ)0(b, 0).

En general dCϕn+1hn+1 + hnd
Cϕ
n = id(Cϕ)n (n ≥ 0).

En efecto, se verifica por inducción. Primero, si n = 0, por la verificación anterior se tiene que
d
Cϕ
1 h1 + h0d

Cϕ
0 = id(Cϕ)0 . Como hipótesis inductiva se tiene que

d
Cϕ
k+1hk+1 + hkd

Cϕ
k = id(Cϕ)k , para 0 ≤ k < n,

entonces dCϕn+1hn+1 + hnd
Cϕ
n = id(Cϕ)n .

En efecto, para (b, a) ∈ (Cϕ)n = Bn ⊕An−1 se tiene hn+1(b, a) = −ĥn(b)− h̃n(a),

d
Cϕ
n+1hn+1(b, a) = d

Cϕ
n+1

(
− ĥn(b)− h̃n(a)

)
=
(
ϕnĥn(b) + ϕnh̃n(a), dnĥn(b) + dnh̃n(a)

)
; (6.14)

como dCϕn (b, a) =
(
− dBn (b)− ϕn−1a,−dn−1a

)
,

hnd
Cϕ
n (b, a) = ĥn−1d

B
n (b) + ĥn−1ϕn−1(a) + h̃n−1dn−1(a). (6.15)
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Sumando (6.14) y (6.15):

d
Cϕ
n+1hn+1(b, a) + hnd

Cϕ
n (b, a) =

(
ϕnĥn(b) + ϕnh̃n(a),

dnĥn(b) + dnh̃n(a) + ĥn−1d
B
n (b) + ĥn−1ϕn−1(a) + h̃n−1dn−1(a)

)
. (6.16)

Calculando

ϕnh̃n(a) = ϕn

(
n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r

)
(a) = 0 , pues p+ r + 1 > 0.

ϕnĥn(b) = ϕn(h0
0,n + h1

1,n−1 + · · ·+ hnn,0)(b)

= ψnh
0
0,n(b) , pues ϕn(x) =

{
ψn(x) , x ∈ A0n

0 , x ∈ Ap,n−p, p 6= 0

= idBn(b) porque fn(DD) es contráctil.

Ası́, ϕnĥn(b) + ϕnh̃n(a) = idBn(b) = b. Por Lema 6.2

dnĥn + ĥn−1d
B
n = 0 y dnh̃n + ĥn−1ϕn−1 + h̃n−1dn−1 = idAn−1 .

Reemplazando estos valores en (6.16) se tiene:

d
Cϕ
n+1hn+1(b, a) + hnd

Cϕ
n (b, a) = (b, a) = id(Cϕ)n(b, a).

�
La idea de la prueba del teorema anterior se basa en los tres esquemas geométricos:

B0

ĥ0

��
A0

ϕ0

^^ Bn

−dBn
��

ĥn // An

dn

��
Bn−1

ĥn−1

// An−1

Bn−1

ĥn−1

��
An−2

h̃n−1

99An−1

ϕn−1

\\

dn−1
zz

h̃n

<<An
dn{{ , n ≥ 1

(6.17)

De este hecho, considerando Ejemplo 6.3 y Ejemplo 6.4 se puede ver que Lema 6.1 y Teorema 6.1 son
equivalentes.

El lema siguiente es una consecuencia de Lema 5.1
Lema 6.3. Dado A ∈ |m`S |, existen A ∈ |m`R|, s ∈ m`S(A,S ⊗ A) y t ∈ m`S(S ⊗ A,A) tales que

ts = idA; implica que A es E ′−proyectivo .

Recuerde que E ′ es la familia de todos los epimorfismos de S−módulos, que se descomponen como
morfismos de R−módulos. Según Teorema 5.2 la clase E ′ es proyectiva, entonces cada S−módulo M
posee resolución E ′−proyectiva.

Corolario 6.1. [1, C A.2] Sea M ∈ |m`S |.
a) Si existe ψ̃ ∈ m`S(B0,M) tal que

M B0
ψ̃oo B1

dB1oo B2

dB2oo B3

dB3oo · · ·
dB4oo (6.18)

es contráctil en RCh, entonces

M A0
ψoo A1

d1oo A2
d2oo A3

d3oo · · ·d4oo (6.19)

donde ψ = ψ̃ψ0, es una resolución E ′−proyectiva de M.
b) Si f0 : M → B0, fn+1 : Bn → Bn+1 (n ≥ 0) es una homotopı́a de contracción de cadenas de

(6.18), entonces existe una homotopı́a de contracción de cadenas de (6.19), g0 : M → A0,
gn+1 : An → An+1 (n ≥ 0) definida por g0 = h0

00f0 y

gn+1 = −
n+1∑
r=0

hrr,n+1−rfn+1ϕn +

n∑
p=0

n−p∑
r=0

hrp+r+1,n−p−r . (6.20)
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Demostración:

b) Sean h̃n =

n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r y ĥn =

n∑
r=0

hrr,n−r (n ≥ 0), entonces por Teorema 6.1

ĥnd
B
n+1 = −dn+1ĥn+1 . (6.21)

En efecto, como h∗+1 es una homotopı́a de contracción de cadenas de Cϕ, se tiene

d
Cϕ
n+2hn+2(x, 0) + hn+1d

Cϕ
n+1(x, 0) = id(Cϕ)n+1

(x, 0) = (x, 0) ∈ Bn+1 ⊕An . (6.22)

hn+2(x, 0) = −ĥn+1(x, 0)− h̃n+1(x, 0) = −ĥn+1(x), pues h̃n+1(x, 0) = 0

d
Cϕ
n+2hn+2(x, 0) =

(
ϕn+1ĥn+1(x), dn+1ĥn+1(x)

)
;

d
Cϕ
n+1(x, 0) = (−dBn+1x, 0),

hn+1d
Cϕ
n+1(x, 0) = −ĥn(−dBn+1x)− h̃n(0) = ĥnd

B
n+1(x).

Reemplazando estos valores en (6.22) y luego sumando las segundas coordenadas
dn+1ĥn+1(x) + ĥnd

B
n+1(x) = 0 ∀x ∈ Bn+1. Ası́, ĥndBn+1 = −dn+1ĥn+1.

Claramente, ψg0 = idM . Además, se verifica que

d1g1 + g0ψ = idA0
, (6.23)

como sigue:

g0ψ = h0
00f0ψ̃ψ0 , f0ψ̃ = idB0

− dB1 f1 :

= h0
00ψ0 − h0

00d
B
1 f1ψ0, como ĥ0 = h0

00, si n = 0 en (6.21):

= h0
00ψ0 + d1ĥ1f1ϕ0.

Como g1 = −ĥ1f1ϕ0 + h0
10 y d1 = d1

01 + d0
10,

d1g1 = −d1ĥ1f1ϕ0 + d0
10h

0
10.

Luego, g0ψ = (d0
10h

0
10 + h0

00ψ0)− d1g1 = idA0 − d1g1, pues f0(DD) es contráctil y A00 = A0

en (6.1) .
Afirmación 1: dn+1h̃n+1 + ĥnϕn + h̃ndn = idAn (n ≥ 0).
En efecto, para (0, x) ∈ Bn+1 ⊕An = (Cϕ)n+1. Por Teorema 6.1:

d
Cϕ
n+2hn+2(0, x) + hn+1d

Cϕ
n+1(0, x) = (0, x). (6.24)

hn+2(0, x) = −ĥn+1(0, x) − h̃n+1(0, x) = −h̃n+1(x) pues ĥn+1(0, x) = ĥn+1(0) = 0,

d
Cϕ
n+2hn+2(0, x) = d

Cϕ
n+2

(
− h̃n+1(x)

)
, como la coordenada de −h̃n+1(x) en Bn+2 es cero:

d
Cϕ
n+2hn+2(0, x) =

(
ϕn+1h̃n+1(x), dn+1h̃n+1(x)

)
;

como dCϕn+1(0, x) = (−ϕnx,−dnx),

hn+1d
Cϕ
n+1(0, x) = hn+1(−ϕnx,−dnx)

= ĥnϕn(x) + h̃ndn(x).

Reemplazando estos valores en (6.24), sumando las segundas coordenadas

dn+1h̃n+1(x) + ĥnϕn(x) + h̃ndn(x) = x = idAn(x).

Afirmación 2: dn+1gn+1 + gndn = idAn (n ≥ 1).
En efecto, se verifica por inducción.
Primero, si n = 1, como en (6.23) se obtiene
d2g2 + g1d1 = idA1 .
Asumiendo como hipótesis inductiva que dk+1gk+1+gkdk = idAk para 1 ≤ k < n, se demostrará
que dn+1gn+1 + gndn = idAn .
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Efectuando cálculos:

gndn :=

(
−

n∑
r=0

hrr,n−rfnϕn−1 +

n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

hrp+r+1,n−1−p−r

)
dn

= −ĥnfn(ϕn−1dn) + h̃ndn.

Se sabe que ϕn−1dn = −dBnϕn pues ϕ : (A, d) → (B,−dB) es un morfismo de complejos de
cadenas por Proposición 6.3; luego gndn = ĥn(fnd

B
n )ϕn + h̃ndn.

Por hipótesis fndBn = idBn − dBn+1fn+1, ası́

gndn = ĥnϕn − ĥndBn+1fn+1ϕn + h̃ndn . (6.25)

Como gn+1 = −ĥn+1fn+1ϕn + h̃n+1,

dn+1gn+1 = −dn+1ĥn+1fn+1ϕn + dn+1h̃n+1. (6.26)

Considerando (6.21) y la afirmación 1, luego sumando (6.25) y (6.26) se obtiene que
dn+1gn+1 + gndn = idAn .

a) Sea A : A0 A1
d1oo · · ·d2oo An

dnoo · · ·
dn+1oo , entonces A es una resolución

E ′−proyectiva de M. Esto equivale a que A es E ′−proyectiva, E ′−acı́clico y H0(A ) ∼= M .
Primero se verifica que A es E ′−proyectiva; es decir, An es E ′−proyectivo para n ≥ 0. En
efecto, para n = 0, A0 := A00; por la condición 2) del diagrama (6.1) existen A00 ∈ |m`R|,
s00 ∈ m`S(A00, S⊗A00) y t00 ∈ m`S(S⊗A00, A00) tales que t00s00 = idA00

. De acuerdo a Lema
6.3, A0 es E ′−proyectivo.
Considerando la condición 2) del diagrama (6.1), por Lema 6.3 A01 y A10 son E ′−proyectivos.
Usando Proposición 5.1, A1 = A01 ⊕A10 es E ′−proyectivo.
Para n > 1, aplicando Lema 6.3 y Proposición 5.1 como en el caso n = 1, An =

⊕
p+q=n

Apq es

E ′−proyectivo.
Por Definición 5.3, A es E ′−acı́clico si y sólo si

0 H0(A )oo A0

coker(d1)oo A1
d1oo · · ·d2oo An

dnoo · · ·
dn+1oo

es E ′− exacta.
En efecto, por la parte b), el complejo de cadenas

M A0
ψoo A1

d1oo · · ·d2oo An
dnoo · · ·

dn+1oo

es contráctil en RCh. Del hecho que ψd1 = 0 se sabe que Ker(ψ) ⊇ Im(d1). Y recı́procamente,

de (6.23) se sigue que Ker(ψ) ⊆ Im(d1). Luego H0(A ) =
A0

Im(d1)
=

A0

Ker(ψ)

TFI∼= M. Ası́:

0 H0(A )oo A0
coker(d1)oo A1

d1oo · · ·d2oo An
dnoo · · ·

dn+1oo (6.27)

es exacta.
Considerando el diagrama

0 H0(A ) A0 A1 · · · An · · ·

M A0

coker(d1)

g1

d1

g2

d2

gn

dn

gn+1

dn+1

g0

∼= ψ′

ψ

y teniendo en cuenta que g es homotopı́a de contracción, se ve que ψg0 = idM .
Haciendo coker(d1) = ψ′ψ, se ve que el epimorfismo ψ tiene inverso derecho, de modo que
coker(d1) ∈ E ′ .
Como m`S es una categorı́a abeliana, por [4, p. 78] se descompone dn = νnεn donde εn es un
epimorfismo y νn es un monomorfismo. Aquı́ se debe probar que εn ∈ E ′.
Se verifica que ε1 ∈ E ′; pues ε1(g1ν1) = idIm(ε1).



118 Ccolque F.- Selecciones Matemáticas. 2022; Vol. 9(1): 102-120

Para n > 1, se verifica que εn ∈ E ′; es decir εn(gnνn) = idIm(εn)
1;

An−2 An−1 Im(εn) An

gn−1

dn−1

gn

νn εn

dn

(6.28)

En efecto :

νnεngnνn = dngnνn

= dngnνn + gn−1dn−1νn, dn−1νn = 0 pues dn−1dn = 0 y εn es un epimorfismo
= (dngn + gn−1dn−1)νn, g es homotopı́a de contracción de (6.19):
= idAn−1

νn = νn = νnidIm(εn),

ası́ νn(εngnνn) = νnidIm(εn). Pero νn es un monomorfismo, luego εngnνn = idIm(εn); de modo
que εn ∈ E ′. Ası́, la sucesión (6.27) es E ′−admisible. Por lo tanto, dicha sucesión es E ′−exacta.
Luego, A es E ′−acı́clico. Por consiguiente A , o bien (6.19) es una resolución E ′−proyectiva de
M .

�
La idea de la prueba del corolario anterior puede ser visto geométricamente en tres esquemas:

M

g0

>>A0

ψ}}

B0

ĥ0

��
M

g0

>>A0

ϕ0

\\

ψ||

g1

h̃1
==A1

d1
{{

Bn

ĥn
��

An−1

gn

h̃n
<<An

ϕn

\\

dn
zz

gn+1

h̃n+1 ;;
An+1

dn+1
zz

, n ≥ 1
. (6.29)

7. Resolución Proyectiva Relativa de un Bimódulo. Sea K un anillo conmutativo unitario, E una
K−álgebra. En esta sección se va a derivar una aplicación del método dado en [1, Corollary A.2].
Sea

...

∂3

��
Y2

∂2

��

X02
µ2oo X12

d012oo X22

d022oo · · ·
d032oo

Y1

∂1

��

X01
µ1oo X11

d011oo X21

d021oo · · ·
d031oo

Y0 X00
µ0oo X10

d010oo X20

d020oo · · ·
d030oo

, (7.1)

un diagrama de E−bimódulos y morfismos de E−bimódulos sujeto a las tres condiciones iniciales :
1) La columna y las filas son complejos de cadenas de E−bimódulos.
2) Cada Xrs es isomorfo a un E−bimódulo E ⊗Xrs ⊗ E.
3) Cada fila es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos, con una homotopı́a de con-

tracción de cadenas σ0
0s : Ys → X0s y σ0

r+1,s : Xrs → Xr+1,s (r ≥ 0).
Entonces, se definen morfismos de E−bimódulos

d`rs : Xrs → Xr+`−1,s−` (r ≥ 0 y 1 ≤ ` ≤ s)

recursivamente por

d`rs(x) =



−σ0
0,s−1 ◦ ∂s ◦ µs(x) si r = 0 & ` = 1 ,

−
`−1∑
j=1

σ0
`−1,s−` ◦ d

`−j
j−1,s−j ◦ d

j
0s(x) si r = 0 & 1 < ` ≤ s ,

−
`−1∑
j=0

σ0
r+`−1,s−` ◦ d

`−j
r+j−1,s−j ◦ d

j
rs(x) si r > 0 ,

(7.2)

1Es un placer agradecer a Juan José Guccione por su ayuda valiosa con este diagrama para el propósito que se está utilizando.
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para cada x = 1⊗ x⊗ 1 ∈ E ⊗Xrs ⊗ E .

Teorema 7.1. Sea µ̃ : Y0 → E un morfismo de E−bimódulos tal que

E Y0
µ̃oo Y1

∂1oo Y2
∂2oo · · ·∂3oo (7.3)

es complejo contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos. Entonces

E X0
µoo X1

d1oo X2
d2oo · · ·d3oo (7.4)

donde µ = µ̃µ0, Xn =
⊕
r+s=n

Xrs y dn =

n∑
`=1

d`0n +

n∑
r=1

n−r∑
`=0

d`r,n−r ,

es una resolución proyectiva relativa de E como un E−bimódulo .
Demostración: Tomando los anillos R = E, S = Ee, por propiedad de producto tensorial se ve que

ϕ : E → Ee, definido por ϕ(r) = r ⊗ 1, es un morfismo de anillos unitarios.
Puesto que cada E−bimódulo es Ee−módulo izquierdo & cada morfismo de E−bimódulos es morfismo
de Ee−módulos izquierdos, por la condición 1) se sabe que la columna y las filas de (7.1) son complejos
de cadenas de Ee−módulos izquierdos,
La condición 2) : Xrs

∼= E ⊗Xrs ⊗ E se transforma en Xrs
∼= Ee ⊗E Xrs.

Por hipótesis µ̃ : Y0 → E es un morfismo de E−bimódulos; i.e. µ̃(λ1mλ2) = λ1µ̃(m)λ2 para λ1, λ2 ∈ E
y m ∈ Y0. Esto ocurre si y sólo si µ̃((λ1 ⊗ λ2)m) = (λ1 ⊗ λ2)µ̃(m) para λ1 ⊗ λ2 ∈ Ee y m ∈ Y0. Luego
µ̃ : Y0 → E es un morfismo de Ee−módulos izquierdos. Ası́, la hipótesis del teorema se convierte en que
µ̃ ∈ m`Ee(Y0, E) tal que

E Y0
µ̃oo Y1

∂1oo Y2
∂2oo · · ·∂3oo

es un complejo de cadenas que es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos. Del hecho que
Xrs
∼= Ee ⊗E Xrs, se sabe que Xrs es un retracto de Ee⊗E Xrs. Entonces por Corolario 6.1 el complejo

(7.4) es una resolución proyectiva relativa de E como Ee−módulo izquierdo. Pero se nota que E es un
E−bimódulo bajo λ1m = (λ1 ⊗ 1)m, mλ2 = (1 ⊗ λ2)m para λ1, λ2 ∈ E y m ∈ E, luego el complejo
(7.4) es una resolución proyectiva relativa de E como E−bimódulo. �

8. Conclusiones.
1) Se pone en relieve la existencia de una estructura homológica relativa en una categorı́a abeliana

mostrando que E ′ es una clase proyectiva en m`S (Teorema 5.2).
2) Proposición 6.1 da una condición suficiente para que (A, d) sea un complejo de cadenas de S−módu-

los.
3) Una condición necesaria y suficiente para Teorema 6.1 es que se cumplan las identidades (6.11).
4) Se confirma la afirmación que dice que según las definiciones de d∗ y σ∗ es suficiente verificar que

se cumplan las identidades σ0d0 + d0σ0 = id y
l∑
i=0

(σl−idi+dl−iσi) = 0 (l > 0) en la prueba de [1, Theorem A.1] para que σ∗ sea una homotopı́a

de contracción de cadenas de C(µ∗′). Esto se consigue enunciando y probando Lema 6.2, y luego
usando este lema en la prueba inductiva de Teorema 6.1.

5) Ejemplo 6.3 muestra que para n = 2 se cumple la igualdad

σ̂n∂n+1 = −
n∑
l=0

l+1∑
i=0

dl+1−i
i,n+1−iσ

i
i,n+1−i .

6) El problema de la existencia y la unicidad de resoluciones proyectivas relativas, ya fue tratado
por Eilenberg y Moore mediante los resultados siguientes [3, Proposition I.3.1, Proposition I.3.2
y Theorem II.2.1]. Esto se menciona brevemente en [3, Section III.4]. Puesto que las clases pro-
yectivas E ′ mencionado en la primera conclusión y E% dado en [3] fueron introducidos en forma
independiente, queda por investigar la equivalencia de estas clases proyectivas y establecer si pro-
ducen la misma homologı́a relativa.

7) Por [7, p. 29], [5, p. 288] y [5, Proposición 14] un S−módulo izquierdo B tal que
(%)B = S ⊗R B es semisimple es E ′−proyectivo. De acuerdo a [6, p. 51] se obtiene que
Tor

(S,R)
n (A,B) = 0 para todo n > 0 y todo S−módulo derecho A. Entonces se plantea co-

mo materia de nueva investigación el descarte de la hipótesis del artı́culo [5], exhibiendo algún
S−módulo izquierdo B tal que Tor(S,R)

n (A,B) 6= 0 para algún n > 0 y algún S−módulo dere-
cho A.
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Ciencias Afines (IMCA-UNI) por la oportunidad dada para realizar investigación en el programa de doc-
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