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Abstract
The purpose of this article is to check the main results of the method that allows the construction of a relative
projective resolution of an S—module N given in appendix A of the article [1], and to show an application
of this method. It is achieve to show the usefulness of the method, and to put in relevance that the relative
projective resolution obtained with the method is comparable to the bar resolution of an algebra because it
is provided with chain contracting homotopy.
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Resumen
El propdsito de este articulo es comprobar los resultados principales del método que permite la construccion
de una resolucion proyectiva relativa de un S—mddulo N dada en el apéndice A del articulo [1], y mostrar
una aplicacion de dicho método. Se consigue mostrar la utilidad del método, y poner en relieve que la
resolucion proyectiva relativa obtenida con el método es comparable con la resolucion barra de un dlgebra
porque estd provista de una homotopia de contraccion de cadenas.
Palabras clave. Cono de mapeo, equivalencia homotdpica, clase proyectiva, homotopia de contraccidn.

1. Introduccion. En el apéndice A del articulo [1] se da un método para construir una resolucién
proyectiva relativa de un S—modulo IV bajo condiciones adecuadas en Corolario A.2.
Para obtener este propdsito se considerd un diagrama de S—modulos y aplicaciones de S—mddulos

ol
di,

1250 dgl
Y Xo1 X1 (1.1
61i
d9 dy
YE) Ko XOO 10 XlO 20

a) La columna y las filas son complejos de cadenas.

b) Paracadar, s > 0 se tiene un R—mddulo X, aplicaciones de S—mddulos
Sps i Xps = S X, Y Trs 0 S® X g = X, verificando 7,45, = id .

¢) Cada fila es contrdctil como un complejo de R—mddulos, con una homotopia de contraccién de
cadenas 0, : Yo = Xos Y 0041 5 0 Xps = Xog1,s (r > 0).
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Se defini6 las flechas d!, para que (X, d.) se convierta en un complejo de cadenas de S—médulos, y
que py’ : (X, di) — (Y., —0,) se convierta en una equivalencia homotépica de complejos de R—mddulos.
Se construyeron los morfismos de R—médulos o} |, : Yy — X sy ;
Ol iitemr s Xos = Xoqrp1,6-0 (1,8 >0, 1 <1 < s); de modo que los morfismos
n—1 n—r—1
Op+1 = — Z Z Ui+l+1,n—r—l—1 formen una homotopia de contraccién de C,, /).
r=—1 [=0
Conforme a las definiciones de d, y o, la demostracion de este hecho fue reducida a la verificacién de
l

las igualdades 0°d® + d°¢% = id y Z(al*idi +d"e) =0 (1> 0).

i=0
En la prueba de [ 1, Corolario A.2] se utilizé el [1, Teorema A.1] para obtener la igualdad
n 1+1
~ 1 ;
UnanJrl = Z Zdztzl-i-lz i Zn+1 i
=0 i=0

Este trabajo de investigacion se origina en la inquietud de comprobar la validez de la técnica usada en
la prueba de [1, Teorema A.1]; de verificar que (X, d.) es un complejo de cadenas de S—mddulos y de
verificar la igualdad anterior.

El propésito de este articulo es comprobar los resultados principales del método que permite la cons-
truccién de una resolucidn proyectiva relativa de un S—mddulo NV dada en el apéndice A del articulo [1], y
mostrar una aplicacién de dicho método.

El presente trabajo estd organizado como sigue: En la segunda seccidn se introduce homotopia de con-

traccién de cadenas, se establece una condicidn suficiente para que un morfismo de complejos de cadenas
sea una equivalencia homotépica usando el cono de mapeo del morfismo de complejos de cadenas.
En la tercera seccién, dado un morfismo de anillos unitarios o : R — S, se obtienen de un S—mdbdulo y
de un morfismo de S—mddulos un R—mddulo y un morfismo de R—mddulos. A partir de un R—modulo
y de un morfismo de R—mddulos con producto tensorial y Hom se obtienen un S—mddulo y un morfismo
de S—médulos.

En la cuarta seccién se introduce una terna (G, F, H) de funtores inducidos por un morfismo dado de
anillos unitarios. Se establecen algunas propiedades necesarias de funtores adjuntos. Se establece que G es
adjunto izquierdo de F'y que F' es adjunto izquierdo de H. Se deduce que F' preserva monomorfismos y
epimorfismos.

En la quinta seccidn se estudia una clase de epimorfismos & en una categoria abeliana 2, abordando
el problema de existencia y unicidad de una resoluciéon & —proyectiva de un objeto de 2. Se introduce una
clase &’ de todos los epimorfismos de S—mddulos que se descomponen como morfismos de R—médu-
los, y se prueba que esta clase es proyectiva. Se deduce que cada S—mddulo tiene una tnica resolucién
&' —proyectiva.

En la sexta seccion, se desarrolla las ideas expuestas del articulo para comprobar la validez de las
técnicas usadas en las pruebas de [1, Theorem A.1, Corollary A.2].

En la séptima seccidn, se muestra la utilidad del método para bimédulos.

2. Cono de Mapeo y Equivalencia Homotopica. Se denotard por 5y la categoria de complejos de
cadenas sobre un anillo A. Sean fy g € 5&,(C, D). Una homotopia h entre f y g es una familia
h = {hn+1 : Cp, = Dyy1}n>0 de morfismos de A—médulos tal que
df3+1hn,+1 + hndg = fn — gn, Yn > 0; esto se ve en diagrama como

dn+1

/m%/
Cp o T

Definicion 2.1. Un complejo de cadenas C' € | ACy| es contrdctil si existe una homotopia
h ={hnt1: Cn = Cpi1}n>o0 entre la identidad idc y la aplicacion nula Oc. Esta homotopia h se llama
homotopia de contraccion de cadenas de C.

Proposicion 2.1. Si C' es un complejo de cadenas contrdctil, entonces C es aciclico
(ie, H,(C)=0,Vn>1).

Ejemplo 2.1. Sea ;1 : (C,d“) — (D,d”) un morfismo de complejos de cadenas de A—médulos
izquierdos, entonces existe un complejo de cadenas C',, donde

(Cu)n =Dy @ Cpy ydSe(b,a) = (d2b — p,_1a,—dS_ja), b€ D, ya € Cp_y.
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El complejo de cadenas C), se llama cono de mapeo de .

En seguida, se va a establecer una condicién suficiente para que un morfismo de complejos de cadenas
sea una equivalencia homotdpica usando el cono de mapeo del morfismo de complejos de cadenas.

Proposicion 2.2. Sea C un complejo de cadenas sobre A, entonces sC' definido por (sC),, = Cp—1 y
dy(sa) = —sd,_1a, es un complejo de cadenas sobre A.

Proposicion 2.3. Si i, : C — D es un morfismo de complejos de cadenas, entonces existe una sucesion
exacta corta de complejos de cadenas,

A P

Cu sC' 0,

y que la conectante de la sucesion exacta larga de homologias es H(p) : H(C') — H(D).

Demostracion:
i) Existe una sucesién exacta corta de complejos de cadenas
A P
0 D Cu sC 0 .

En efecto, sean
A Dy = Dy @®Chi = (Cu)n ¥ pn: (Cu)n = Dp @ Cr1 — Crm1 = (sC),, dados por
)‘n(b) = (bv 0) y pn(bv a) = —sa.

Claramente, A, y p,, son morfismos de A—mddulos.
P

., An .
Lasucesion 0 ——D,, ——D,, & C,,_1 Ch-1 0 es exacta, paran > 1, debido

a que se cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) Ay, es inyectivo, (2) p, es sobreyectivoy (3) Im(A,) = Ker(pn).

Falta verificar que A : D — C, y p : C,, — sC son morfismos de complejos de cadenas. Para
ello,seab e D,y (b,a) € D, ® Cp_1.

Luego, se tiene

dn/\n(b) = dn (ba O)
= (dnb - Mn—loa _dn—lo)
= (dnba 0) = )\nfldn(b)v y

dppn(bya) = dp(—sa) = s(dp_1a) = pp_1dn (b, a).
Por lo tanto, existe

sC 0,

sucesion exacta corta de complejos de cadenas.
i1) La conectante de la sucesion exacta larga de homologias es H(u) : H(C') — H(D).
Considerando la sucesion exacta corta de complejos de cadenas

A p

0 D Cy sC' 0,
se tiene el diagrama zig-zag siguiente:
Dpi1@Ch 3 (0,a) Pt sac Znt1(sC)
ldnJrl
An
Zn(D) 3 —pn(a) ——— dy41(0,a) = (dn110 — ppa, —dpa) = (—pna,0),

pues 0=d,y1(sa) = —sd,(a)yasid,a=0.
Como d,, ti,(a) = 0, la conectante 6,1 : Hy,4+1(sC) — H, (D) es dada por
nt1([sa]) = [pn(a)] = Hn(p)la] para Hy (1) - Hn(C) = Hy (D).
Como sa € Z,41(sC) < a € Z,(C); identificando [sa] con [a], se puede concluir que la
conectante de la sucesién exacta larga de homologias es 6 = H(u) : H(C) — H(D) .
|
Proposicion 2.4. Si existe una homotopia de cadenas entre \ y la aplicacion nula, entonces y tiene
inverso homotopico derecho.
Proposicion 2.5. Si existe una homotopia de cadenas entre p y la aplicacién nula, entonces y tiene
inverso homotopico izquierdo.
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Un morfismo f € A& (C, D) de complejos de cadenas de A—mddulos es una equivalencia homotdpi-
casiexiste g € ACy(D,C) talque gf ~idcy fg ~ idp.

Teorema 2.1. [2, Exercice 5.8] Sea 1 : C — D un morfismo de complejos de cadenas sobre A. Si C,,
es contrdctil, entonces i es una equivalencia homotdpica.

Demostracion: Puesto que C), es un complejo de cadenas contractil, existe una homotopia
h ={hn+1: (Cu)n — (Cp)nt1} entre la identidad de C,, y la aplicacion nula. Luego

dnt1hnt1 + hndn =idc,), - 2.1
Segtin Proposicion 2.3, existe la sucesion de complejos de cadenas asociada a p :

A p

0 D sC' 0,

Cu

la cual es exacta, donde Ay, : Dy, = (Cp)n ¥ pn : (C)n = (sC)n.

De (2.1), dps1hns1iAn + hndp A, = Xy Haciendo b, | = hpi1Ay @ Dy — (Ch)pg1, como dpA, =
An—1d,, se tiene

dni1hy g+ hyydp = Xy = Xy — 0. Asi, )y 2 Dy = (Cu)ng1 = Dpg1 @ Cp es una homotopia entre A
y la aplicacién nula. Por Proposicion 2.4 existe un morfismo v : D — C de complejos de cadenas tal que

ur >~ idp. 2.2)

Por otro lado, de (2.1): ppdpt1hnt1 + prhndy, = pn, y como ppd,i1 = dpt1Pn+1,

dn+1pn+1hn+1 + pnhndn = Pn-

Haciendo h;, , = ppyihns1 @ (Cu)n = (SC)nta, se sigue que dyy1hy,  + hiydp = p, — 0. Asi,
By g1 (Cu)n — (8C)p41 es una homotopia entre p y la aplicacion nula.

Por Proposicién 2.5, existe un morfismo v/ : D — C' de complejos de cadenas tal que ' i1 ~ idg. Puesto
que vy = idovp ~ vV pvp ~ vVidpp = v'p,

por transitividad de homotopia vy ~ idc. (2.3)

Por (2.2) y (2.3), se concluye que y es una equivalencia homotdpica. (]

3. Aplicaciones S—Lineales son R—Lineales. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios. Se
escribird S—moédulo o R—mddulo en lugar de S—mddulo izquierdo o R—mddulo izquierdo. Las pruebas
de la siguientes proposiciones se dejan al lector. Estos hechos se pueden ver en [3, p. 26].

Proposicion 3.1. Sea N un S—mddulo, entonces N es un R—mddulo.

Proposicion 3.2. Sea ¢ : N — M un morfismo de S—mddulos, entonces € : N — M es un morfismo
de R—modulos.

Proposicién 3.3. Sea X un R—médulo, entonces S @r X es un S—médulo.

Proposicion 3.4. Sea f : M — N un morfismo de R—mddulos; entonces SQrf : SQrM — SQrN
definido por S ®gr f(Z s @my) = Z s; @ fmy, donde I es finito, es un morfismo de S—mddulos.

i€l i€l

Proposicion 3.5. Sea M un R—mddulo, entonces Homg (S, M) es un S—mddulo.

Proposicion 3.6. Sea o : M — N un morfismo de R—mddulos; entonces
o, = Homp(S,a) : Homp(S,M) — Hompg(S,N) definido por o.(f) = af, es un morfismo de
S—mddulos.

4. Funtores Inducidos por un Morfismo de Anillos. Sean M un S—médulo, FM = M como grupo
abeliano y tiene una estructura de R-médulo dada por r - m = o(r) -mparar € R, m € M;y Ff esel
morfismo inducido por p.

Proposicion 4.1. Existe F = F, : m¥4 — m¥ funtor covariante.

Sean M un R—médulo, GM =S My Gf =S®g f.

Proposicién 4.2. Existe G = G, : m% — mY funtor covariante.
Sean M un R—médulo, HM = Hompg(S, M)y Ha = Hompg(S, a).

Proposiciéon 4.3. Existe H = H,, : m% — mé funtor covariante.

Definicion 4.1. [4, p. 64] Sean I} : € — &, Fy @ €4 — &4, funtores covariantes. El funtor Fy es
adjunto izquierdo de F5 si existe una equivalencia natural

n=nxy: Q:Q(FlX,Y) l) Q:l()(,FWQYV)7

de funtores de €7 x €5 — & (categoria de conjuntos). En este caso, 1 se llama adjuncion y se denota por
n: Fy —— F5 , el hecho que F es adjunto izquierdo de F5.
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La prueba del siguiente teorema se deja al lector (ver [5, Lema 1]).
G e _F_p_H
n' : F —— H adjunciones, entonces:
1. F preserva monomorfismos.
2. F preserva epimorfismos.
Puesto que Homg (S, M) =2 My S ®g M = M, considerando [4, E I11.7.3] se obtiene:
Proposicion 4.4. Sea o : R — S morfismo de anillos unitarios.
1) Si M € [m%|y N € |m%|, entonces existe 1 : Homg(S ® M, N) = Homp (M, N) biyeccion de
conjuntos.
2) Si N € |mg|y M € |mi
biyeccion de conjuntos.
La prueba de la proposicién siguiente se puede ver en [5, Proposicion 5].
Proposicion 4.5. Sean I, Gy H funtores covariantes de las proposiciones 4.1, 4.2 y 4.3, respectiva-
mente. Entonces:
1. G es adjunto izquierdo de F; i.e., G—F .
2. H es adjunto derecho de F; i.e, FF —— H .

Puesto que G —— F — H , por Teorema 4.1 se obtiene el resultado siguiente.
Corolario 4.1. Sean ¢ : R — S morfismo de anillos y F = F, : m4 — m& funtor de cambio de
anillos (Proposicion 4.1). Entonces F' preserva monomorfismos y epimorfismos.

Teorema 4.1. Sean D ¢ funtores covariantes; n1: G—F y

, entonces existe n3 : Homr(M,N) = HomS(M,HomR(S7 N))

5. Resoluciones Proyectivas Relativas (RPR). Dados un morfismo de anillos unitarios p : R — .S
y un S—mdédulo N, se desea garantizar que N tiene resolucién proyectiva relativa a la familia de los epi-
morfismos de S—mddulos que se descomponen como morfismos de R—modulos, salvo una equivalencia
homotdpica.

h
Un morfismo f : M — N en una categoria € es un epimorfismo si para todos los morfismos N (W
g

en ¢ tales que gf = hf setiene que g = h.

Sean 2l una categoria abeliana y & una clase de epimorfismos en 21 .

Definicion 5.1. Sea € : B — C un epimorfismo de A. Un objeto P de 2 se llama proyectivo relativo
aesie, =AUP,e): AP, B) — A(P,C) es suryectiva . Es decir, dado f € A(P,C), 3g € UA(P, B) tal
que e.(g) = f

P
% lf
»
B—=—-C—0

Se dice que P es &—proyectivo si es proyectivo relativo a ¢, para todo € € &.

Proposicion 5.1. P; & P» es &—proyectivo si 'y sélo si Py y Py son &—proyectivos.

Definicion 5.2. La clausura, C(&), de &, consiste de los epimorfismos € en 2 tal que cada objeto
& —proyectivo de 2 es también proyectivo relativo a €.
La clase & es cerrada si & = C(&).

Proposicion 5.2. [4, P IX.1.2] Una clase cerrada de epimorfismos contiene cada proyeccion

T:A®B —— A.
Un epimorfismo ¢ : A ——» B de R—mddulos se descompone si existe un morfismo

v:B—— A de R—mddulos tal que cv = idp :

P
W ids
.

%
A—=-B——0

Proposicion 5.3. La clase & de epimorfismos de R—mddulos izquierdos que se descomponen es ce-
rrada.

Definicion 5.3. Sea & una clase cerrada de epimorfismos en 2. Un morfismo ¢ de U es & —admisible
si en la descomposicion candnica ¢ = ue, donde p es un monomorfismo, € es un epimorfismo, se tiene
€ € &. Una sucesion exacta en 2 es & —exacta si todos sus morfismos son & —admisibles. Un complejo en

A,

K:0 Ky K, 1<~—K,<~— - 6D
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se llama &—proyectivo si cada K,, es &—proyectivo; K se llama &—aciclico si el complejo aumentado

O%HO(K) Ko Kp_1 K,

es &—exacta.
El complejo K es resolucion &—proyectiva de A si K es &—proyectivo, & —aciclicoy Ho(K) =2 A.
Definicion 5.4. Una clase cerrada & de epimorfismos de 2 es proyectiva si para cada objeto A de 2
existe un epimorfismo € : P — A en &, donde P es &—proyectivo.
Ejemplo 5.1. La clase &, de epimorfismos de R—mddulos izquierdos que se descomponen es proyec-
tiva. La prueba de la proposicidn siguiente es analoga a la prueba de [4, Lemma IV.4.2].
Proposicion 5.4. Si & es una clase proyectiva, entonces cada objeto de 2l posee una resolucion
& —proyectiva.
Teorema 5.1. [4, T IX.1.3] Sean
K: Ky K, K, 1 K, ey

L: Ly Ly e L,y L, -+ dos complejos de cadenas en 2. Si K es

&—proyectivo 'y L es &—aciclico, entonces cada morfismo « : Hy(K) — Ho(L) induce un morfismo de
complejos de cadenas p : K — L. Ademds, dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por o son
homotdpicos.

La unicidad de una resolucion & —proyectiva de un objeto es dada por el siguiente.

Corolario 5.1. Dos resoluciones &—proyectivas de un objeto A de A son homotdpicamente
equivalentes.

Gracias a Chuck Wiebel por proporcionar el articulo [6], donde aparece como una herramienta principal
“LEMMA 2” para la existencia de una resolucién (R, S)-proyectiva de un R-médulo (ver [6, p. 250]). Por
coincidencia, el lema siguiente tiene el mismo proposito.

Lema 5.1. Para cada N € |m%|, el S—mddulo S @ N es &' —proyectivo .

Demostracion: Dados ¢: B — C en&'ya € m5(S®N,C), 3B € m5(S® N, B) tal que a = .
Es decir, se tiene el diagrama conmutativo siguiente en m%

S®N
Hﬁ/,/ la
L
B < C 0

En efecto, como ¢ € &', enm¥, se ve que £: B — C se descompone. Asi, existe § : C' — B tal que

€d = id¢. Por Proposicién 4.4, Homg (S ® N, C) = Hompg(N, C). Entonces para « existe

o' € Homg(N, C) tal que o/ (m) = a(1 ® m). Asf, N visto en m% es proyectivo relativo a e, pues existe
B =da’ talqueef = a'.

Nuevamente, por Proposicién 4.4, Homgs (S ® N, B) = Hompg(N, B). Asi, para 8’ € Homp(N, B),

38 € Homg (S ® N, B) tal que B(s ® n) = sB'(n). Se cumple la condicién o = 03, pues € € m(B, C),
aem§(S®N,C)y

B(s ® n) = (55 (n) = 58 (n)
=sd/(n) =sa(l®@n) =a(s®@n).

Por lo tanto, S ® N es &' —proyectivo. O

Observacion 5.1. Un S—mddulo izquierdo N es o—proyectivo si N es retracto de S @ g N
(ver [7, p. 29]). Entonces N es &' —proyectivo.

Ejemplo 5.2. Un epimorfismo de S—mddulos que se descompone, también se descompone como mor-
fismo de R—mddulos.

Teorema 5.2. [4, E IX.1.5] Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos, ' = I, : mg — m% funtor de
cambio de anillos y &' = {¢' : B — C, epimorfismo enmy | Fe' : FB — FC se descompone en m',}.
Entonces &' es una clase proyectiva.

Demostracion: Segun Corolario 4.1, F' preserva epimorfismos, luego
& ={ :B—» Cenmf | : B C sedescompone en my}.

(1) & escerrada. Si ( € C(&”), entonces ¢ € &”.

Sea ¢ € mg(B,C), luego C € |m%|. Por Lema 5.1 S ®p C es & —proyectivo. Como ¢ € C(&”),
S ®@p C' es proyectivo relativo a (. Asi, dado o € m4(S @ C,C), Fv € m4(S ®r C, B) tal que

a = (v.Puestoque G ——F ,ncc: my(S®@gC,C) ——=mb(C,C) . Asi, para « existe
o € my(C, O) tal que noc(a) = o’. Como o/ (m) = a(1 ® m) , definiendo



108 Ccolque F.- Selecciones Matematicas. 2022; Vol. 9(1): 102-120

a(l®m) :=1m = idc(m), se obtiene o = id¢ .
Por otro lado, cp : m§(S ®g C, B) —=m%(C, B) . Asi, para v existe v/ € m%(C, B) tal
que nep(v) = v'. Por definicién, v/(m) = v(1 @ m) .
De modo que (v'(m) = (v(1 @ m) = a(l ® m) = idc(m). Luego, ¢: B — C enmb se
descompone, y asi ¢ € &”.

(2) Dado A € |m§|, 3¢ : P —» A en &, donde P es & —proyectivo.

En efecto, como ¢ : R — S es un morfismo de anillos y A es un S-médulo izquierdo, A es un
R-mdédulo izquierdo. Sea P := S ®p A. Entonces por Lema 5.1 P es &’-proyectivo.

Por Proposicién 3.3, se define el epimorfismo &fy : S ®g A —» A enm4 poref(s®a) = sa.

Se prueba que el epimorfismo £, se descompone en m%, pues existe 8 € m%(A, S ® A) dado por
B(a) =1® atal que gy = ida.

En efecto, aplicando Proposicion 3.3, las estructuras de R—mddulos de S, de S—moédulo de S® A
y de R—mddulo de S ® A, se verifica que S es R—lineal pues parat € R se tiene

B(ta)=1®@rta=1-t@ra=15p(t) @ra=pt)(1®a) =t(1 ®a) =tB(a).
Asiej € 8.
De (1) y (2), se sigue que &’ es una clase proyectiva. O
Puesto que &’ = {¢/ : B — Cenm% | &' : B — C en m% se descompone} es una clase proyectiva en
la categoria abeliana de S—mddulos izquierdos, usando Proposicién 5.4 y Corolario 5.1 se obtiene

Corolario 5.2. Cada S—mddulo N tiene una tinica resolucion proyectiva P relativa a la familia de
todos los epimorfismos de S—mddulos que se descomponen como morfismos de R—mddulos.

6. Un Método para la Construccion de RPR. Dados o : R — S un morfismo de anillos unitarios
y M un S—mdbdulo izquierdo. En condiciones adecuadas, es posible construir una resolucién proyectiva
de M, relativo a la familia de los epimorfismos de S—mddulos, que se descomponen como morfismos de
R—modulos [1].

Dado un complejo de cadenas (B, d?) inmerso en un diagrama inicial en mg sujeto a tres condiciones
iniciales, se desea hallar un complejo de cadenas (A4, d) que tiene el mismo tipo de homotopia que (B, —d?)
como complejo de cadenas de R—mddulos. Para ello, la herramienta es cono de mapeo de una aplicacién
de cadenas ¢ : (A,d) — (B,—dP) y se exige que C,, sea contractil. Segtin Teorema 2.1 serd necesario
construir una homotopia de contraccién de C,, la cual se aplicara a la existencia de la resolucion proyectiva
referida de M. Estos hechos son establecidos con los dos resultados siguientes Teorema 6.1 y Corolario
6.1:

Se denotard por g€y la categoria de complejos de cadenas de S-médulos izquierdos. Dado el diagrama en
mi

B
dfi
d? dJ
By Y1 Aot 11 Ay 2 fl(DD) (6.1)
dfl
Yo % 3
By Aoo Aqo -+t fo(DD)

satisfaciendo las tres condiciones:
1) Lacolumna y las filas son complejos de cadenas. Es decir, By f,(DD) € | s&| paraq > 0.
2) Vp,q > 0, existen A,y € [mb; spg € mE(Apg, S ® Apy) y tpg € M5(S ® Ay, Apy) tales que
tpgSpg = idqu .
3) Paracadag > 0, f,(DD) € | r€| es contrictil con homotopia de contraccién hgq : By — Ay,
y h2+1,q t Apg = Apt1,q (P2 0).
Entonces se va a modificar este diagrama agregando los morfismos en m‘fg

dyg * Apg = Apyr—1,4-r (P,g20y1 <7 <gq).
Sea, paracadan > 0, A, := @ Apg.Paran >1, d,, : A, = A,_1 es dado
ptg=n

n n—p

por dp =Y dj,+ Y > di. . (6.2)
r=1

p=1r=0
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Sea p = {¢n : Ay, — By }n>o, la familia de morfismos en m&, dados por

Yp(x)  siz € Agp
on(z) = . .
0 siz € Apnp (p>0)

Se van a definir las flechas dj,, de tal manera que (A4, d) se convierta en un complejo de cadenas de S—mddu-
los, y que ¢ : (A,d) — (B, —d?) se convierta en una equivalencia homotépica de complejos de cadenas
de R—mddulos.
Definicion 6.1. [1, D A.3] Se definen los morfismos en m€.7
d’“ tApg = Apyr1,4-r(p = 0y 1 <1 < q), recursivamente por dy,, = e}, spq, donde
1S ®Apg = Apyr_1,g—r (p >0y 1 <r < q)esun morfismo en m deﬁnzdopor

hO q 1dB¢qt0q(x) sip=0&r=1

— Zhr 1g— Td;:’iqikdgqtoq(m) sip=0&1<r<gq

0 k k .
_th-‘rr—l,q Td;Jrk 1,q— kdpq :UQ( ) sip>0

paracadar =1®a € S® Ay, .

Ps 95

5 t3s
Bs Aos Ass Aos Ass S ®@gr Ass
1 835
dfl drl)sl di5l d%sl 20 d3s i /
s 9y dyy VL I €35
By Aoy Ay Aoy = Aszy
34

| dmj o
By <% A Ay 4 A

3 03 13 23 33
@l | N\ b | N\ b

2

By Agz Agg Az
" \\ N e
B,y o Aot \ Asy
diﬁ Yo do{ A i A£0

Figura 6.1: Construccién recursiva de morfismos d,,

Ejemplo 6.1. Verificar que d3yd3; = —d3,d0s — d3odis — di,d35 .
Demostracion: Se puede realizar siguiendo la prueba de Proposicién 6.1 o bien observando el diagrama de
Figura 6.1. ]
Como deg(dfy,) = (k—1,—k) ydeg(d) ¥, ) =(r—k—1,—r+k):

r—k k r—k
d dk—1,q d Dprk—1,q—k

Pq
AOqHAk 1,q— k:HA7 2,q—r & A HAAp-‘,-k—l,q—k

Ap+7‘—27q—r .

Luego, tienen sentido las composiciones dp tr—1,g—rlpg * Apg = Aptr—2,4—r>

dk 1,q— kd Aoq—>A7« quyd d qu—>A+,« 2,q—r -

p+k 1,9—k""pq

Como m¥ es una categorfa abeliana, estd definida la suma en m%(A,q, Apir—2.4—r)-

Para probar que (A, d) es un complejo de cadenas se necesita la siguiente
Proposicion 6.1. [1, P A.4] Se tiene 1p,_1dj, = —dFv, y

r—1

—ng:?qikdgq sip=0,1<r<gq
0 r o k=1
dp-H" 1,q— poq r—1

Zd;r’,z 1L kdk sip>0,1<r<gq
k=0
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Proposicion 6.2. (A, d) es un complejo de cadenas de S—mddulos .

Demostracion: Como A,, € |m%| y m% es una categorfa abeliana, A,, := @ A,y € |m§| para
ptg=n

n > 0. Por la definicion recursiva de d;q dada en Definicién 6.1, como la composicién de morfismos de

S —modulos, dgq es un morfismo de S—mddulos parap > 0y 1 < r < ¢. Luego, como suma de morfismos

de S—médulos, d,, : A, — A, _1 dado por

n n n—p
dy = dg, +> > dy .,
r=1 p=1r=0

es morfismo en mg para n > 1. Falta verificar que d,,d,,+1 = 0 paran > 1.

Paran = 1, d1dy = 0. Este hecho se obtiene usando Proposicién 6.1 y la semi-exactitud de la fila cero del
diagrama (6.1).

Paran = 2, d2d3 =0.

En efecto, dy = dy +d3y +dY) +di, +d3y y ds = dig + d3s + d3s + dYy + diy + d3y + dSy + diy +dY
ya = (a,as,as,,a4) € Agz ® A1z B Az ® Azg = Asz; de modo que

dz(a) = dpz(ar) + dz(ar) + diz(ar) + dis(az) + dis(az) + diz(as) + d3i(as) + di;(as) + dy(as)
calculando

dlzdS(Q) = dgadgs(ar) + didiy(az)
2ds(a) = dydps(ar) + dfydis(az)
d11d3(a) = dfyds(ar) + dfydis(az) + d11d21(a3) (6.3)
di1ds(a) = diyds(ar) + diydis(az) + diyd3; (as)
d3ods(a) = d3dis(ar) + d3gdis(az) + ddydy (as) + dodSy(as)

Ahora se tiene para p = 0 por Proposicién 6.1

2-1
d9odis = st At = —diydgy — diydis, dYydgy = — Z d*~Fd* = —dgyd.
Parap > 0 por Proposwlon 6.1

d9odis = Zd2 Fah = dgodyy — di1diy, dYydiy = Zdl Fah = —dpodyy;
dYodd, = — Zdl Fdk = —dt dY,

Por semi- exactltud de las filas de (6.1) , d9,d3; = 0 = d9,d3,. Sumando las igualdades de (6.3) de izquierda
a derecha, columna por columna dod3(a) =0+0+0+0=0.
En general, d,d,,+1 = O

n n—p
En efecto, como d,, = Z dp,, + Z Z dp n—p yparady i1 : Apt1 — An,
= p=1r=0
n+1

a=(a1,...,an42) € Apt1:dni1(a Z do ni1(ar) + Z dy ,(az) -+ d%+170(an+2); de modo
que

d(l)nd’ﬂJrl(a’) = dénd[l),n+1(a1) + d(l)nd(l),n(a2)

dgndn-i-l(a) = dgnd(l),n+1(a1) + dgnd(l),n(aQ)

dyodnii(a) = doodgtil(al) + d)od} (az) 4+ - 4 dodd o(any2)

Usando la semi-exactitud de las filas del diagrama (6.1), aplicando Proposicién 6.1 como en el caso
n = 2y sumando columna a columna este arreglo, se deduce que d,,d,11(a) =04+0+---+0=0. O
——————

n+2—veces
Usando Proposicién 6.1 y la semi-exactitud de la filas del diagrama (6.1) se obtiene
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Proposicién 6.3. La aplicacion o : (A,d) — (B, —dP) es un morfismo de complejos de cadenas de
S—mddulos.

Proposicién 6.4. Para el morfismo de complejos de cadenas o : (A,d) — (B, —dP) de S—mdédulos
se definen (Cy)y, = By, ® Ay1 y dS# (b, an—1) = (—dBb, — op_1ay-1, —dy_1a,_1), entonces C,, es
un complejo de cadenas de S—mddulos.

Demostracién: Basta tomar 1 = ¢, (C,d°) = (A,d), (D,dP) = (B, —d?) en Ejemplo 2.1. O

Para mostrar que  es una equivalencia homotdpica de complejos de cadenas de R—mddulos, se va a
construir los morfismos h;,q, en mé & satisfaciendo Teorema 6.1.

Definicion 6.2. [1, D A.5] Se definen hl. g Bg— Arg—ry

mirttg—r : Apg = Aptri1,q—r (0 <r < q, p>0), recursivamente por

_ 0
Wotrat,q—r = _th+r+1 a—rdyiiitg-ilprivrg—i (0<7T<q, p=-1).

Ejemplo 6.2. hu = —h?1d02h82 y hso = hgodizh?z - hg()d%1h%1

hd, h9 h9 h3,
By —> Agy —> A1y —= Agy —> Azy
a3 diy i
h83 hga th
Bs Aos Ass
p \‘\f N .
hQs
By Ao Az
B \ i,
B —— A01 An Ay —— A31
dlg k \ dél
By —> Ago —5> A10 —> A20 ——> 430
hOO hlo h20 h30

Figura 6.2: Construccion recursiva de morfismos Ay, .,

Teniendo en cuenta definidos los morfismos dj,, y h,,; adoptando las notaciones
dy, =g, dry ,=dB d7,  ,=0Vr>1y d(qu = 0 se tiene:
Lema 6.1. Se verifican las dos formulas

0 40
hpqdpq + dp+1 th+1 q Apg th+rq r pq de+z+1 q—1i p+z+1,q i =0 (7" > 0) :

Demostracion: La prueba estd dada en [1, Proof of Theorem A.1]. O

th - (6.4)

Ejemplo 6.3. dshsb + hgd b=0parab € Bs.
Puesto que hs = hQs + hly + h3; + b3y, ds = dbs + d25 + d35 + 0y + dby + d3y + d3, + db, + d,

dshsb = ds(hdsb + hiyb + h2,b+ hib)
= djzhosb + dizhozb + dozhosb + diahish
diahlsb + dighisb + d9 h3 b+ dyy b3, b+ dighiob ; (6.5)

hy = hQs + hi; 4+ h3g y

hodBb = h3ydPb + hi dFb + h2,dlb (6.6)
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Sumando (6.5) y (6.6) :
dshsb+ hadfb = (h(l)zd] 1,30+ hipdl | 3b+dg h83b+d h%zb) (h%do 1 3b+h%1d1 1 3b+h(1)1d2 L 30+
d03h03b+d ohisb+d) h21b) (h30d2 1 30+ h3gdLy 30+ hyod? ;. 3b+h2od 1 3b+d03h03b+d12h12b+
3y h3,b + d3oh3eb) 5

1 1
d3i)’3b + BQd?)Bb = Z h(l)gidi7173b + Z d%,giihg,Bfibpara (pa q, T) = (_17 37 1)

i=0 i=0
+ Z h%l_ldz—l,?)b + Z d?,gl—ihg,fi—ibpara (pa q, T’) = (71, 37 2)
i=0 1=0
+ Z hgaldimb + Z d?,giihg,&ibpam (p,q,r) = (-1,3,3).
i=0 i=0
Por Lema 6.1 dshsb + hydBb = 0. 0
_ n—1ln—1-p
Sea hn = Z Z h;+r+17n—1—p—’l‘ (67)
= r=0

Ejemplo 6.‘}. dgﬁga + iLQ(pga + iLQdQG/ = idA2 (a) paraa = (ah as, (13) € Ay = Ay ® A11 @ Agp.
Puesto que hza = h¥sa; + hd;ja1 + hdgar + hdjas + higas + hSyas y d3 = dis + d25 + d35 + dfy +
diy + diy 4 d9; + dyy + d,
dshsa = dSyhSya1 + dihfyar + dishSyar + d9yhyyar + d3y hS as
+ dbyhyya1 + dy h9yas + digh3gar + dgohsgas + djghgoas ; (6.8)
ha = hQy + hiy + W3,y
iLgaan = h82<p2a + h}lgoga + hgowga ; (6.9)
ﬁ2 h11 + h2o + h20 y d2 = d02 + d02 + d(1)1 + d%l + dgo ’
doa = d02a1 + d02a1 + d11a2 + dnaz + dgoag ;
M~ M M M M}
€Ao1 €Aio €Ao1 €Aio €A
hodaa = b9 dbyay + h8,dS as + higdiyar 4+ hddd as
+ h9od2qay + h9dlyaz + h9ydSyas ; (6.10)
sumando (6.8), (6.9) y (6.10) :
d3h3a + hg(pga + hgdga = (h oYea1 + d9 2h12a1) (h(ljld(l)lag + d hzlag) (hgodgoag + dgohgoag,) +

(hi1dgaar+hY disar +diahfsar+d3 hyyar)+ (h20d82a1+h%0d62a1+h20d02a1+d§2h?2a1+d§1h%1a1—|—
d3oh3ga1) + (haodlyas + h3ydiyas + dby b as + d3ghlgas)

1

= ida,(a) + (Z h%;id + Zderl 2—i z+1 2—i)(a1) para (p, ¢, r) = (0,2,1)
=0
2 2

+ (Z hig 'dos + Z d?-Zli,Q—ih;:+1,2—i)(a1) para (p,q,7) = (0,2,2)
i=0 i=0

1
+(Zh%6 +Zd2+zl zh2+z1 z)(aQ) para (p’qa ) (Llal)'

Por Lema 6.1 dshsa + ingaga + hodya = ida,(a). g
Lema 6.2. Si se cumplen las igualdades

0 ;0 id _
hpqdpq + dp+1 th+1 q Apg > Z hp+rq T pq + de—H—H q—1 p+z+1 q—i — 0 (r > 0)’

entonces

dphn + hn1d? =0y dphp + hon_10n1 + hn_1dn_1 = ida,_, . 6.11)
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Demostracion: Sea (b, a) € (C’@)n = B,, ¢ A,,_1. Entonces procediendo como en Ejemplo 6.3

dphyb + Py 1dBb = hiTE L dE b+ d1 ¢ ht_bpara(p,q,r)=(-1,n,1
On 1 1,n i,mn—i' "i,n—1
=0

+ th nZ 2dl 1 nb+ denl zhz n— 7bpara (p7q7 ) (71777'52)

1=0

+ thii,odlfl,nb—"_ Zd?nlihzn zb para (p7q7 ) - (—1,77,,TL) .

Aplicando la hipétesis, dy, hpb + hy_1dBb =0
Por otro lado, siguiendo Ejemplo 6.4

dnh a—&—iLn 1Pn— 1a+/~1n 1dn—10 =idy, _,(a)

Zhln 2d6n 1+Zdz+1n 1—4 1+1n 1— 1)(a1)para(p,q,7"):(O,n—l,l)

n—1 n—1
+ (Z hZ:%I)ld’(L),nfl + Z d?+11n1 1— zh2+1 n—1— z)(al) para (pv Q7r) = (0777’ - ].,71 - ]-)
=0 =0
1

+(Zh§7: 3 ZTL 2+Zd2+2n 2—1 z+2n 2— z)(aQ)para(paqar):(17”’_271)

=0

th %OLdl n— 2+Zd?+22nz2 7 H—Zn 2— z)(a2) para (p,q,T):(l,Tl—Q,TL—Q)

_|_ PN
1 1 )
+ (Z e b 1dy 50 + Z dy Yo ihi—oyiz—i)(an—2) para (p,q,7) = (n —3,2,1)
1=0 i=0
2
(Z h2 Z1 Od}n 3,2 + Zdn 241,2— zhn 2+1,2— z)(a’n*2> para (p’ q,r) = (n - 37 2’ 2)
=0 =0
1
+ (Z h;:ll,odz —2,1 + Zd}z ll—i—z 1—1 n 1+4+14,1— z)(an—l) para (pa q,T) = (n - 27 17 1) )
1=0
dondea—(al,.. y A — 1,an)EAn 1—A0n 1D - @An Ql@An_Lo.
Por hipétesis, d., hpa + iy 1Pn— 10+ hpy1dp— 1a =1da, _,(a). |

Considerando el diagrama

By —— Ags

ho,
By —— An
hio
hO
B, %A A A A
0 00 10 20 30

hio h30 h3o
hy: (Cp)o = Bo & {0} — (Cyp)1 = By @& Ag es dado por
hy = _hgo )



114 Ccolque F.- Selecciones Matematicas. 2022; Vol. 9(1): 102-120

ha : (Cy)1 — (Cy)2 = By @ A, es dado por
ha = (—hgy — hio) + (—hip) ;

hs: (Cyp)2 — (Cyp)s = B3 @ Ag es dado por hy = (—hQy — hiy — h3y) + (—hYy — hly) + (—h3y). Luego,
2—1 2—1-p
hs = h2+1 = Z Z h;+r+1,2717p7r .
p=—1 r=0
En general, paracadan > 0, h,y1 : (Cp)n — (Cp)ng1 es dado por

n—1 n—1—p
— r
hn+1 - E § hp+7'+1,n—1—p—7' :
p=—1 r=0

Recordando el concepto de homotopia de contraccién dada en Definicion 2.1, con las dos identidades (6.11)
del lema anterior se puede demostrar el resultado siguiente:
Teorema 6.1. [1, T A.1] Sea C,, el cono de mapeo de p; i.e., se define

(Con = Bn ® Ap_1yds? : (Cp)n = (Cp)n_1 por
dgv (b7 CL) = (_dfb - Pn-14a, _dn—la) . (6.12)

Entonces, la familia de morfismos en w'y, {hyi1 : (Cp)n — (Cyp)nt1 }n>o0, definidos por

n—1 n—1-p
D DD D TP (6.13)
p=—1 r=0

es una homotopia de contraccion de cadenas de C',.
n—1n—1-—p

n
coo ol _ r g _ r
Demostracion: Sean h,, = E hyyiy ¥ B = E E hptr41,m—1—p—r » €NtONCES
r=0 p=0 r=0
hpt1 = —hy — by
dy” ds dge d%
. ——
Sea C, : (Cy)o (Coh (Co)n =y -+
hi ha hn, hng1

Se verifica que dlcwhl =1idc,), -
En efecto, para (b,0) € (Cy,)o = Bo @ {0} : hy(b,0) = —ho(b),
dy% hi (b,0) = d7* (0, —ho (b))
= ( —df (0) — ¢o( — ho(b)), —do( — }Alo(b)))

= (poho(b),doho(b)) ; do =0, @o =1
= (oho(b),0) 5 ho=hdyy fo(DD) es contrictil
(

C C .
En general ‘?nilhnﬂ + hn.d,ﬁ :.Zd(cap)n. (n>0). . . . .
En efecto, se verifica por induccién. Primero, si n = 0, por la verificacién anterior se tiene que
df“" hy + hodoc“" =1id(c,),- Como hipdtesis inductiva se tiene que

52 hgr + hidy® = idc,y, , para0 < k < n,

entonces dfilhnH + hpdy? = id(c,),-
En efecto, para (b, a) € (Cyp)n = By, ® A1 se tiene hy 41 (b, a) = —hy, (b) — hy(a),

C. C 7 7
21y (b, a) = dy, 5y (= hin (D) — hn(a))

= (Saniln(b) + Sﬁniln(a)a dnﬁn(b) + dnhn(a))E (6.14)
como dS% (b, a) = (—dE(b) — pn_1a,—d,_10a),
hndS# (b, a) = hy_1dZ (b) + hp—19n—1(a) + hn_1dn_1(a). (6.15)
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Sumando (6.14) y (6.15):

A% 1 (b, ) + hndSe (b, @) = (90 (b) + @nhn(a),
dnhn (D) + dnhn (@) + hy1dB (B) + h—1pn-1(a) + hn—1dn_1(a)). (6.16)

Calculando
n—1n—1—-p

@nﬁn(a) = ¢n (Z Z h;+r+1,n1pr> (a)=0 , puesp+r+1>0.
p=0 =0

‘Pnhn(b) = ‘Pn(hg,n + hinfl +eee hﬁ,o)(b)

Un(x) ,x € Aon
0 & € Apn_p,pF# 0

=1idp, (b) porque f,(DD) es contrictil.

= nhg,,(b) , pues g, () = {

Asi, ©phn(b) + @phn(a) = idp, (b) = b. Por Lema 6.2

dniLn + Enfldf =0 y dniln + iLnfl‘pnfl + ilnfldnfl = idAn,l .
Reemplazando estos valores en (6.16) se tiene:

A2 Bt (b, a) + hd$ (b,a) = (b,a) = id(c,), (b, a).

]
La idea de la prueba del teorema anterior se basa en los tres esquemas geométricos:
iLTI,
Bo B, —— A, B,
<i"’ > - _dfl ld A‘k\
o1 dn >1 6.17)
AO Bn—l - An—l An72 Anfl An =
hn-1 ~_ 7 ~_ 7
[ B,

De este hecho, considerando Ejemplo 6.3 y Ejemplo 6.4 se puede ver que Lema 6.1 y Teorema 6.1 son
equivalentes.

El lema siguiente es una consecuencia de Lema 5.1 B B
Lema 6.3. Dado A € |mY|, existen A € |m%|, s € m§(A4,S® A) yt € m§(S ® A, A) tales que
ts = id 4, implica que A es &' —proyectivo .

Recuerde que & es la familia de todos los epimorfismos de S—mddulos, que se descomponen como
morfismos de R—mddulos. Segin Teorema 5.2 la clase &’ es proyectiva, entonces cada S—mddulo M
posee resolucién &’ —proyectiva.

Corolario 6.1. [1,C A.2] Sea M € |m&]|.

a) Si existe 1) € m%(Bo, M) tal que

B3 e (6.18)
es contrdctil en rCy, entonces

¥

M Ay <2

do

Ay As e (6.19)

donde 1) = Yo, es una resolucion &' —proyectiva de M.

b) Si fo: M — By, fn+1: Bn = Bnt1 (n > 0) es una homotopia de contraccion de cadenas de
(6.18), entonces existe una homotopia de contraccion de cadenas de (6.19), go : M — Ay,
Gnt1: An = Ayi1 (n > 0) definida por go = hy fo y

n+1 n n—p
gn+1 = — Z h:,n+1—rfn+190n + Z Z h;+r+1,n—p—7' : (6.20)
r=0 p=0 r=0
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Demostracion:

n—1n—1—p n
b) Sean h,, = Z Z hoptritm—1—pr Y by = Z hy n—r (n > 0), entonces por Teorema 6.1
p=0 7r=0 r=0

hadZ, ) = —dniihnis - (6.21)

En efecto, como h,; es una homotopia de contraccion de cadenas de C',, se tiene

A2 o hna(2,0) + by dly 2 (,0) = idc,), ., (,0) = (2,0) € By ® A, . (6.22)
hn2(,0) = *ﬁn+1(ma0) - iln+1(x70) = *}Aln-&-l(x)a pues }Nln-&-l(xvo) =0
cy . 5
5 ohny2(2,0) = (@ni1hny1 (), dny1hng(2));
c
dnil(mv 0) = (—d5+11', 0)7
C, . p 5
hn+1dn+1(l‘, 0) = - n(_df+1x) - hn(o) = hndf—&-l(x)-

Reemplazando estos valores en (6.22) y luego sumando las segundas coordenadas
dn+1hn+1($) + hndyji_l(l’) =0Vzx € Bn+1. Asi, hnd§+1 = —dn+1hn+1.
Claramente, ¥ gy = ids. Ademds, se verifica que

dig1 + gotp = ida,, (6.23)
como sigue:
gotb = hdofobo ,  forb =idp, —dP fi :

= h8otho — hSod? fiipe, como hg = hy, sin = 0en (6.21):

= hoo + dihy frgo.
Como g1 = —hy frpo + hly y di = db; + d,

digr = —dihi frpo + d2ohS,.

Luego, got» = (d§yh% + hdgtbo) — digr = ida, — d1g1, pues fo(DD) es contractil y Agg = Ag
en (6.1).

Afirmacion 1: dp, 1 b1 + hinion + hnd, = ida, (n > 0).
En efecto, para (0,z) € Bp11 @ A, = (Cy)ny1. Por Teorema 6.1:

At ahasa(0,2) + hordy 2, (0,2) = (0,2), (6.24)
hn+2(0,ﬂf) = —ﬁn+1(0,x) —~?ln+1(0,.1‘) = —Bn+1(x) pues iln+~1(0,.13) = iln+1(0) = O7
dfizhn+2(0,a:) = dgiz( — hpt1(z)), como la coordenada de —hy,11(z) en By o es cero:

A2 o hng2(0,2) = (P 1hnt1 (€), dug1hot (2);

como dgj‘;l(o,a:) = (—pnz, —dnz),

hn+1dgi1(07 x) = hn+1(—</7n56, _dnz)
= iLngpn(m) + Bndn(x)

Reemplazando estos valores en (6.24), sumando las segundas coordenadas
A1 a1 (%) + hnon (@) + hndp(2) = 2 = ida, (2).

Afirmacion 2: d,, 1 19n+1 + gndn = ida, (n > 1).

En efecto, se verifica por induccioén.

Primero, si n = 1, como en (6.23) se obtiene

dggg + g1d1 = idAl-

Asumiendo como hipétesis inductiva que dy41gk+1+9grdr = ida, paral < k < n, se demostrard
que dn+lgn+1 + gndn = idAn-
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Efectuando calculos:

n n—1ln—1—p
gnd’ﬂ = <_ Zh:,nfrfngonfl + Z Z h;+r+l,n1p’r> d'ﬂ
r=0 p=0 r=0
= _]Aznfn((pn—ldn) + ﬁndn
Se sabe que ¢, _1d, = —dBp, pues ¢ : (A,d) — (B, —d®) es un morfismo de complejos de

cadenas por Proposicién 6.3; luego g, d,, = fln( fndB)o, + hpd,,.
Por hip6tesis f,dZ = idp, — dZ,; fny1, asi

gndn = iln@n - ilndf—&-lfn-‘rl@n + ?lndn . (6.25)
Como g 41 = —Ppi1 frni19n + Bnti,
19011 = —ng1hns1 fas19n + dngi g (6.26)

Considerando (6.21) y la afirmacién 1, luego sumando (6.25) y (6.26) se obtiene que
dn+lgn+l + gndn = idAn'

Seao : Ag <" Ay <2 <Dy,

&' —proyectiva de M. Esto equivale a que <7 es &’ —proyectiva, &’ —aciclicoy Ho(«7) = M.

Primero se verifica que &/ es &’ —proyectiva; es decir, A,, es & —proyectivo para n > 0. En

efecto, para n = 0, Ay := Agg; por la condicién 2) del diagrama (6.1) existen Ay € |m§%|,

s00 € mg(Ago, S® Ago) y too € m5(S® Agg, Ago) tales que topsoo = id a,, . De acuerdo a Lema

6.3, Ag es & —proyectivo.

Considerando la condicién 2) del diagrama (6.1), por Lema 6.3 Ap; y A1g son &’ —proyectivos.

Usando Proposicién 5.1, Ay = Ag1 © Ayg es & —proyectivo.

Para n > 1, aplicando Lema 6.3 y Proposicién 5.1 como en el cason = 1, 4,, = @ Apq es
p+q=n

dn+ 1

-, entonces 7 es una resolucion

&' —proyectivo.
Por Definicién 5.3, &7 es & —aciclico si y s6lo si

coker(d dn
0 < Ho() S PSRy L LU
es &' — exacta.
En efecto, por la parte b), el complejo de cadenas
M P Ay dy Ay da o dp, A, dpt1
es contrictil en g€ . Del hecho que 1d; = 0 se sabe que Ker(¢) D Im(dy). Y reciprocamente,
A A TFI
de (6.23) se sigue que Ker(¢) C Im(dy). Luego Hyo(«/) = Im((()il) = Ker(zw) >~ M. Asi:
coker(d 1 2 n dn
0 < Ho(s) @) pp<tp <t g I (627
es exacta.
Considerando el diagrama
coker(dy) da da dn dnt1
0 +—— Ho(JZ{) AO Al An
g1 g2 gn In+1
ol |
b
M Ao

y teniendo en cuenta que g es homotopia de contraccidn, se ve que Y gy = idys.

Haciendo coker(d;) = 1, se ve que el epimorfismo ¢ tiene inverso derecho, de modo que
coker(dy) € &' .

Como mf; es una categoria abeliana, por [4, p. 78] se descompone d,, = v,&, donde ¢,, es un
epimorfismo y v, es un monomorfismo. Aqui se debe probar que €, € &”.

Se verifica que e1 € &”; pues £1(g171) = idp(cy)-
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Paran > 1, se verifica que &, € &”; es decir £, (gnvn) = idrm(e,) L

d’”
dp—1
T /\
Ap_o Ap_1 55— Im(e,) $— A, (6.28)
q\) n n
9n—1

En efecto :

VUnEngnVn = dngnn
=dngnVn + Gn—1dpn—1Vn, dpn—1Vyn = 0pues d,_1d, = 0y &, es un epimorfismo
= (dngn + gn-1dn—1)Vn, g es homotopia de contraccién de (6.19):
=idA,_,Vn = Vn = Vnildrm(e,)
asi v (Engnn) = Vil m(e,)- PEro v, €s un monomorfismo, luego &, gnVn = idpm(c,,); de modo

que &,, € &'. Asi, la sucesion (6.27) es &’ —admisible. Por lo tanto, dicha sucesién es &’ —exacta.
Luego, 7 es &' —aciclico. Por consiguiente <7, o bien (6.19) es una resolucién &’ —proyectiva de

M.
]
La idea de la prueba del corolario anterior puede ser visto geométricamente en tres esquemas:
BO Bn
N /&‘0 L’{ Aﬁ" E/“”i\ (6.29)
w d d'n. d’V‘L ’ ’
M AO M AO ~1 Al Anfl . An ~ o An+1 T Z 1
g0
g0 g1 gn In+1

7. Resolucion Proyectiva Relativa de un Bimédulo. Sea K un anillo conmutativo unitario, £ una
K —élgebra. En esta seccion se va a derivar una aplicacién del método dado en [1, Corollary A.2].
Sea

03
}/2 H2 X02 dtl)z X12 dgz X22 dgz

o , (7.1)
Y M1 Xo % X1 3 X 3

01
Yo <2 X0 Fo X10 %o X Lo

un diagrama de E—bimddulos y morfismos de E—bimddulos sujeto a las tres condiciones iniciales :
1) La columna y las filas son complejos de cadenas de E'—bimddulos.
2) Cada X, es isomorfo a un E—bimédulo £ @ X,., ® E.
3) Cada fila es contractil como un complejo de E—mddulos izquierdos, con una homotopia de con-
traccion de cadenas o), : Yo — Xos Y 07, o 0 Xps = Xpp1,s (r > 0).
Entonces, se definen morfismos de £—bimddulos

d£5 : er — Xr+£—l,s—€ (T' Z 0 y 1 § 4 < 5)

recursivamente por

_08,5710880,“5(‘%) sir=0&{(=1,
-1
0 0—j j .
—Z(fz_l’s_god»_m_;Odos(ac) sir=0&1</{<s,
diy(x)=¢ = e (1.2)

-1
§ : 0 L—j j .

- Trte—1,5—° d?"-‘rj—l,s—j odl(z) sir >0,
Jj=0

'Es un placer agradecer a Juan José Guccione por su ayuda valiosa con este diagrama para el propdsito que se estd utilizando.
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paracadax:1®f®1€E®Y7)S®E.

Teorema 7.1. Sea 11 : Yo — E un morfismo de E—bimddulos tal que

E<t vy <2y <2y <O (7.3)

es complejo contrdctil como un complejo de I'—mddulos izquierdos. Entonces

Bl xy <t x, <= x,<% (7.4)
donde n = ,LL,LL(), n — @ er y dn - Z don + Z Z dr n—r>
r4+s=n =1 r=1 ¢=0

es una resolucion proyectiva relativa de E como un E—bimodulo .

Demostracion: Tomando los anillos R = E, S = E°, por propiedad de producto tensorial se ve que
¢ : E — E°, definido por ¢(r) = r ® 1, es un morfismo de anillos unitarios.
Puesto que cada E—bimddulo es £°—moddulo izquierdo & cada morfismo de E—bimdédulos es morfismo
de E°—mddulos izquierdos, por la condicién 1) se sabe que la columna y las filas de (7.1) son complejos
de cadenas de £ —mddulos izquierdos,
La condicién 2) : X, s 2 E® X, ® F se transformaen X, = E¢ Qg X ,s.
Por hipétesis fi : Yo — E es un morfismo de E—bimédulos; i.e. i(A1mAa) = Ajju(m)Ag para Ay, Ay € E
y m € Y. Esto ocurre siy s6lo si fi((A1 @ A2)m) = (A1 @ A2)u(m) para Ay @ A2 € E€y m € Yy. Luego
i : Yy — E es un morfismo de £¢—mddulos izquierdos. Asi, la hipétesis del teorema se convierte en que
i € mb. (Yo, E) tal que

E i Y, o1 Y 02 Y, 03

es un complejo de cadenas que es contrictil como un complejo de E'—moddulos izquierdos. Del hecho que
X,s 2 E°®p X s, se sabe que X5 es un retracto de £° Qg X .. Entonces por Corolario 6.1 el complejo
(7.4) es una resolucién proyectiva relativa de £ como E°—modulo izquierdo. Pero se nota que E es un
E—bimédulo bajo Aym = (A ® 1)m, mAa = (1 ® Ag)m para A1, Ao € E'ym € E, luego el complejo
(7.4) es una resolucién proyectiva relativa de X como E'—bimédulo. ]

8. Conclusiones.
1) Se pone en relieve la existencia de una estructura homoldgica relativa en una categoria abeliana
mostrando que & es una clase proyectiva en mf.; (Teorema 5.2).
2) Proposicién 6.1 da una condicién suficiente para que (A, d) sea un complejo de cadenas de S—mdédu-
los.
3) Una condicidn necesaria y suficiente para Teorema 6.1 es que se cumplan las identidades (6.11).
4) Se confirma la afirmacién que dice que segiin las definiciones de d, y o es suficiente verificar que

se cumplan las identidades 0%d® + d%¢° = id y
!

Z(ol_’di—kdl_iai) =0 (I > 0) enlapruebade [1, Theorem A.1] para que o, sea una homotopia

=0
de contraccion de cadenas de C'(,,, 1. Esto se consigue enunciando y probando Lema 6.2, y luego

usando este lema en la prueba 1nduct1va de Teorema 6.1.

5) Ejemplo 6.3 muestra que para n = 2 se cumple la igualdad
n 1+1

5 I+1 i
On n+1 szzn+lz i Zn+1 7"
=0 i=0
6) El problema de la existencia y la unicidad de resoluciones proyectivas relativas, ya fue tratado

por Eilenberg y Moore mediante los resultados siguientes [3, Proposition 1.3.1, Proposition 1.3.2
y Theorem I1.2.1]. Esto se menciona brevemente en [3, Section II1.4]. Puesto que las clases pro-
yectivas &’ mencionado en la primera conclusién y &, dado en [3] fueron introducidos en forma
independiente, queda por investigar la equivalencia de estas clases proyectivas y establecer si pro-
ducen la misma homologia relativa.

7) Por [7, p. 29], [5, p. 288] y [5, Proposicién 14] un S—mddulo izquierdo B tal que
(0)B = S ®g B es semisimple es &’ —proyectivo. De acuerdo a [6, p. 51] se obtiene que
Tom(lS’R) (A,B) = 0 para todo n > 0y todo S—mddulo derecho A. Entonces se plantea co-
mo materia de nueva investigacion el descarte de la hipétesis del articulo [5], exhibiendo algin
S—moédulo izquierdo B tal que Torﬁls’R)(A, B) # 0 para algiin n > 0 y algin S—mddulo dere-
cho A.
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