Journal homepage http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM

SELECCIONES MATEMATICAS
Universidad Nacional de Trujillo
ISSN: 2411-1783 (Online)

2021; Vol. 8(2): 423-436.

REVIEW

The Fourier transform in Schwartz space

La transformada de Fourier en el espacio de Schwartz
Carlos Alberto Pefia Miranda® wa Elizabeth Cosi Cruz ®

(1)
Received, Aug. 05, 2021 Accepted, Dec. 03, 2021 E

How to cite this article:
Pefia Miranda CA, Cosi Cruz E The Fourier transform in Schwartz space. Selecciones Matemadticas. 2021;8(2):423—
436. http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2021.02.19

Abstract
The objective of this work is to study some properties and applications of the Schwartz space. Initially, the
Fourier transform is used to demonstrate the transform of the derivative and derivative of the transform.
Then the completeness of the Schwartz space is studied and some properties are demonstrated. Finally the
Fourier inversion formula and Plancherel’s theorem are proved.
Keywords . Fubini’s theorem, Banach space, Lebesgue integral.

Resumen
El objetivo del presente trabajo es estudiar algunas propiedades y aplicaciones del espacio de Schwartz.
Inicialmente, se utiliza la transformada de Fourier para demostrar la transformada de la derivada y deriva-
da de la transformada. Después se estudia la completitud del espacio de Schwartz y se demuestra algunas
propiedades. Finalmente se demuestra la Formula de inversion de Fourier y el teorema de Plancherel.
Palabras clave. Teorema de Fubini, espacio de Banach, integral de Lebesgue.

1. Introduccion. Sea f : R — C una funcién dada. Para cada L > 0, la serie de Fourier tiene la
forma

+oo
fy= Y cpe™or, (1.1)

n=—oo

T L. . . P
donde wy = I y el n-ésimo coeficiente de Fourier c,, estd dado por

1 [F .
n = — t)e tmwolt g,
en =5t [ fye

Considerando

1
E:;}77(:_}/A(A;:’[’L(,()O—(’I'L—l)(ado:(4‘)07

la expresion (1.1) resulta
1 00 L ) )
==Y F(t)emotdt § ot A,
21 —L
n=—oo
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Reemplazamos nwy por una frecuencia general w y en el limite . — oo, la funcion no peridrica f(t)

se convierte en:
1 +oo +oo ) )
ft) = 27/ {/ f(t)ewtdt} e“tdw. (1.2)
s

— 00 — 00

Para todo ¢, la integral dentro de las llaves es una funcién que depende solo de w que denotamos como
F(w). Luego, la ecuacién (1.2) se puede escribir

I :
f) = %/ F(w)e™'dw, (1.3)
donde
+o0 )
F(w) = / f(t)e ™tdt. (1.4)

La funcién F(w) se llama transformada de Fourier de la funcién f(t). Simbdlicamente podemos es-
cribir

Por otro lado, la ecuacién (1.3) permite escribir f(¢) en términos de F'(w), a menudo f(t) se llama
transformada de Fourier inversa de F'(w) y lo denotamos escribiendo

f(t) = F(F)(w).

1
Al observar la ecuacién (1.2), queda claro que el factor or es arbitrario en (1.3) y (1.4). Si en lugar de
m
(1.4) definimos

1

Flw)=5- / N f(t)e " dt,

entonces (1.3) debe estar escrito

Una tercera alternativa, mas simétrica, es escribir

+oo
Fw) === [ foe

Yy consecuentemente

+oo
f@) = \/%/_ F(w)e™tdw.

Por ultimo, considerando en (1.4) el cambio de variable w = 27w£ obtenemos

—+o0

F(H)(t) = / e~ f (1) .

— 00

Esta es la forma que estudiaremos en las siguientes secciones. A diferencia de las series de Fourier, que
son principalmente ttiles para el estudio de sefiales periddicas, la transformada de Fourier es una técnica
matemdtica que transforma una funcién de tiempo, f(¢), en una funcién de frecuencia, F'(w). Hoy en dia,
se utilizan en el procesamiento de muchas de las sefiales que encontramos en nuestra vida cotidiana, como
procesamiento digital de imdgenes, procesamiento de sefales de audio y en particular es una herramienta
util en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales.

Por todo ello, el objetivo del presente articulo es presentar en forma clara y sencilla, algunas propieda-
des de la transformada de la Fourier en el espacio de Schwartz.
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2. La transformada de Fourier. En esta seccion definimos la transformada de Fourier en el espacio
de funciones integrables y estudiamos su propiedades bésicas.

Definicién 2.1. Sea w € L'(R™), la transformada de Fourier de u, denotada por F(u) o 4, es la
funcion

F(u): R" — C,
definida por,
Flu)() =: / e Eu()de, @n

donde i es la unidad imaginaria y x - £ es el producto interno, en R", entre x y €.
Observacion 2.1. F estd bien definida.
En efecto, Seaz € R" y u € L'(R")

F@ < [ e u(@)ide = [ (@)l = e < oo

Luego, F esta bien definida.
Ejemplo 2.1. Si u(t) = el t € R, entonces u € L' (R) y

F(u)(z) = /R e~ Zimas o=l ge

0 ) +00 )
_ / e—(2z7mt—1)§d£ + / e—(2zwz+1)fd§
— 0

B R S
1= 2%mx 14 2mx 14 4x222’

Lo cual se puede resumir en la formula

Fle (@)

2
:714_4 5 2paratodo:veR.
T2

05 1 15 2 25 2

-0.5

Figura 2.1: Grafica de la funcién F(e~ ') ().

Ejemplo 2.2. Consideremos la funcién caracteristica

1 site[-1,1],
0 sit¢[-1,1].

u(t) =

Para x # 0, la transformada de Fourier de u es

ﬂwmszmm&m

R

1 —2mix
_ / e_Qﬂ_im&-dé_ _ e 2 ’LT&
1 —2mixé .

e=1

6271’11 _ 67271'2:1:

2mix ’
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usando la formula de Euler se obtiene

2
F(u)(z) sen(2mz) para todo x # 0.
T
Por lo tanto,
sen(2mx) Siz 20,
F)@ ={
2 siz =0.

Figura 2.2: Gréfica de la funcién F(u)(x).

Proposicion 2.1. La aplicacion
F: LY(R") — L>®(R")
u —  F(u),
es una transformacion lineal acotada y cumple

|F ()| oo ) < [ufpr(mn).

Demostracion:
a) F es lineal. Sean u,v € L}(R") ya € R

F(u+ av)(z) = /n e 2T (y 4 aw) (€)dE

= [ ermtugig va [ et
= Fu)(z) + aF(v)(x)
= (F(u) + aF(v)) (x) para todo z € R"™.

Por lo tanto,
Flu+ av) = F(u) + aF (v).
b) Del la observacién 2.1 se tiene que F es acotado y
| F(u)(x)| < |u|p1(gny paratodo z € R™.

Por lo tanto,

|F (W) oo mn) < [U]p1(n)-
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Ejemplo 2.3. Dado a € R™ se define

Se cumple

@) = [ e, e = [ etmeeuagas

R

realizando el cambio de variable s = a&; d§ = a™"ds

m(x) =a " /n e%izl(a>u(s)ds
= a6 (8) (@), 22)

Proposicion 2.2. La transformada de Fourier, 1, es continua en R"™.
Demostracion: Sea x € R™ y consideremos una sucesién (z,),>1 C R™ tal que z,, — z. Luego

672‘”””'5’&(5) N 6727riw-§u(§)'

Como |e~27@v&y ()| = |u(€)| para todo v € Ny u € L'(R™), por el teorema de la convergencia
dominada, obtenemos

/ e_zﬁiw”'fu(g)dx — 6_2”i$'5u(f)dm7
n R’n

es decir,
u(zx,) — ulx).
Por lo tanto, @ es continua en R"™.

La relacidn entre la transformada de Fourier y la diferenciacién se describe en el siguiente resultado.

0
Proposicion 2.3 (Transformada de la derivada). Si u, % el! (R™), entonces
k
u
O,

(x) = 2mizu(x).

ou .
Demostracion: Como —— € L*(R™) se tiene

238

e Ou
—2mix-§
R Gl

</

ou
a—gk(o]ds < 0.

Luego,

—

@ _ 727rix-§%
7@ K e (€1

) "
_ /[R /[R /R e (€)dErdy - gy - 6

Usando el Teorema de Fubini, obtenemos

ED 9
a—;(x) = /}R /}R /R e*Q“Zz'ﬁa—é(g)dgkdgld@-udgk_ldgkﬂ..-dgn. (2.3)

De la dltima integral resulta

M

. ou ; ou
—2miz-£ _ ; —2mix-&
/Re %, (€)dg = | lim L % (&)
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Por la fémula de integracion por partes

. 0u M .
—2mix-§ d — 97 i —2mix-& d
/Re —agk (&)dxy, Tk 1m+ _Me u(&)dEy

= 2mixy, / e 2mT L (€)dEy. (2.4)
R
Remplazando (2.4) en (2.3) se obtiene
55 . —2mix-&
—(z) = 2mixy, coo | eTTE S (8)dE dEy - - - dEy
Ok rRJR JR
= 2mixy, / e 2Ty () dE
RTL

= 2mizgu(x).

Proposicién 2.4 (Derivada de la transformada). Sea u, £,u(€) € LY (R™) donde &, denota la k-ésima
coordenada de £. Entonces 1 es diferenciable con respecto a xy, y

ou

pr. (x) = —2m§7;5(x).

Demostracion: Consideremos la funcién

g9(x, &) = e 2 u(g),
se tiene

dg

a—u(x,f) = —2migpe T Ey(¢),

de donde

dg
|50, 9)| < 2rigeu(e) @.5)

De (2.5) y hipétesis &, u(€) € LY(R™) resulta

ou 0 ;
37;1@@) ~ Owy, (/n 62””'5u(§)d§>

— [ oo (e tu(g) de
R

n (9.Z’k

“ami [ e

= —27Ti§1€/\u(x).

Observacion 2.2. Para n = 1, de las proposiciones 2.3 y 2.4, resulta

du
— = 2mizu(x).
o (x) = 2mizu(x)

du ~
— = —2mi .
T (x) mitu(x)

Una de las funciones mds importantes en la teoria de Fourier es la funcién gaussiana. El siguiente
ejemplo demuestra que esta funcién interactia muy bien con la transformada de Fourier.
. .z . —at? ., ., . .
Ejemplo 2.4. Para todo ¢ € R, la funcién gaussiana u(t) = e~ " es solucién de la ecuacion diferencial

d
di; + 2atu = 0. (2.6)
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Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion diferencial (2.6), se obtiene

2a du
2mizt(z) — — — =
mizi(z) 2mi dx
Simplificando
du 272z __
— + u=0. 2.7
dx a

Las soluciones de la ecuacién diferencial (2.7) son
~ _ 2.2
U(x) = Ce ™/,
Para x = 0 se tiene

C =u(0) = /R e 2mT0y(¢)de = /R ema€ d.

Usando el teorema de Tonelli, podemos escribir

C? = (/Re_”zdx)(/ﬂke_“yzdy) :/R/Re_“(“'%yz)dmdy.

Realizando el cambio de variable x = rcosf y © = rsen

27 +oo 2m s
c? = / / e~ rdrdd = lim / e rdrdd = — = lim (e*asz 1= ™
0 0 0 0

s——+00 a s—+oo a ’

Por lo tanto,

—~ T 2.2 —1
u(x) =4/ —e 7% paratodo a > 0.
V a

La siguiente proposicién es muy importante. Demuestra que la transformada de Fourier interactiia muy
bien con el producto interno L2.
Proposicion 2.5. Si u,v € L' (R"), entonces

[ w@Fe @i = [ Fueued.

RTL
Demostracion: Por la proposicién 2.1 sabemos que F(u), F(v) € L>®(R™) y por la desigualdad de

Holder resulta que v.F(u), uF(v) € LY(R™).
Luego, usando la expresion (2.1) y el teorema de Fubini podemos escribir directamente

/n u(z)F(v)(x)de = /n u(w)(/n e_Q’Tiw'fv(g)d£> dx
_ / o(©) < / ) em’ﬁ'mu(x)dx) dé

= [ Fu)(&v(&)ds.

R

3. El espacio de Schwartz. En esta seccion estudiamos las propiedades de la transformada de Fou-
rier en el espacio de Schwartz, tal espacio recibi6 su nombre del matematico Laurent Schwartz, creador de
la teoria de distribuciones. Ademas demostramos la férmula de inversion de Fourier y el teorema Plancherel.

Por S(R"™), representamos el espacio de Schwartz o espacio de funciones rdpidamente decrecientes,
definido por

S(R") = {gp € C°(R"); sup |#PD%p(z)| < oo paratodo 3, € Ng}.
zeRn
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Observacion 3.1. El espacio de Schwartz S(R™), dotado de las operaciones usuales, es un espacio
vectorial sobre C y tiene una topologia natural inducida por la familia de seminormas

|ola,8 = sup |xﬁD°‘<p(x)| para todo ¢ € S(R"). 3.1
TER™

Proposicion 3.1. La aplicacion d: S(R™) x S(R™) — R definida por;

1 o= Vlay
d(p, ) = E : (3.2)
’ || +18] — ’

asBENS 2 1 + |%0 ,(/Jla)ﬂ

es una métrica en S(R™).
Demostracion: Es suficiente verificar la desigualdad triangular (las otras condiciones de métricas son
inmediatas). Consideremos la funcién f: [0, +00[— R definida por

t
)= ——
f)=
se tiene
()= L > 0 para todo ¢ > 0
T vz 0P =5

es decir, f es creciente en el intervalo [0, +00].
Por otro lado, para ¢, ¢, € S(R") se tiene

lo = Y]ap <@ = Bla,g + [ — Bla,p.
De la monotonia de f, resulta
o =tPlas |6 =blap+ [ —Plag
1+ ‘QD - 1/"(1,,3 1+ |90 - ¢|mﬁ + W’ - Qs‘ozﬁ

|@_¢|a,5 |7~/1_¢|a,5 )
1+ |<P_¢|a,ﬂ 1+|¢_¢|a,5

3.3)
Usando (3.2) y (3.3) obtenemos

B 1 lo —la,p
d(p, ) = Z 2ol 8L T + | — lap

o,BEN]

1 lo — ¢las [V — las
> 2lal+1A] (1 + o — @la,s Ty v — ¢|a.ﬂ>

a,BENy

_ Z 1 I — ¢las + Z 1 [V — Plas
2P L+ [0 — Glag L=, 291+ [ — Glag
«, 0

a,BENy

=d(p, ¢) + d(,v),

lo cual concluye la demostracién.
Definicién 3.1. Una sucesion (py)r>1 C S(R™) converge a ¢ € S(R™) si 'y solamente si

IN

lim |pr — ¢la,s = 0 para todo 3, € Ny,
k— o0

donde la familia de seminormas | - |4 3 es definida en (3.1). En este caso, denotamos @i, — ¢ en S(R™).
Proposicion 3.2. El espacio de Schwartz S(R™), con la métrica definida en (3.2), es un espacio métrico
completo.
Demostracion: Sea (pr)r>1 C S(R™) una sucesién de Cauchy, es decir, para cada ¢ > 0 existe
no = no(e) € N tal que

d(pk, pm) < €, paratodo m,n > ng.
De la ecuacion (3.2) resulta

sup ‘Dﬁ((pk - 907n)| <eg
zeK
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para todo 3 > 0y para todo conjunto compacto K C R"™. Luego, (¢x)x>1 es una sucesién de Cauchy en

)
el espacio de Banach C!°/(K). Por lo tanto, existe una funcién ¢ € C1°(K) tal que
or — wen CPI(K).

Por ello, concluimos que la funcién ¢ € C*°(K). Solo queda por demostrar que ¢ € S(R™). Estd
claro que

sup 2% |Dg| < sup 2*|D(¢r — ¢)| + sup 2| DP iy |
rzeK reK zeK

< Co(K) sup |DP(pr — 9)| + sup 2| DP |
zeK zeK

tomando limite cuando k — 0o, se obtiene

sup | D” | < limsup 2®|D?p| < 0o

zeK k—o0

La dltima desigualdad es vdlida debido a que (g )r>1 es una sucesién de Cauchy, es decir, |¢g|q,5 €8
acotada. Ademads la dltima desigualdad tampoco depende de K. Por eso podemos concluir que ¢ € S(R"™).
Proposicion 3.3. Una funcion p € C*°(R™) pertenece a S(R™) si y sdlo si

lim 2 D%p(x) = 0 para todo 3, € Nj.

|zl =00
Demostracion: Sea ¢ € C>°(R"™), para todo 3, € Ny se tiene

2" D*p(x)| < sup [¢° D ()].
zER™

Luego

(L + [|z)*)2” Dp(@)| < [«" D(2) + Y |22 D ()| < C
j=1

donde A = (ﬂla"' ) j7172+ﬂj7ﬂj+1;"' 7571)
Por lo tanto,

C
lzP DYp(z)| < TF a2 para todo z € R". (3.4)

Tomando limite cuando ||z|| — +oo

lim 27 D%p(z) = 0 para todo 8, € N.

llz]|—+o0
Reciprocamente, dado 3, o € Njj, para € = 1 por hipétesis existe M > 0 tal que
|2P D¥p(x)| < 1 para todo ||z| > M. (3.5)
Ademis, la funcién f(z) = 2% D%p(z) es continua en [— M, M|, es decir, existe C > 0 tal que
|28 D¥p(z)| < C para todo ||z|| < M. (3.6)
De las desigualdades (3.5) y (3.6) se obtiene

sup |2° D%p(x)| < max{1,C} < oco.
zeR™

Por lo tanto, ¢ € S(R™).
Observacion 3.2. La demostracién de la proposicién 3.3, confirma que si ¢ € S(R™), entonces para
todo polinomio p se cumple

lim p(z)D%p(x) = 0 para todo o € N .

llzl|—o0

Ejemplo 3.1. La funcién gaussiana f(z) = e~ pertenece a S(R) pues | l‘im fx) =0y f €
x| — 00
C>(R).
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0.5

Figura 3.1: Gréfica de la funcién gaussiana f(z) = e
Observacion 3.3. Se cumple
C*([R") S S(R").

En efecto, sea ¢ € C5°(R™) entonces existe K C R™ compacto tal que Sop(p) C K. Consideremos
p > 0talque K C B(0, p), luego si z € B(0, p) se tiene

D%p(z) = 0 para todo ||z|| > p.
Luego

Im 2P D%p(x) =0,

llzl|—o0

por la proposicién 3.3 se tiene ¢ € S(R™). Ademds v (z) = e~ 1#1/2 € S(R™) pues | 1H1m ¥(x) = 0 pero
no tiene soporte compacto.

Por lo tanto,

Ce(R™) # S(R™).

Lema 3.1. Sea m € Ny 1 < p < oo, se cumple

(1+ ||lz|[*)~™ € LP(R™) para todo mp > g

Demostracion: Se cumple

1
B — S (3.7)
/”w|<1 (L4 [|l[|2)m?

pues el integrando es continuo, luego acotado en la bola cerrada B0, 1] = {z € R™; ||z|| < 1} que tiene
medida de Lebesgue finita. Ahora

1 1
—————dz < / ——dz
LA;H>1(1FHI2Y”P o> ]2

Considerando coordenadas esfericas, en R™,

r =rw, dv =1r"""dw donde r € [0, +oo[y w € S™ ! (esfera unitaria en R™)

“+o0o
dw/
=Axbl(1+ﬂ| uénl HﬂPmp

< c/ et oA,
1 rme

donde c es la medida de Lebesgue de la esfera unitaria S™ 1.
Luego, si 2mp > n se obtiene

resulta

1
———dzr < 0. (3.8)
(Amp1(1+H$H%mp
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Por lo tanto, de (3.7) y (3.8) se concluye

/ L <
——dxr < 0,
re (14 [[=]]2)™?

es decir,

(14 [|=||*)~™ € LP(R™) para todo mp > %

Proposicion 3.4. Para todo 1 < p < 0o se cumple
S(R™) C LP(R™).
Demostracion: Sea ¢ € S(R™) entonces

co = sup (1 + [|lz]|*)*|¢(z)| < oo para todo k € N.
zeR™

Consideremos un k > 23, por el lema 3.1
p

| te@pde= [ 0+ ol 0+ )l de
_ cg/ (1+ |2|2)~*dz < .
Ahora, considerando 3 = o = 0 en la inecuacién (3.4) obtenemos

() < oo paratodo x € R™.

|§ L
L+ lz|?

De (3.9) y (3.10) concluimos que ¢ € LP(R™) paratodo 1 < p < oo.
Corolario 3.1. Para todo 1 < p < co se cumple

S(R"™) < LP(R™).
Demostracion: Consideremos una sucesion (¢, ),>1 tal que
v, — 0en S(R").
De (3.9), se obtiene la desigualdad

[pvler) < sup (1+ 1 1%)* ew @)L+ 1 - 112)7* o n)-
-

De (3.11) y (3.12) obtenemos
v, — 0en LP(R™).

Lo cual concluye la demostracién.
Proposicion 3.5. Para todo 1 < p < oo, se cumple

S(R™) es denso en LP(R™).
Demostracion: De la observacion 3.3 y la proposicion 3.4 se tiene las inclusiones
D(R") € S(R") € LP(R"),
entonces
WMHLP(RM c m\‘lwm) c W"‘LP(R").
Por densidad de D(R"™) en L?(R") resulta

LP(R") € 5@ ¢ LR,

433

3.9

(3.10)

3.11)

(3.12)
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Tl lee@n .
luego S(R™) @ _ LP(R™), es decir, S(R™) es denso en LP(R").
Definicion 3.2. La transformada de Fourier de la funcion v € S(R™), denotada por F(u) o U, es la
funcion

u(x) = / e 2T sy (€)dE.
Proposicion 3.6 (Relacion débil de Parseval). Sea f, g € S(R™), entonces

o @) F(g)(@)de = | F(f)(§)g(§)dE. (3.13)

Rn

Demostracion: Sea f,g € S(R™), por el corolario 3.1 se tiene que f,g € L'(R™). Finalmente por la
proposicion 2.5 se concluye que

. @) F(g)(@)de = | F(f)(§)g(§)dE.

Rn

El siguiente teorema es fundamental para el andlisis de Fourier. Permite recuperar la funcién original a
partir de su transformada de Fourier.
Teorema 3.1 (Férmula de inversién de Fourier). Si g € S(R"™), entonces

9(z) = / TR (g)(§)de. (3.14)

Demostracion: Para f,g € S(R™) y A > 0 se define las funciones

xT

@) =f (X) yoa(r) =g (§> :

De la ecuacion (3.13) se obtiene

F(N©)g(€)ds = [ Flg)(x) fa(x)dz,

R™ R

considerando a = % en la ecuacion (2.2) resulta
VL FN0e©d = | Fo)@) @),

En la primera integral, realizando el cambio de varaible y = A&, dy = A" D¢

o F(f)w)gr(y)dy = - F(g)(x) fr(z)dz, paratodo A > 0.

Ahora, como

lim g)\(al‘) = g(O), lim f)\(l') = f(O),

A—00 A— 00

y F(f),F(g) € S(R™), por el teorema de la convergencia dominada obtenemos

9(0) [ F(f)(§)dg = f(0) | F(g)(&)d¢.

]R”n, ]R'n.

Por lo tanto,
9(0)F(F(f))(0) = f(0)F(F(9))(0). (3.15)
En la ecuacién (3.15), considerando la funcién gaussiana f(z) = e~"17I” resulta
F(F(g))(0) = g(0) para todo g € S(R™).

Para recuperar la férmula de inversién, haremos una traslacién en x

9(x) = 7-2(9)(0) = F(F(1-2(9))(0) = | F(r_a(g)(©)ds = | > F(g)(€)de.

R™ Rm
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Observacién 3.4. La ecuacion (3.14) nos da la transformada inversa, F !, definida por

n

F(g)(x) = / g () de.

Proposicion 3.7 (Relacion fuerte de Parseval). Sea f, g € S(R"™), entonces

f(@)g(z)de = [ F(f)(€)F(9)(§)dE.

Rn R

Demostracion: Como la aplicacién F : S(R™) — S(R™) es biyectiva, para g € S(R™) existe h € S(R™)
tal que F(h) = g. De la ecuacién (3.13) resulta

- f(@)g(z)dx = . f(@)F(h)(z)dz = - F(HER(E)dE. (3.16)
De la formula de inversion de Fourier se obtiene
) = [ gl = [ emesy(epi = Faa), G.17)

De las ecuaciones (3.16) y (3.17) obtenemos

f(@)g(z)de = | F(f)(€)F(9)(§)dE.

Rn R

Considerando en la proposicion 3.7, f = g € S(R™), se obtiene el siguiente corolario

Corolario 3.2. Sea f € S(R"), entonces

|fle2@ny = [F(f)lo2@ny-

El siguiente teorema juega un papel central en muchas areas de EDP y andlisis. Demuestra que la
transformada de Fourier conserva la norma de funciones L2

Teorema 3.2 (Plancherel). Existe una iinica biyeccion isométrica
P: L*(R") — L*(R"),

tal que P(u) = u para todo v € S(R™).
Demostracion: Por el corolario 3.2 se tiene que

F: S(R™) — S(R"),
es continua en la norma L?(IR™) y siendo la inclusién
S(R"™) — L*(R™),

continua y densa, entonces, existe un tnico operador P: L*(R) — L?(R) que extiende F: S(R") —
S(R™) y estd definido por

P(f) = Jim F(fi) en I2(R"),
donde
fx — fen L2(R™).
Por el corolario 3.2
[P()lez@ny = Mm [F(fi)lr2@n) = Mm [filz@n) = [floz@n),

lo que demuestra que P es una isométria, por lo tanto es inyectiva.
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Sea f € L*(R), por la proposicion 3.5, existe una sucesion (¢ )x>1 C S(R™) tal que
1, — fen L2(R™). (3.18)
Siendo la aplicacién
F: S(R™) — S(R"),

un isomorfismo topoldgico, para cada m € N, existe un dnico ¥, € S(R™) tal que F(¢,,) = @m. Por el
corolario 3.2 y (3.18) resulta que (%, )m>1 €s una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach L*(R™).
Luego, existe g € L*(R") tal que

Ym — gen L*(R™).
De la continuidad de P resulta
P(¢m) = P(g) en L*(R"),
es decir,
©m — P(g) en L*(R™). (3.19)

De (3.18), (3.19) y unicidad de limite resulta que existe g € L?(R™) tal que P(g) = f, es decir, P es
sobreyectiva. Por lo tanto, P es una biyeccion.

4. Conclusions. Los resultados que involucran la transformada de Fourier en S(R™) son validos en
L?(R™) ya que S(R™) es denso en L*(R") y F: S(R™) — S(R™) es un operador continuo.
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