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Abstract
From Antiquity to the 19th century, we give some brief comments and historical examples that motivate and
illustrate some results in the evolution of mathematical analysis.
Keywords . Archimedes, Newton, Euler, Fourier, Riemann, Cantor.

Resumen
De la antigiiedad al siglo XIX, damos algunos breves comentarios y ejemplos historicos que nos motivan e
ilustran sobre algunos resultados en la evolucion del andlisis matemdtico.
Palabras clave. Arquimedes, Newton, Euler, Fourier, Riemann, Cantor.

1. Los Infinitesimales. Origenes del Analisis Infinitesimal. Retrocedamos hasta la época de los
pitagéricos, época en que se traté de explicar la naturaleza de v/2 y del primer encuentro con el infinito. Este
problema condujo a tratar con cantidades muy pequefas y asi los nimeros naturales 1, 2, 3, ... no servian
para explicar esta cuestion: medir la diagonal del cuadrado de lado 1, y otras situaciones que surgieron. En
otras palabras, “es imposible encontrar dos niimeros enteros tales que el cuadrado de uno sea igual al doble
del cuadrado del otro”. Aun, “la razén del lado de un cuadrado y su diagonal no puede expresarse via la
razén de dos niimeros enteros”. Asi surgi6é una profunda crisis en la Antigliedad, la que habria de durar
alrededor de dos mil afios. De esta manera, desde entonces los matematicos tuvieron que pensar y enfrentar
a los “infinitesimales”, a las cantidades inconmensurables.

Fue el matematico Eudoxo de Cnido quien enfrent6 los momentos criticos causados por el infinito y
por las paradojas surgidas. Su teoria de las proposiciones estd relacionado con el método de exhaucién,
expuesto en el libro V de Euclides. En las ideas de Eudoxo estdn los gérmenes de los nimeros irracionales,
fundamento del analisis moderno. Ademas, la manera de hallar area, volimenes y centros de gravedad de
figuras geométricas estan dentro de lo que seria el calculo integral. Arquimedes, gran matemaético, fue un
continuador de las ideas de Eudoxo, las perfecciona y establece con rigor los infinitesimales, una idea que
acompaiia a los matemadticos por siglos. En el ejemplo 1, [6], se presenta como Arquimedes encuentra el
drea de un sector parabdlico: como el limite de dreas de figuras P,,, donde P,, es un poligono cuya érea es

conocida.
1 _ an
En el argumento dado, estd una progresién geométrica 1, a, a?, ...a" !, cuya suma es igual a 1

a7

1
1—a’

1
1. En tal ejemplo, a = T Hoy sabemos que si |a| < 1, se tiene que 1 +a+a?+a®+...+a" +... =

Asi Arquimedes logra establecer que

1+1+1+1+ = =
4 42 43 7T 11 g

*Seccién Matematica. Pontificia Universidad Catélica del Perti, Lima, Pertd. (jortiz@pucp.edu.pe).
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Figura 1.1: Inicio de la cuadratura de la parabola

Asfi se tiene:
Teorema 1.1 (Arquimedes).
Sea B el vértice de un segmento parabdlico con base AC.

4
Entonces, drea del segmento ABC = 3 drea triangular ABC.

En [4], pag. cxlii, podemos ver un conjunto de resultados en donde apreciamos resultados que se anticipan
al célculo integral. También en el tratado sobre las Espirales como en el de las Conoides y Esferoides,
Arquimedes llega a férmulas equivalentes a nuestras conocidas férmulas
(& (&3
xdx = 102 y/ 22dx = 1x3
0 2 3

(ver, por ejemplo, la pag. cxlviii del citado libro para los detalles). Debemos remarcar que en su Tratado
sobre las Espirales, Arquimedes investiga el trazado de tangentes a las espirales y de esta manera es también
un precursor del célculo diferencial. Como apreciamos, es grande las contribuciones de este genio griego en
la determinacion de areas y volumenes del circulo, de la esfera, de cilindros y de muchos otros resultados,
muchos de ellos se han perdido. El gran mérito de los matematicos griegos fue el inicio del quehacer con
el “infinito” y de pensar en los “infinitesimales”, ideas profundas que mantuvieron ocupados a filésofos
y matemadticos por siglos. Arquimedes fue genial como matemadtico puro y como matemaético aplicado, le
debemos muchas obras maestras; en [4] podemos apreciar lo abundante de su producciéon. Como ejemplos
veamos su investigacion del nimero “pi”, m, y hallar el drea de un circulo.
Ejemplo 1.1 (Arquimedes. area del Circulo. 7 =?).
En la historia de la matemdtica los niimeros T, i, e juegan un importante rol. En la antigua Grecia, Hipocra-
tes y Eudoxo meditaron la siguiente situacion: “en un circulo inscribieron poligonos, cada vez con un mayor
nvimero de lados”, una idea que se remonta a la época de Socrates. Euclides, en sus elementos, también
reflexiona en esta cuestion, ;qué pasa si seguimos inscribiendo poligonos? La intuicion entra en juego, Eu-
clides sugiere usar la idea de “limite” como un paso fundamental para obtener el drea del circulo. El paso
siguiente fue dado por Arquimedes usando el método de exhaucion. Ver [6], ejemplo 1. En este panorama
surge m, un nimero maravilloso! Arquimedes organizé una caceria de w. Veamos
Actualmente sabemos que la razon de la longitud de una circunferencia con la longitud del didmetro res-
pectivo es la misma para cualquier circunferencia.

C, G

W d» d;

Figura 1.2: Definicién de 7

Asi,
Ci Cy O3 (4 cante = k
—_— = = — = — = ,,. = constante =
Dy Dy D3 Dy

Por definicion, m = k. En general, m = — ¢ C =nD.

Desde la época de la Antigiiedad, en particular en el periodo de los griegos, el cdlculo del valor de T fue
un reto a la inteligencia humana. Arquimedes ataco este problema con mucha imaginacion. En su libro

“De la medida del circulo” nos dice que la razon de la circunferencia al didmetro estd comprendida entre
10 .1
También nos dice que la razon (del drea) del circulo con el cuadrado (de la longitud) del didmetro es 11:14.
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Veamos algunos argumentos. El libro XII de Euclides contiene la:

Proposicion XI1.2. Circulos son uno a otro como los cuadrados de sus didmetros.

Observacion 1.1. Este resultado fue usado por Hipdcrates en la cuadratura de la luna.

En efecto, sea C1 una circunferencia, A el drea del circulo respectivoy D1 es su didmetro. Similar con la

circunferencia Cy. Entonces tenemos (R = radio)
2 2 2
Ay _mBi_ (RS DY
AQ WR% (2R2)2 D%
toes, 2L _ A2 tante = k
esto es, — = —5 = constante = k1. g
Dy Dj

En general, — = k. (Existe alguna conexion entre las constantes k (uni-dimensional) y la constante k;
(bi-dimensional)? Parece que Euclides no encontré tal conexién. En el libro citado, Arquimedes probé la
férmula para encontrar el drea circular en funcidn de , estableciendo un puente critico entre la circunferen-
cia y el area del circulo. En esta direccion veamos algunas ideas preliminares. Consideremos un poligono

regular con centro O, perimetro P y apotema a. Se tiene el

Teorema 1.2. El drea de un poligono regular es iaP.

Demostracion:
Supongamos que el poligono tuviera n lados, cada uno de longitud b.

b

Figura 1.3: Area de un poligono regular

Uniendo el centro O con los vértices se obtiene n tridngulos congruentes, con base b y altura a. Luego, si
A es el area del poligono regular, se tiene (n veces)

1 1 1
A= 5baJr'--Jribct: 5a(b+ +b) = §aP. O
Ahora, la idea esencial es que este proceso puede ser continuado indefinidamente; aca estd la esencia del
conocido método del “agotamiento” (exhaucién) de Eudoxo.

1.1. Método de Exhaucion de Eudoxo. En la Antigua Grecia se calculaban areas, volimenes y lon-
gitudes de arcos; ellos fueron, en algiin sentido, los pioneros del calculo integral. En esta direccién el
método del agotamiento o “Exhaucién” de Eudoxo (408 - 355 A.C.) fue vital para obtener resultados en
tales célculos.

Proposicion 1.1. < Si de cualquier magnitud se substrae una parte no menor que su mitad, y de esta
diferencia se substrae otra parte no menor que su mitad, y si asi continuamos habrd una magnitud restante
que serd menor que cualquier magnitud preasignada > .

En esta direccion se tiene el

Lema 1.1. < La diferencia en drea entre un circulo y un poligono regular inscrito puede ser hecho tan
pequerio como se desee >>.

Demostracion:

Figura 1.4: El método de la Exhaucién
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Sea AB un lado de un poligono regular inscrito y M el punto medio del arco AB. Se tiene
1
areaAAMB = iéreaDABSR.

Entonces se obtendrd, duplicando el nimero de lados del poligono, que el area del poligono se incrementara
en mas de la mitad de la diferencia entre el 4rea del circulo y el poligono.
Luego, continuando duplicando el niimero de lados con la frecuencia deseada, podemos hacer la diferencia
en areas del circulo y del poligono tan pequefio como se desee.
Apliquemos el lema a otro enfoque de la Proposicion XII.2. que enunciamos en la forma: “Si A; y As son
las areas de dos circulos que tienen didmetros D; y Do, entonces

Al : A2 = D% : D%”.
Demostracién: Supongamos que tuviéramos A; : A, > D? : D3. Entonces podemos inscribir en la
primera circunferencia un poligono regular cuya drea P; difiere de A; en una pequefia magnitud tal que
Py : Ay > D? : D3. Inscribamos en la segunda circunferencia un poligono regular, similar al anterior
poligono, y sea P el 4rea del circulo asociado. Entonces, (se sabe para poligonos regulares similares)
Py :Py,>D3: D3
Entonces se tendrd Py, : Ay > Py : P>, estoes, P, > A,, lo que es absurdo. De un modo similar,
Ay : Ay < D? : D3 nos llevarfa a una contradiccién.

1
Conclusién: Ay : Ay = D? : D3. De este modo, en general, A = kD?, donde k = 77 0

Area del Circulo. A = 7r2.

C

A = area del circulo T = area del triangulo

Figura 1.5: Arquimedes: area del circulo

Proposicion 1.2. El drea de cualquier circulo es igual al drea del tridngulo rectdngulo en el cual uno de
los lados que forma el dngulo recto es igual al radio y el otro es la circunferencia, asociada al circulo.
Demostracion: Arquimedes comienza con un circulo con centro O, radio 7 y circunferencia C; y con un
tridngulo rectangulo teniendo como base la longitud de C'y altura de longitud 7.

El objetivo es probar que A =T

1
En efecto: Arquimedes ya conocia que 7' = —rC'y por reduccién al absurdo supone que A > 7.

Entonces, A — T es alguna cantidad positiva; Arquimedes conocia que inscribiendo un cuadrado en su
circulo y repitiendo via biseccién de sus lados, €l podia llegar a un poligono regular inscrito en el circulo
cuya drea difiere del drea del circulo es una magnitud menor que el nimero positivo A —T'. Esto es, A—drea
del poligono inscrito < A — T'. Luego, T' < érea del poligono inscrito.

Figura 1.6: Hacia el area del circulo

Ahora se observa (ver figura 1.6) que el perimetro P del poligono es menor que C, y que a < r (a apotema).
Luego, area del poligono inscrito = §aP < 57‘0 =T.

De esta manera Arquimedes llega a una contradiccion pues arribé a: T' < drea del poligono inscritoy 1" >
area del poligono inscrito.
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De esta manera A > T no es posible.

Supongamos ahora que A < T

De esta manera, Arquimedes asume que podemos considerar 7" — A como el exceso del drea del triangulo
sobre la del circulo. Por otro lado, se sabe que se puede circunscribir un poligono regular tal que el 4rea del
“poligono menos circulo” sea menor que 7' — A.

Figura 1.7: Hacia el drea del Circulo

De esta manera, drea del poligono circunscrito —A4 < T — A.
Luego, area del poligono circunscrito < 7. Pero r = a 'y P > () entonces, area del poligono circunscrito

1 1
= 7CI,P> §TO:T

2
De esta manera se llega a una contradiccion. Conclusion. A =T.
1
Observacion 1.2. A = §TC = §r27rr =qr?.

Por razones didécticas veamos el caso de un poligono de 16 lados inscrito en una circunferencia de radio 1.
(Cuénto valdra 7 en este caso?

Solucion.
Usando reiteradamente el teorema de Pitagoras, la figura nos llevaa AC = /2 — V2.
Por tanto, si n = 8 tendremos
C imet 2—v2
7r:7gpemme7"0:8 \f:4 93
D 2

Esto es, m ~ 3,061467 ...

L A

1 B
(0] D ¢

Figura 1.8: Hacia el valor de 7

Veamos el caso n = 16. Ahora el lado del poligono es AB. Nuevamente por Pitdgoras se tiene que

AB =12 —Vi— AC? =\/2— 2+ 2.
. 164/2 — V2 + V2
__ perimetro _ V2+y2 ~ 3121445 ...

Entonces.

Para n = 36 se calcula 7 ~ 3,13654{%..., y paran = 642se tiene m ~ 3,140331 ...

Ejemplo 1.2. Arquimedes. Sobre la esfera y el cilindro.

Arquimedes encontré una hermosa relacion entre el volumen del cilindro con la de la esfera inscrita en
él. Su tratado sobre la esfera y el cilindro fue escrito en dos libros. Usa el método de exhaucion en el
cdlculo de ciertas dreas y voliimenes. La idea es inscribir y circunscribir figuras que delimiten a la figura
curvilinea que ha de ser medida. Veamos ahora como Arquimedes encuentra la superficie de un cono recto



Ortiz A.- Selecciones Matemadticas. 2021; Vol. 8(1): 196-217 201
(Proposicion 14).
Sea A la base del cono, C una linea recta igual a su radio; D es una linea igual al generador del cono, y
E es la media proporcional de C'y D. B es un circulo con radio E.

Arquimedes prueba que: < la superficie del cono es igual a la del circulo cuyo radio es la media propor-
cional entre el generador del cono y el radio de la base >>.

B
C— A

D

E—

Figura 1.9: Arquimedes, superficie del cono

Si S es la superficie del cono, entonces se debe probar que S = B. (Remarcamos que B expresa, también,
el drea del circulo de radio F).

El argumento usado por Arquimedes fue: supongamos que S # B. Entonces discute los casos B < S'y
S <B.

Caso B < S, Arquimedes circunscribe un poligono regular a B e inscribe un poligono similar en B tal

que la razon del primer poligono al segundo es menor que 5 Este resultado es su Proposicion 5. Ahora

describe alrededor de A un poligono similar y construye a partir de esto una pirdmide que circunscribe al

cono. Entonces se tiene
poligono alrededor de A C? _ C  poligono alrededor de A

poligono alrededor de B~ B2 D superficie de la pirdmide’
Luego,
Superficie de la pirdmide = poligono alrededor de B.
poligono alrededor de A - S

Por otro lado sabemos que .
4 poligono en B B

Luego,
superficie de la piramide S

poligono en B B’
Pero esto no es posible ya que
supeftficie de la pirdmide > Sy poligono en B < B .
Conclusion: B no es menor que S.

Caso B > S. Nuevamente, Arquimedes circunscribe e inscribe poligonos regulares similares en B tal que

: B o -
la razon del primer al segundo es menor que 35 Luego inscribe en A un poligono similar y construye sobre
A una pirdmide inscrita. Entonces se tiene,
poligonoen A C?* C poligono en A

poligonoen B E2 D superficie de la pirdmide’
C
(la desigualdad es debido a que la razon D es mayor que la razon de las perpendiculares desde el centro

de Ay desde el vértice de la pirdmide, respectivamente, sobre cualquier lado del poligono en A).
Por lo tanto,
Superficie de la pirdmide > poligono en B.

poligono alrededorde B~ B

Pero, se tiene también -
poligono en B

< g,
poligono alrededor de B B
< g

(X3}

y por lo tanto, “a fortiori”,

superficie de la piramide
Esto no es posible ya que:
poligono alrededor de B > By superficie de la pirdmide < S.

Por lo tanto, B no es mayor que S.

Conclusion final: S = B.
Observacion 1.3. Remarcamos que cuando se dice: “la superficie” se debe entender por “el drea de la
superficie”.
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Como hemos manifestado, Arquimedes trabaj6 con la geometria del espacio, con s6lidos geométricos en el
espacio tridimensional, obteniendo resultados maravillosos con tales sélidos, en particular con la esfera y
el cilindro.

1.1.1. Area dela Superficie Lateral de un Cilindro (recto).. Dado un cilindro H, lo cortamos ver-
ticalmente y lo extendemos sobre un plano. Al hacer esto se obtiene, un rectangulo con lados 27r y h.

27r
n(_ )

h

Figura 1.10: Superficie lateral del cilindro

Luego, drea de la superficie lateral de H = (27r)h = 27rh. g

1.1.2. Area de la Superficie Lateral de un Cono (recto).. Sea K un cono cuyo circulo base tiene
radio r, y sea g su generatriz. Esta vez se corta al cono desde un punto de la circunferencia del circulo base
hacia el vértice. Desenrollamos la figura y la aplanamos, obteniéndose un sector circular como se muestra
en la figura (ii).

(i (i) (i)

Figura 1.11: Superficie lateral del cono

La idea ahora es considerar este sector como una parte del circulo de radio g. Arquimedes conocia la
siguiente relacion:

drea del sector _ longitud del arco del sector

area del circulo circunferencia del circulo

Observemos que el 4rea del circulo es wg?, y su circunferencia tiene longitud 27g; ademads, la longitud del
arco del sector es igual a 27r. Luego, de tal relacion se obtiene,

area del sector  27r r

mg? T2mg g

r
Por lo tanto, drea del sector = —(mg?) = 7rg.
g

Conclusion: drea de la superficie lateral del cono = 7rg.

1.1.3. Area de la Superficie Lateral del Tronco de Cono.. En su estudio de la esfera, Arquimedes
necesitd conocer a la superficie lateral del tronco de cono (recto). Como sabemos un tronco de cono se
obtiene cuando un cono es cortado por un plano paralelo a la base y se retira la parte superior (un cono mas
pequefio).
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A
&
E u A
g
D R C

K

Figura 1.12: Superficie lateral del tronco de cono

Sea el tronco de cono K, el que proviene del cono K, cuyos elementos se muestran en las figuras adjuntas.
Tenemos,
area de la superficie lateral del tronco de cono =
(drea superficie lateral del conoK) — (drea superficie lateral del conoXK)
=mR(g+ g1) — mrgr = 7(Rg + (Rg1 — rg1)).
Ahora observemos a los tridngulos rectangulos semejantes AEF' 'y ADC.
91

+ g1
drea de la superficie lateral del tronco de cono = w(Rg + rg) = mg(R+ 7). o

. r .
Se tiene, = —, es decir, Rg; — rg1 = rg. Por tanto,

1.1.4. Area de la Superficie de la Esfera.. El célculo del 4rea de la superficie de una esfera fue un
dificil reto al genio de Arquimedes. Es asombrosa la metodologia que sigui6 para lograr su objetivo, pues
en vez de considerar a la esfera tridimensional comienza analizando a una “tajada” infinitesimal, es decir,
estudia al circulo bidimensional. Miremos con atencién la figura A.l adjunta:

Figura 1.13: Arquimedes, superficie de la esfera.

Se considera un circulo de radio 7 y didmetro AA’, en donde se inscribe un poligono regular con un niimero
par de lados (en el caso de la figura consideramos a un octégono regular); cada lado mide z. El siguiente
argumento es valido para cualquier ndmero par de lados. Entonces sea el octégono ABCDA'D'C'B’.

Arquimedes traza las lineas verticales BB’; CC" y DD’ las que cortan al didmetro AA’ en los puntos F, G
y H respectivamente. Ademds considera las lineas punteadas B’C'y C’'D que cortan a tal didmetro en K
y L. Ademds traza la linea A’ B (;para qué?). De esta manera se obtiene un panorama algo complicado de
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muchas figuras geométricas. ;Qué hacer ahora?, ;qué hizo Arquimedes? ...
(Cudl serd el papel de la linea A’ B, cuya longitud es y?

Nota. En primer lugar observé que BF = FB', CG = GC'y DH = HD’, que llamé b, ¢y d a las
longitudes respectivas (BF' = b, ...). Ahora €l apela a un resultado que estd en el Libro III de los Elementos
de Euclides: “los dngulos en los circulos que intersectan arcos iguales, son iguales entre si”.

Luego, desde que el poligono es regular, se tendra
/BA'A=/ABB' = /BB'C =...,
angulos que se denotan con .

Por otro lado, Arquimedes observa que los tridngulos AABA’ y AAF B son semejantes (ambos comparten
el {BAA’ y ambos tienen un dngulo que mide ).

Luego, por Tales, se tiene:
AF AB . AR

BF _ AB ° b~

X
b y

Por lo tanto,
wb=y(AF) @
Similarmente, el AAF B es semejante al AK F'B’ (ambos contienen un dngulo que vale o, y {AFB =
£ K FB"). Entonces,
FK AF | FK AF z
BF BF ° b by
Luego,
zb=y(FK) (i)
Continuando se observa que el AK F' B’ es semejante al AKGC (;porqué? ...)

Luego,
KG FK , KG FK =z ..
—=— 6 —=—=— (i)
CG B'F c b y
Continuando con el resto de tridngulos semejantes, se obtienen las siguientes relaciones:
xe = y(GL) (iv)

vd=y(LH) (V)

xd=y(HA") (Vi)

Ahora Arquimedes suma: (i) + (ii) + ... + (vi) para obtener

b+ ab+zc+azc+ad+axd=y(AF+ FK+ KG+GL+LH + HA'),

esto es,
z(2b+ 2c + 2d) = y(AA") = 2ry. +)

Y ahora, /cudl serd la estrategia de Arquimedes ?, ;cémo usar (+)? El gran geémetra siracusano considera
una esfera, la que es obtenida haciendo girar (gran idea!) la figura anterior alrededor del eje horizontal AA’.
Ya Euclides decia que en este caso se obtiene una esfera y el poligono de revolucién genera un sélido que
consiste en una serie de troncos de conos (cuyas areas de sus superficies laterales ya conocia Arquimedes)
y con dos conos pegados en los extremos. Ver Figura A.2. Se observa que la generatriz de cada cono y de
cada tronco de cono es x. Ahora estamos en condiciones de calcular el area de la superficie de este sdlido.
Bien, veamos al cono de la izquierda: b es el radio de la base, x es la generatriz, luego el drea de la superficie
(lateral) de ese cono es mab. Continuando, el tronco de cono de la izquierda tiene generatriz x, b como radio
superior, ¢ como radio inferior; luego, el drea de su superficie (lateral) es 7z (b + ¢). El tronco de cono de la
derecha es tal que el drea de su superficie (lateral) es igual a mz(c + d), y

el cono de la derecha tiene una superficie de area (lateral) igual a wzd.

Conclusion:
area de la superficie del sélido inscrito =
mxb + mx(b+ ¢) + mx(c + d) + mxd = mx(2b + 2¢ + 2d).
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Figura 1.14: Area de la superficie de la esfera

Observemos que en esta férmula estd (+)!, y por tanto se tiene:
area de la superficie del solido inscrito = 7(2ry).

Observemos que en esta interesante formula aparece v, la longitud de la enigmatica linea A’ B. También esa
férmula nos sugiere porqué Arquimedes impuso la condicién de que el poligono regular tenga un nimero
par de lados, pues asi cada radio b, c y d es compartido por dos sélidos.

Ahora, ;como obtener el drea de la superficie de la esfera? Posiblemente el lector ya intuido el paso si-
guiente; esto ayudado por la idea de limite que ahora disponemos, pero que en el tiempo de Arquimedes no
existia (al menos formalmente!). Acd entr6 a trabajar la gran intuicién de este notable gedémetra. Es natural
sentir que el area de la superficie del sélido (del octégono en este caso) es una aproximacion del area de
la superficie de la esfera, y también, es un sentimiento confiable creer que si el nimero de lados (par) del
poligono regular aumenta en niimero, entonces tal drea va aproximandose al drea deseada. Esto fue la etapa
crucial en el argumento de Arquimedes.

Con los argumentos actuales se puede escribir:

drea de la superficie de la esfera = l{m (drea de las superficies de los sélidos inscritos) = lim (2ry).

Nota. Enfatizamos que el limite es tomado cuando el nimero de lados del poligono crece y crece. Ahora,
otra vez apelamos a los “sentimientos matematicos”: viendo la Figura A.2 se observa que

limy =lmA'B=A"A=2r.
Asi, Arquimedes llega a la bella férmula:

drea de la superficie de la esfera = limm(2ry) = n2rlimy = 47r?. o

En [4], el lector puede encontrar un amplio material sobre Arquimedes; el Prof, T. Heath fue un gran inves-
tigador sobre los trabajos del genial matematico griego. Nosotros hemos seguido, también, a [3]. Es claro
que la prueba dada trata de conservar el pensamiento de Arquimedes pero como hemos visto se han usado
argumentos y notaciones que en su época no existian. Arquimedes expresé su resultado diciendo: <La
superficie de cualquier esfera es cuatro veces el circulo maximo de ella >, algo que ya hemos mencionado.

1.1.5. Esfera Inscrita en un Cilindro.. Arquimedes prueba el siguiente bello resultado, el gran teo-
rema sobre la esfera y el cilindro:
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< Cualquier cilindro que tiene su base igual al circulo mdximo de la esfera y la altura igual al didmetro de
la esfera es la mitad de grande mds que la superficie de la esfera >>.

Figura 1.15: El gran teorema de Arquimedes

(Cudl es la interpretacion de “la mitad de grande mas”?

Para Arquimedes esto significaba:

1
“superficie del cilindro = superficie de la esfera + 3 (superficie de la esfera).

Observemos que ya se ha probado:
“area de la superficie del cilindro = 27rh .
Luego, en este caso en que la esfera estd inscrita en el cilindro y que se tiene h = 2r, el drea de la superficie
lateral del cilindro es 277(2r) = 4712, que es el drea de la superficie de la esfera.
En este caso se debe enfatizar que Arquimedes cuando habla del area del cilindro, éI estd incluyendo ahora
a la parte superior y a la inferior.
De esta manera se tiene,
superficie total del cilindro = superficie lateral + superficie parte superior + superficie parte inferior
= 4mr? 4+ 7r? + mr? = 672,
Por lo tanto, la tesis del teorema de Arquimedes:

superficie total del cilindro = mitad mas que la superficie de la esfera,
1
toma la forma: 6772 = E + §E, donde E representa el drea de la superficie de la esfera. Luego, 12772 =

2F+FE = 3F,estoes, £ = 4mr2, algo que sabemos es cierto. De esta manera se tiene verificado al teorema
de Arquimedes. [

1.1.6. ;Qué se puede afirmar respecto a los volimenes?. Seguimos con el caso de una esfera ins-
crita en un cilindro. Se sabia que el volumen de un cilindro, en general, es mr2h. Asi, en tal caso se tendrd,
volumen del cilindro = 77r2(2r) = 27r3  (+)

Arquimedes conocia su
Proposition 34:it < cualquier esfera es igual a cuatro veces el cono, el cual tiene como base al mds grande
circulo en la esfera y su altura es igual al radio de la esfera >>.

. 1 .
Arquimedes conocia también que: “Volumen del cono = gm’zh ” .y en el caso de la Proposicién 34 se

. 1
tiene: “Volumen del cono = §7rr3 .

Por tanto la proposicién 34 nos dice:

4
Volumen de la esfera = 4(volumen del cono) = §7TT‘3.

Regresando a la formula (+) se tiene,

) 3 /4
Volumen del cilindro = 2712 = 3 (37rr3>.

3
Conclusion: < Volumen del cilindro = 5 (Volumen de la esfera) >>.

1
Es decir, nuevamente: “Volumen del cilindro = volumen de la esfera +— (volumen de la esfera)”. En otras
palabras, el volumen del cilindro es la “mitad de grande mas” que el volumen de la esfera. Un bello resul-
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tado.

2. Siglo XVII. El Calculo Infinitesimal. En [6] hemos visto diversos ejemplos histéricos sobre la
evolucién de ideas y métodos que condujeron a la creacién del cdlculo infinitesimal por Leibniz y por
Newton. En particular, Newton hizo de las series infinitas su recurso para desarrollar el calculo; Leibniz
también usé las series en sus argumentos, que como observamos se estaba trabajando con el “infinito”.

Leibniz nos dice ([1], pag. 31):
“He observado -escribe Leibniz a Fontenelle el 12 de julio de 1702-, que hay

dos maneras de llegar a las sumas de las dreas o a las rectificaciones de curvas
por el infinito: una por los infinitésimos, o cantidades elementales, de las que
se busca su suma, la otra por una progresion de términos ordinarios de los que
se busca la suma o bien su terminacion cuando, por iltimo, termina en lo que
envuelve al infinito..., y este método difiere (toto genere) de nuestro cdlculo de
las diferencias, de las sumas”.

De esta manera se podria decir que la investigacién de las series infinitas fue fundamental en la creacién
del cédlculo infinitesimal. Con el manejo de las series los matematicos sentian que podian manejar el infinito
pero estaba faltando un concepto general de funcién! La creacién del cdlculo fue un hecho feliz para la
humanidad por todas las consecuencias que sabemos. Ademads, nace el andlisis mateméatico. Veamos un
panorama post-Newton.

En el siglo XVII matematicos notables introdujeron nuevas ideas y teorias fundamentales como son la
geometria analitica y el calculo infinitesimal, asi como el dlgebra, la que fue un argumento superior en la
solucién de problemas geométricos. La matemadtica se la investiga intrinsecamente en relacion con el mundo
fisico, asi el célculo se aplica con éxito en la fisica-matemadtica, en la astronomia, en la mecéanica. Las
sociedades matematicas y las revistas matematicas ayudaron mucho en la comunicacién de los cientificos.
La mecénica celeste se desarrolla aceleradamente gracias a los trabajos de Newton. La intuicién y la visién
fisica guiaron diversas investigaciones matematicas. Aun no existia el rigor analitico; hubo cierta confusién
de notaciones, conceptos y en el proceso creativo. El siglo XVIII se caracteriza por el desarrollo de la
mecdnica y el cdlculo diferencial e integral. Asi mismo, de descubrir nuevas aplicaciones via las ecuaciones
diferenciales, ordinarias y parciales; se estudian las series infinitas, la geometria diferencial y el cdlculo
de variaciones. Por el lado del dlgebra se estudian sistematicamente las ecuaciones algebraicas de grado
superior a cuatro; la teorfa de nimeros y los niimeros complejos son investigados.

Una notable familia, la familia Bernoulli, contribuy6 mucho en el progreso de la matematica a través de tre-
ce de sus miembros. Nicolaus fue el primero y nacié en 1623; Jean Gustave fue el dltimo y naci6 en 1811,
es decir, tuvieron vivencia durante tres siglos. Los que mds destacaron fueron, Jacques 1. (1654-1705), su
hermano Jean I. (1667-1748) y un hijo de Jean 1., Daniel I. (1700-1782). A Jacques le debemos la palabra
“integral”, nombre que sugirié a Leibniz; hizo contribuciones en las series infinitas. A los hermanos Jac-
ques y Jean, ademds de sus propias contribuciones, les debemos la difusién de la obra de Leibniz. Jean tuvo
un excepcional alumno: Leonardo Euler, de quien nos ocuparemos mds tarde. En Francia, el marqués de
L’Hospital (1661-1704) escribié dos breves textos sobre cédlculo diferencial e integral y es conocido por la
llamada “regla de L-Hospital”, la que fue descubierta por Jean I. El caso de Daniel . es anecdético pues su
padre, Jean 1., quiso que el hijo estudiara comercio pero este se reveld y estudié matematica.

Daniel I. fue un gran fil6sofo natural, trabajé en fisica; en sus estudios sobre elasticidad utilizé ecuaciones
diferenciales, tanto ordinarias como parciales. Contribuy6 en la teoria de probabilidades e hizo aplicaciones
en la economia; contribuy6 también en el cdlculo de las funciones trigonométricas. Algo notable que Daniel
hizo fue formular el problema de la cuerda vibrante usando ecuaciones en derivadas parciales; este problema
podria ser considerado como la fuente del futuro andlisis de Fourier. El desarrollo de la matematica, y del
célculo, se deben también a otros matematicos del siglo XVIIIL. Citemos algunos.

2.0.1. Abraham De Moivre . [(1667-1754)] fue amigo de Newton y lo recordamos por su familiar
férmula (cosf + isend™ = cosnf + isenf.

2.0.2. Roger Cotes. [(1682-1716)] vivié solo hasta los 34 afios pero nos legd trabajos importantes y
muchas ideas por elaborarse. La matematica perdié a una promesa matemadtica; Newton le tuvo un gran
aprecio; dijo de €l: “si viviera Cotes podriamos haber sabido algo”. Cotes trabaj la integracion de fraccio-
nes racionales via descomposicion en facciones parciales; dedic6 gran parte de su tiempo en la preparacion
de la segunda edicién de los Principia de Newton.

2.0.3. Brook Taylor. [(1685-1731)] quien es conocido actualmente por la “serie de Taylor” (1715);
Taylor admir6 el genio de Newton. En 1719, abandona sus estudios matemaéticos; el joven Maclaurin los ha
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de continuar.
El siglo XVIII ha de ser el siglo del gran matemaético Leonardo Euler.
Ejemplo 2.1. Las Series Infinitas.

(i) Las series infinitas aparecieron en algunos trabajos de los antiguos griegos, asi; ® en una paradoja

de Zenon aparece la serie infinita
L + ! + ! + ! + ! +...=1

2022 23 24 25 T L1

Arquimedes se enfrento a la serie 1 + 1 + = + B + a + ... en su trabajo para hallar el drea

. o . 4
de un segmento parabdlico; obtuvo que la suma “infinita” es igual a 3

3 4
+—=+...=2

1 2
(ii) Edad Media.  Richard Suiseth (1350) probo que — + 5t 3t m

2 2

Nicole Oresme (1350) descubre la divergencia de la serie armdnica

1+ L + = + ! + ! +
2 3 4 5 7
3. 45 7
Matemdticos indios encontraron la serie xt — — + — — - +..= tg

En particular se obtiene una aproximacion del valor de m:
T 1 1 1

(iii) Mercator (1668) inicia la teoria de series de potencias con la publicacion de la serie
3 4 5
T x x

T
log(ler):xf?Jr?fer—f...
la cual fue obtenida integrando la serie (geométrica)
1
l—z4a?—23+a2t -5 4. = .
1+

Asi, en esta direccion el paso fundamental lo dio Nicolds Mercator (1620-1687) cuando publica su célebre
obra sobre los logaritmos “Logarithmo-Technia”.
En (iii), Mercator estudia la cuadratura de la hipérbola equildtera, obteniendo tal serie via una division
de 1 por 1 + x, y asi se pasa (de alguna manera) de la “aritmética del infinito” al “dlgebra del infinito”.
Por otro lado, en general ;jesas infinitas sumas “convergen” a algo? En esa época avin no habia casi
preocupacion por esta cuestion, y por ello habrian de surgir ciertas “rarezas’.
Resaltamos que la contribucion de Mercator condujo a usar el dlgebra en las cuestiones del andlisis infi-
nitesimal! Recordemos que por aquella época Newton también trabajaba con series de un modo similar;
obtuvo, por ejemplo,
2\1/2 Ly 1, 15

(1 —z2)Y/ 21—5.%‘ 5% 1%
y tuvo la paciencia de multiplicar la serie con ella misma y obtuvo 1 — 2.
(Ver [9] para mayores detalles).

3. Siglo XVIII. Consolidacion del Calculo. Euler. En el siglo XVIII, y primeros afios del XIX, el
cdlculo infinitesimal habria de completarse pero sin clarificar aun algunas nociones bdsicas como, por
ejemplo, el concepto de “funcion”, del cual se tenia una idea bastante vaga. Tampoco estaban precisas
las nociones de limite, continuidad, infinito, ... Pero, si el siglo XVII tuvo a Newton, el XVIII tuvo al ex-
traordinario matemdtico Leonardo Euler (1707-1783), quien fue la figura central del periodo algoritmico,
como fue su época, periodo en que el andlisis infinitesimal y el andlisis algebraico se independizan. La
matemdtica va formalizdndose, aun no del todo riguroso. Euler fue el gran matemdtico que hizo del siglo
XVIII la antesala de un nuevo siglo, el XIX.

En el siglo XVIII los matemdticos estuvieron preocupados y presionados por los avances de la fisica y de la
astronomia; ciertas investigaciones condujeron a series y a ecuaciones diferenciales (ordinarias y parcia-
les); también aparecieron algunas representaciones en series trigonométricas y esto fue el inicio de nuevas
conquistas, sobre todo en las aplicaciones. Ademds, en Francia se ha de producir una etapa de gran es-
plendor en el transito del siglo XVIII al siguiente. Por esta época surge el andlisis de Fourier. Mencionamos
a algunos matemdticos de este gran periodo:

e D’Alembert (1717-1783), quien estd relacionado al problema de la cuerda vibrante; este proble-
ma origind una polémica sobre la naturaleza de las funciones consideradas.
e Alexis C. Clairaut (1713-1765) hizo importantes aportes en el futuro andlisis armonico.



Ortiz A.- Selecciones Matemdticas. 2021; Vol. 8(1): 196-217 209

(oo}
Afirma que: “toda funcion puede escribirse en la forma f(x) = A, + 2 Z A, cosnx,

n=1
1 2

donde A,, = %/ f(z) cosnzx dx .

Joseph-Louis Lagci'ange (1736-1813). En 1788 Lagrange publica su obra: “Mecdnica Analitica”,
escrita con un lenguaje estrictamente matemdtico, en donde aplica el reciente andlisis matemdtico
a la mecdnica de los cuerpos solidos.

Pierre Simén Laplace (1749-1827) quien fue famoso por su trabajo en astronomia; escribid su
excelente “Mecdnica Celeste” (5 vols), razon por lo cual se le llamo “el Newton de Francia”. Con
Laplace se inicia la etapa moderna del cdlculo de probabilidades.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833), quien contribuyé en la teoria de niimeros, en las integrales
elipticas, las ecuaciones diferenciales, ... Escribio el tratado “Elementos de Geometria”.

Y asi tenemos muchos otros notables matemdticos.

Resumen. La matemdtica, en particular el andlisis, tuvo un gran desarrollo durante los siglos XVII y XVIII
debido a grandes matemdticos quienes fundaron la ciencia y la tecnologia moderna. Sin embargo, a fines
del siglo XVIII los matemdticos estuvieron descontentos con ciertas paradojas y vacios que existian en las
ideas de funcion, limite, continuidad, ..., el infinito.

En el siglo XIX tendremos otro “milagro griego”.

Ejemplo 3.1 (Series Trigonométricas).

Euler considera la expansion

1
— =l4z+2*+23+ ..
1—z

y reeemplaza x por el complejo z = a(cosp + iseng) y obtiene la expansion

=1+ [a(cos¢ + isend)] + [a(cosp + isend)]? + [a(cosd + isend)]® + ... (%)

1 —a(cosd + iseng)

Euler trabaja con el lado izquierdo; ast, si a = —1 y racionalizando,
1 B 1 1+ cosp — iseng
+ (cos¢ +iseng) 1+ (cos¢ +iseng) 1 + cosp — isend
L+ cosp—isend 1+ cosp—iseng 1 1seng
(14 cosp)? +sen2¢p  2(1+cosp) 2 2(1+4coso)’

Ahora miremos al lado derecho de (*) y recordemos al teorema De Moivre, (cos$ + isend)™ = cosnd +
1senna, el que permite escribir,
1 — (cos¢ + iseng) + (cos2¢ + isen2d) — (cos3¢p + isen3g) +

= (1 — cos¢p + cos2¢ — cos3¢ + ...) — i(sengd — sen 2¢ + sen3p — ...)

Ahora, lo natural es igualar las partes real e imaginaria para obtener:

1
2

1
—=1—c05¢ + cos2¢ — cos3¢ + ... de donde se obtiene cosp — cos2¢p + cos3¢p — ... = >

Ahora la idea es integrar término a término esta igualdad para obtener

1 1 1 1 1
seng — 536n2¢ + gsen3¢ — 18€n4¢—|— gsen&é — = §¢—|— C1. (i)

Si ¢ = 0 se obtiene C; = 0.

Integrando esta igualdad se obtiene,

1 1 2
cos¢p — 92 —c052¢ —i— cos3<b — sen4¢ + sen5¢ — ... = —% + Co.(+)
Sip=0 0=1 7 Co=1- 1—|—1 1—|—1 (*%)
ip=0,cos0=1yentonces Cy = 22 25 .
Pero, Euler sabia que el lado derecho de (*%*) es igual a %
2 1 1 1 1
Verifiquemos: que, en efecto, % 1-— 22 + 32 + B (o)

Miremos (xx); sabemos que cos(2m + «) = cosay poniendo ¢ = g en (+) se obtiene

2

1 1 3 1 1 s
7176 + Cy = 0052 52 —cosT + 3—20057 Y —cos2m + =2 0055 -
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w? 1 11 1 1

de donde —"— + Cy = ~ ) =0

¢ donde =7 T ©2 4( rrE e’ ) 477
2

De esta igualdad se tiene que Cy = %, que es la igualdad (e) o

Remarquemos que los argumentos dados han sido con el objetivo de probar la descomposicion (e)

1 1
Mirando (e) es natural preguntarse, ;a qué es igual 1 + 52 + 32 + = + .7
Euler resolvio esta cuestion (ver [8], pag.53).
11 1 1 2

Ejemplo 3.2 (Euler)). Verificar que 1 + 55 + 35 + 15 + 25 + .. = %.
Prueba.
Por (e),

7r2_1 1+1 1 1t 1.1 1.

12 32 42 52 62 72 g 7

= reordenando de modo que surja la suma infinita de la tesis)
1 1 1 1

1+1+1+ ot + b 2 1+1+1+1+
32 52062 72T 22 42 T2 e

1
= (factorizando 7 on la segunda suma )

= 1+i+i+1+1+i+i+i+ _ 2 1+i+i+i+
B 22 132 0 42 52 62 72 82 T 22 22 1 32 1 42 7

1 1 1 1 1 1 1 1
= (1++32+42+52+62+72+82+ >
de donde se tiene la tesis.
Proposicion 3.1 ((Euler)). Existe un niimero infinito de niimeros primos.
Demostracion:
Supongamos que existiera un nimero finito de nimeros primos, 2, 3,5, ..., p con p el mas grande nimero
primo.

Sabemos queZa”: ! si |a| < 1, luego se tiene

—a

bbb b = =2
2 22 23 24 1-1

IR I
3 3 3 3 1-1 2

iyl Ly o L0
552 5 5 1-1 1

1+1+i+i+i+m: 1 :7]7

2 p3 p4 1_% pfl

Ahora Euler considera el producto (remarcamos que este teorema fue probado por Euclides en “Los Ele-

mentos”)
T L € S Vi i T I [ S S
2 22 23 24 7 3032 3 37 5 52 53 5+ T

(epgezere) o 0-(5)

Como el producto del lado derecho es finito, el producto de las sumas infinitas es también finito.
Pero, este producto se puede escribir convenientemente a nuestro interés (encontrar una contradiccion), asi

solo consideramos los sumandos que conviene explicitar y se omiten los infinitos otros, asf tal producto es
11 1 1

1 1 1
igualal + 3 + 3 + 1 + 5 + 5 + - + §+..., suma que es divergente
1
( E —converge siy solosip > 1 ]; asi se obtiene una contradiccion.
n

4. Siglo XIX. El Rigor del Calculo.. El siglo XIX es una etapa gloriosa para la matematica, una

edad de oro, del rigor. Se inicia con el trabajo de Fourier sobre la conduccién del calor y que abriria
nuevas teorias en el andlisis moderno. Pero sus argumentos matemadticos, y de otros trabajos, inquietaron a
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matemadticos como Bernard Bolzano (1781-1848) quien inicia un movimiento para rigorizar al célculo. él
fue un precursor de la teoria de conjuntos y consideré al método matemético como el Gnico camino para
hallar la verdad cientifica. Por otro lado, por aquella época atin no estaba suficientemente consistente la
nocién de “funcién continua”, pero Bolzano tuvo claro esta nocién, solo le falt6 usar los §’s y €'s. Escribié
su obra fundamental “Estudio sobre las Funciones”, que recién fue encontrada en 1920 y publicada en 1932.
Rescatemos a su teorema del valor intermedio. Bolzano también se interesé por las funciones discontinuas;
abri6 el camino a nuevos métodos para rigorizar al cdlculo, ideas como la de “limite”, idea esencial para

construir al analisis matematico.
“ Pero seria un serio error pensar que solo se puede encontrar certeza en las

demostraciones geométricas o en el testimonio de los sentidos.
A. L. Cauchy.”.

La contribucién de Fourier fue notable por las polémicas que ella originaria, entre ellas la nocién de funcién.
En tal panorama llega Augustin L. Cauchy (1789-1857), quien publica en 1821 su notable libro “Curso de
Andlisis” en donde inicia la ansiada rigorizacién del cdlculo infinitesimal; posteriormente, en 1823, expone
la necesidad de ensefiar el cdlculo sobre la base de principios consistentes. El punto de partida es la nocién

de “limite”, la que define en la forma:
“ &K Cuando los sucesivos valores atribuidos a una variable se aproximan in-

definidamente a un valor fijo, tanto que al final difieren de él tanto como uno
desea, esta iiltima cantidad es denominada el limite de todas las otras.>>

En 1844 Cauchy considera la funcién

z..xt >0
v —z..z <0,

es decir y = |z|, funcién que es discontinua segtin Euler pues estd definida por dos expresiones analiticas,
pero Cauchy observa que
2 [ z?

y por lo tanto |z| serie continua, segiin Euler; una contradiccién. Por otro lado, aun con los defectos de
algunos de sus resultados, sus trabajos sobre la convergencia de las series fueron muy novedosas para su
época. Con Cauchy se inicia una nueva era de enfocar el célculo infinitesimal surgiendo asf lo que seria el
analisis matematico.
4.1. La integral de Cauchy.. <Sea f(x) una funcién continua definida sobre el intervalo [a, b]. La
b
integral / f(z)dz es definida como el limite de las sumas

fla)(z1 —a) + f(@1) (@2 — 1)+ ot f(@n-1)(@n — Tn-1)

donde se tiene la particién a < 1 < 9 < ... < x,—1 < b de |[a, b, y el limite es tomado cuando el
max(x; — x;—1) tiende a cero.>>

Posteriormente, Cauchy extiende esta definicion para el caso de funciones discontinuas con un nimero finito
de discontinuidades. Aun mads, Cauchy estudia a las integrales impropias definiendo la nocién de “valor
principal” de una integral. Sus integrales singulares, son precursoras de la “teoria de integrales singulares”
de A. Calderén - A. Zygmund, cuya evolucién condujo a las “integrales de Cauchy”, drea relativamente
nueva.

La relacién de la matematica con la fisica y la astronomia condujo a investigar nuevos tipos de funciones,
sus limites e integrales. En este escenario surge el ilustre matematico Carl F. Gauss (1777 - 1855) quien fue

e}

muy exigente con el rigor matemaético. Prob6 que si a,, — 0, la serie Z ancosnx es convergente. Al igual
que Legendre, Abel y Jacobi, Gauss trabajd en la teoria de las funci%ni:s elipticas. Tuvo dos distinguidos
discipulos Peter G. Lejeune - Dirichlet(1805-1859) y Bernhard Riemann (1826-1866) quienes contri-
buirdn mucho en el andlisis. Fourier habia mostrado que una variedad de funciones pueden ser representadas
por series trigonométricas pero una cuestion abierta era: “encontrar las condiciones precisas para que una
funcién tenga una serie de Fourier convergente a la funcién”. Cauchy intentd clarificar este panorama pero
no tuvo éxito. Dirichlet entra en escena. En 1829 da condiciones suficientes con tal objetivo; en ese trabajo
introdujo las llamadas “integrales de Dirichlet”

a b
/ ST ¢y / ST f(x)dz, 0 <a<b,
0 . senw

Senx

| . » . ., c...x racional 5 .
asi como construye la “funcién de Dirichlet” f(z) = , funcién que no es R-integrable!

d...x irracional
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Dirichlet conjetura que es posible definir la integral / f(x)dx para funciones f () con un conjunto infinito

de puntos de discontinuidad siempre que este conjunto fuera “pequefio”, esto es, “si cualquiera que fueran
los nimeros a < b, existieran 7 y s tales que @ < r < s < b tal que f(z) sea continua en el intervalo [r, s]
. Observemos que la funcion de Dirichlet no es pequeiia.

Dirichlet, en 1829, no logré dar una respuesta definitiva a la cuestion: ;Cudndo una funcién es integrable?
.. Cauchy considera funciones continuas, a lo maximo seccionalmente continuas. Riemann, brillante ma-
tematico, entra en accién. Al representar f(x) por una serie trigonométrica tuvo necesidad de determinar

los coeficientes
™

[F] f(z) cosz dx y f(z) senx dz, pero {qué significa / f(x)dz?; donde f(x) es arbitraria.

—T
LCuales son las funciones que tienen integral?

Luego de investigar en este problema; Riemann lleg6 al criterio siguiente: “una funcién f(z) es integrable
si y solamente si

dado € > 0 arbitrario y o > 0, es posible hallar § > 0 tal que para toda particién P con |P| < ¢ la suma de
las longitudes de los intervalos ¢;, donde w; > o, es menor que € ”

w; representa la oscilacion de f es el intervalo ;.

El trabajo de Riemann sobre series trigonométricas tuvo un gran impacto en el desarrollo del andlisis de
Fourier.

(Toda serie trigonométrica es una serie de Fourier? (es decir, sus coeficientes son de la forma [F]); ;la se-
rie trigonométrica asociada a una funcion, es inica? Riemann pudo haber clarificado estas cuestiones pero
falleci6 en plena madurez. Menos mal que en este siglo XIX hubieron otros geniales matematicos como
Abel, K. Weierstrass, H. Heine, ..., que contribuyeron fuertemente en la consolidacién del analisis. En par-
ticular las contribuciones de Heinrich Heine (1821-1881) quien resalta la importancia de la convergencia
uniforme en la integracién término a término de la serie. Formula el problema de la unicidad de la serie
trigonométrica, cuestiéon que dio a un joven matematico.

Tal joven fue Georg Cantor (1845-1918) quien llegd a escribir cinco articulos sobre el problema de la uni-
cidad (de la representacion en serie trigonométrica) en el periodo 1870-1872. Cantor remueve la hipétesis
de que la funcién f(x) debe tener un conjunto finito de discontinuidades y llega a considerar conjuntos de
puntos bastantes generales en la recta. Estas investigaciones le condujeron a la formulacién de su famosa
“teoria de conjuntos”.

Veamos. Cantor luego de su graduacion, se dedica al andlisis real en la universidad de Halle donde Heine
trabajaba en series de Fourier de la forma

d o0
50 + Z(cnsen nx + d,cos nx), cn,d, € R

n=1
Heine propuso el problema de la unicidad de las series de Fourier: “suponga que una serie de Fourier
converja a una funcién dada en algin sentido, ;puede haber otra serie de Fourier convergiendo a la misma
funcién, en el mismo sentido? Cantor trabajo en este problema y llegé al siguiente resultado:

Cantor (1871). “Si una serie trigonométrica converge puntualmente a cero, con excepcién de ciertos valores
del argumento, entonces todos sus coeficientes se anulan”.

Nota. Cantor precisa el significado de “ciertos valores”. Con él también se clarifica la idea del infinito, que
por siglos atorment6 a los pensadores!

5. La Teoria de Conjuntos.. Nuestro objetivo es representar aspectos basicos de la teoria de conjun-
tos via la representacién decimal pues todo nimero en [0, 1] se puede representar por una serie especial.
Seguimos de cerca al excelente libro de A. Devinatz, [2].

Proposicion 5.1. Sea m un niimero positivo mayor que 1, entonces la serie
o0

Qg .

Z —, donde ay;, € [0,m — 1], converge a un mimero en [0, 1].
m

k=1

Demostracion: Se tiene

Q. m
0<Z < <desdequ60<mk_<
y esta serie es una serie geometrica y se tiene

() =S () et

k=1 k=0
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o0
. Qg .. L. ., .
De esta manera se obtiene 0 < E — < 1. En conclusién, por el criterio de comparacion se tiene que
m

k=1
o0
Qg .
E — €s convergente y converge a un numero en [O, 1]. O
m
k=1

El siguiente resultado es el inverso de la proposicién 5.1 y completa lo que necesitamos para lograr el
objetivo sefialado antes.
Teorema 5.1. Sea m un entero positivo mayor que 1, entonces para todo « € [0, 1] existe una sucesion

(ar), con rango en [0, m — 1] tal que
o0
A N
= Z mk’
k=1

Demostracion:
Se comienza con el siguiente argumento:

J ¢ 1. _ =
ol I m-1 m

[ Lo}

Figura 5.1: Representacién de a € [0, 1]

a
Sea a; el mas grande entero en [0, m — 1] tal que — < a;
m

ar @
as el mas grande entero en [0, m — 1] tal que — + — < a
mom

a a
a,, el mas grande entero en [0, m — 1] tal que — + —22 +...+—<a
m m n
n
> ag .
De esta manera se construye una sucesion (ay,) tal que E — <a.(®)

k=1

Asf, por induccidn, se verifica que existe una (tinica) sucesién (a,,) tal que para todo n € N se satisfa-
. ., . . , a c

ce la desigualdad (*); ademds, para toda j € [1,n]sic € [0,m—1]yc > a; se tendrd Z —12 +—>a,
m m

keA;
donde A; son los elementos de [1, n] diferentes de j.
- s ay a2 a p . .
Luego, la sucesién {—1 + =5+t —T;} es mondtona no-decreciente y acota superiormente por a, es
mt  m m

decir, se tiene {...} — b < a. Se verd que b = a.
n o0
3 . ak ak —
De esta manera, Vn € N se tiene: E ooy < E i b <a.
k=1 k=1

1 ) o . - -
Supongamos que b < a. Desde que m > 1, — — 0 si n — oo, existird el mds pequefio entero positivo p
m

tal que < a — b. Ahora, sin > p se tiene

p—1 —
1 1
T <a-—b.
a m-—1 1- L
- < _m= < < _ =
Luego,kz_lmk+ e St <bt s <bt(a—b) =a

Luego, por la forma de como la sucesién (ay) fue definida se deberd tener que a,, = m — 1.

Sea ahora ¢ el mas pequeiio entero tal que n» > ¢ implica que a,, = m — 1. Entonces ¢ > 1 pues si

q < 1 se tendria usando la serie geométrica
(oo} (oo}

1 . m—1 . .
Z(rk) - ,silrf <1 | b= Z .— = 1 > a, una contradiccién pues estamos asumiendo que
1—7r m

k=0 k=1
b < a.
Por otro lado, desde que
imfliimfl m—1_ m m—1 1

mk mk ma—t  ma-1 a1 el
k=q k=q—1
se tiene que:
q—1 1 q—2

a ag Ag—141
b=3Y A+ =y e o
mk  ma-1 mk ma—1
k=1 k=1
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Pero, aq_1 < m — 1, luego ay—1 +1 < m — 1 lo cual es una contradiccién desde que por construccién de
(ax) no se permite esta desigualdad. Luego, b = a.

O

Observacion 5.1. Si a € [0,1] entonces su representacion, expansion decimal, es de la forma a =
0,a1a2as..., donde la base m debe ser especificado; ademds, tal representacion no es tinica en cierta
situacion, como es el caso de los niimeros racionales. En el caso general de los niimeros reales se tiene lo
siguiente:

“Todo niimero real en [0, 1], excepto para un “decimal terminante” (como los

ntimeros racionales, es decir, donde a, = 0 para k suficientemente grande),

tiene una representacion unica en serie con respecto a un nimero fijo m € N,

m > 1.

Ademds, un decimal terminante puede ser representado en solo dos formas: (i)

en una serie finita o (ii) en una serie donde existe n tal que Yk > n, se tiene

ap =n—1."

Sabemos que el conjunto de los nimeros reales no es enumerable; ahora se usara las series o representa-
ciones decimales para probar tal resultado. Es suficiente probar el siguiente teorema.

Teorema 5.2. El intervalo [0, 1] no es enumerable.
Demostracion:
Sabemos que el conjunto () de los racionales es enumerable y por tanto el conjunto de los decimales
terminantes es enumerable (siendo un subconjunto infinito de ) y de esta manera el conjunto de todos
los nimeros en [0, 1] no es finito; ademds, el conjunto de las sucesiones, cada una teniendo su rango en
[0, m — 1], es enumerable o no enumerable si y solo si el conjunto de los niimeros en [0, 1] es enumerable
0 no enumerable, respectivamente.
Bien, supongamos que el conjunto de las sucesiones, cada una teniendo su rango en [0, m — 1], fuera
enumerable y sea S este conjunto. De esta manera existiria una funcién 1 — 1, sobre,

fN—=S

n— f(n) = (a})
donde a}} es un entero en [0, m — 1]. La idea ahora es definir la sucesién (ay) via:

o — aﬁ—l...a’,ﬁ;ﬁo

m—1 ...allz =0

donde remarcamos que esta sucesion existe pues m > 2. Ademads se observa que la sucesién (ay) tiene su
rango en [0, m — 1] y por tanto existird un ¢ € N tal que

(ar) = S(q) = (af).
esto es, ap = az, Vk; pero, si k = p se tiene a4 # ag y asf se obtiene una contradiccién. Por lo tanto, [0, 1]
no es enumerable.
Ejemplo 5.1 (El Conjunto de Cantor).
Si tomamos m = 3 en las anteriores series se obtiene las llamadas “expansiones ternarias” de niimeros en

el intervalo [0, 1]. Por definicion, el conjunto de Cantor es el conjunto
o0

C=4a€l0,1]/a= Zg—:, donde ay, # 1 paratodo k € N
k=1
El siguiente resultado resume las principales propiedades del conjunto C. ([2]).
Teorema 5.3. El conjunto de Cantor C es un subconjunto de [0, 1] que es perfecto y no enumerable cuyo
conjunto complemento C. consiste de la union de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, y la suma del
total de las longitudes de estos intervalos es 1.
Demostracion: La prueba se dard via una sucesion de resultados parciales las que conducen a la tesis del
teorema.
(i) C es un conjunto cerrado.
En efecto: la idea es verificar que C. es un conjunto abierto.

e : . . p ptl p ptl
Seab € C.y se verificard que existe un intervalo abierto <3j, =7 ) talque b € <3j, 7 > C
Ce. [o]

Prueba de [e]. Sea el conjunto K = {k/b, = 1}, (b = 0.b1ba...bg...), y sea j el mds pequefio
elemento en K (asi, b; = 1). Ahora, existe k > j tal que b;, # 2 pues si b;, = 2 para todo k > j,

— 2 1 )
y desde que kz 1 =3 (+), se tendria
=j+
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=1y e 2
Sl S 2ok Ll (S ) e
k=1 k=j+1 1

lo que es una contradiccién pues b ¢ C. De igual manera, existe £ > j tal que b;, # 0. En efecto,
siby, = Oparatodo k > 7,y usando (+) se tiene nuevamente

Jj— 1 o) oo 9
=St Y o Z - Z DI e
k=1 _]+1 k=j+1
y se tiene nuevamente una contrad1001on pues b € Cc.
j—1
Lq by,
Ahora definamos ¢ via: 1= kz 3k
=1

Bien, desde que Vk € [1,j — 1] implica que by, = 0 6 b = 2 (por la definicién de j) y de esta
manera by, es pary asi ges pary ¢ < 3771

(puessibkzo,qzo; si by = 2, 3J1—22 % )

Entonces se tiene,

j—1 o) [e) o]
bx 1 2
=Y g Y gt +Z <Spatpt
k=1 k=j+1 j k=j+1
_q 1 1 q 2
Syttt Tty

También se tlene

00 j—1
b b; b —b 1 q 1
b_237+37+ Z 3k > (desde que by, > 0) > 237+§:3j_1+§.
k=1 k=j+1 k=1
De est ha probado que: — 4 + ~ < b < L4 2
€ esta manera se ha probado que: 35— +3—j <0< 31 +§,
3¢+1 3¢g+1)+1
expresiones equivalentes a q—; <b< %; si ponemos p = 3¢ + 1, esta expresion
nos dice que todo b € C. estd en un intervalo de la forma (;, p?—; > donde p es un nimero

impar y ademds, 1 > b > ?% 6p< 3.

(p pt1
Ahora se postula que: (3],, 3 > c C..

j—1 j—1
b
En efecto, observamosquep—3q+1—3<33 123k>+1—332 LA

3k
j—1 - j—1
sy (S 1
_332374—?_3 (Z?)k—kgj).Portanto,
k=1 k=1
p & b P
7= Z 3—] = Z —-. Escribamos rrie 3k b ook € [0, 2].

Como p es impar, ex1st1ra k € [1, 4] tal que pg, = 1 (pues si pr # 1 para todo k € [1, j] se tendria
pr = 06 pr, = 2, y entonces p seria par, contradiccion).

“o” sati ¥a p+1 N, Wk
Ahora supongamos que satisface 3 <a< 3 y a= ; 3k

Entonces se tiene aj, = pr, Vk € [1,]].

En efecto, razonemos por el absurdo.

Sea el conjunto X = {k/k € [1,j] y ar # pir}, y sea r el més pequefio entero en X. Luego
existen dos posibilidades: a,, > p, 6 a, < p;.

e Supongamos que a, > p, 0 a, > p, + 1, entonces

NNk N NP L NmPe N 2 Nmpe N 2 _p 1 ptd
a_z?, = = 3 = +Z Z Zl3k_3j 37 3

. p+1
lo cual es una contradiccién con a < =
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(i)

(iii)
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Supongamos ahora que a, < p, 6 a, < pr — 1. Entonces se tendrd

LS r J
O R L R S T R o o o L)
=1 1

= k=r+41 k= r+1 k=1 k=1

Ly p
lo cual aun es una contradiccion pues a7 <@

Asi se ha probado que a € C, pues existe k € [1,j] tal que ap = pr = 1. De esta manera, si
p p+1 p p+1
3 3 > tal que b € <3j, 5
por tanto el conjunto de Cantor C' es cerrado. (i) O
Observaci()n 5.2 Los anteriores argumentos nos permite afirmar que, desde que

b € C,, existe ) C C¢, luego C. es un conjunto abierto y

q

51 +3—j<b< 33 T +3— se tenga C. = Ul ,,, donde
I — q +i LJF 2 , donde —n 1q con g, € {0,2}
q,n gn—1 3n’ 3n—1 3n 3" 3k’ b ’ )

k=1
Ademds, tales intervalos 1, ,, son disjuntos dos a dos, esto es, si (p, k) # (g,n) entonces I, j, N

]éﬂL::¢'

1
En efecto, por el absurdo, supongamos que a € I, N I, ,, entonces a = % + 3n +
j=1
00 k—1 @
Z 35 = (unicidad de la representacion) Z — + Py Z —L_(*) Ahora,
j=n+1 Jj=1 Jj= k+1

- Sik < n, via (*), se observa que g = 1, lo cual es contradiccién con g, € {0, 2};
- Si k = n, entonces p; = g¢; para j € [1,n — 1] (ver (*)),contradiccién pues p # g por
construccién de q.

— Sik > n,6n < k se obtiene aun una contradiccién (intercambiando el papel de k y n).
De esta manera se tiene I, ; N I, = ¢ para (p, k) # (¢, n).
. De C. = Ul,;, se obtiene que la suma de las longitudes de los intervalos I, (’Lns es igual a
o0
2n—1

ZE: 3n =L

n=1

n—1
. 1 qk . .
En efecto, para n fijo y observando que ¢ € {0,2}, de ¢ = 3" Z 3k se tiene que existen
k=1
2"~ veces q’s, esto es, existen exactamente 27— intervalos de la forma I, ¢,n Y cada uno de estos

. . L 1
intervalos tienen una longitud igual a 3n-

T3

Recordando que C, = Ul ,, y que estos intervalos son disjuntos dos a dos, la longitud (6 “medi-

da”) de C. es dado por
0 gn—1
=1
> G =lo

n=1
Corolario. Desde que C U C, = [0,1] y |C.| = 1 (medida de C.), se tiene que la medida del
conjunto de Cantor C' es cero, esto es, |C| = 0!
El Conjunto de Cantor C' es un Conjunto Perfecto.
Un conjunto es llamado perfecto si es cerrado y todo punto del conjunto es un punto de acumula-
cion del conjunto (Recordemos que un nimero real a es un punto de acumulacién de un conjunto
AsiVe > 0,3z € A,z # a, tal que |z — al < ¢).
De esta manera la tesis a verificar es que todo punto de C' es un punto de acumulacién de C'.

o0
A . .
En efecto, sea a € C'; un caso es que a = E 3k con ay, € {0,2}, y donde a; # 0 para infinitos
k=1
ndmeros k’s; de esta manera, las sumas parciales de esta serie son todas diferentes de a, ellas estdn

en C' (ver definicion de C), y convergen a a. Luego a es un punto de acumulacién de C. En el
J
. . ay
otro caso, si se tuviera ¢ = E 3%
=1
an, =a+ :% y se tiene: a € C, a,, # a 'y a, — a. Luego a es un punto de acumulacién de C.
Como C' es un conjunto cerrado y todo a € C' es un punto de acumulacién, se tiene que C' es un

con ar € {0,2}, entonces para todo n > j se construye
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conjunto perfecto.

(iv) EI Conjunto de Cantor C' no es enumerable.
En este caso, expansioén decimal, la prueba de la no-enume rabilidad de C' hace uso también del
“método de la diagonal” de Cantor. Bien, nuevamente supongamos que C fuera un conjunto enu-
merable y por tanto existiria una funcién 1-1, definida apropiadamente para lograr la tesis; asi se
define la funcién 1-1.

f:N=>C
k— f(k) =d*

La idea es considerar la sucesién (ay,), donde

0...a
ap =
2

2
0

FEF T

...a

(Observemos que se usa 0 y 2 al definir ay,, desde que a* = (aﬁ) € Cyak €{0,2}.
Ahora la idea es determinar un niimero en base a la sucesion (ay, ), en su expresion ternaria, nimero
que estaria en el conjunto C pero no estaria en el rango de f (por la definicién de f y de ax).

Por tanto de (i) - (iv) se tiene probado el teorema 3. o

Nota. ;Cémo se describe C' geometricamente en el intervalo [0, 1]? ...

n—1
1 2
3an1 + 30 37%1 + 3n),donde g=3""1 ; g—:, con g € {0,2}; vimos que

Recordemos que I, ,, = (

1

. . 2 .
q es un nimero par y que ¢ < 3"~ 1. Asi, en particular se tiene Ip; = <3, 3) ... es el tercio intervalo

central de [0, 1].

12 78 . . .
Ipo = (9, 9) ylso = (9, 9) ... estos intervalos son los “tercios intervalos centrales” de los intervalos
que quedan después de haber retirado I ;.
Y asi continuamos con esta metodologia, es decir, retirando los “tercios intervalos centrales” de los inter-
valos que quedan después de cualquier etapa, un nimero enumerable de etapas.
Y asi, lo que queda en [0, 1] es ... el conjunto de Cantor C.
Pareciera que casi no queda nada! ... pero el teorema 3 nos dice que C' es un conjunto con propiedades
interesantes, entre otras.
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