
Journal homepage http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM

SELECCIONES MATEMÁTICAS
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Abstract
In this work, we will prove Cayley theorem, using category theory. We will see a different proof than the
one seen in a Group Theory course, in this case we will use a famous result in category theory called the
Yoneda lemma and then, to relate groups with such lemma we will take advantage of the fact that every
group can be viewed as a category. This proof shows that Yoneda lemma is an extensive generalization of
Cayley theorem for groups.
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Resumen
En este trabajo, probaremos el teorema de Cayley para grupos utilizando la teorı́a de categorı́as. Veremos
una prueba diferente a la que se ve en un curso de Teorı́a de Grupos, en este caso utilizaremos un famoso
resultado en la teorı́a de categorı́as que tiene por nombre el Lema de Yoneda, y luego para relacionar
grupos con dicho lema nos aprovecharemos de que todo grupo puede ser visto como una categorı́a. Esta
demostración nos hace ver que el lema de Yoneda es una extensa generalización del teorema de Cayley
para grupos.

Palabras clave. Categorı́a, funtor, transformación natural, lema de Yoneda, teorema de Cayley.

1. Introducción. En este artı́culo desarrollaremos la teorı́a de categorı́as, utilizadas por primera vez
por S. Eilemberg y S. Mac Lane en 1941, ver [2]. Como primera definición veremos que una categorı́a
consiste de una colección de objetos y un conjunto de morfismos que cumplen ciertas condiciones. La
palabra colección en este trabajo no necesariamente es un conjunto, pues no existe ningún conjunto que
tenga por elementos a todos los conjuntos. Luego veremos como se relacionan objetos y morfismos de una
categorı́a C a otra D; la idea es similar a lo que hace una función f : A → B, que relaciona elementos
de un conjunto A con los de un conjunto B, pero en este caso no son conjuntos sino categorı́as, a este
relacionamiento de objetos y morfismos con ciertas propiedades se le conoce como funtor.

Hay dos tipos de funtores, los covariantes y los contravariantes; nosotros trabajaremos con los del
segundo tipo, para más información ver [4].También podemos relacionar funtores contravariantes; es decir,
podemos definir τ : F → G donde F ,G : C → D son funtores contravariantes y C, D categorı́as. En este
caso τ con ciertas propiedades, es llamada transformación natural. El concepto de transformación natural
fue una de las grandes motivaciones para la creación de la teorı́a de categorı́as en los trabajos de Saunders
Mac Lane y Eilenberg en cohomologı́a.

Para demostrar el teorema de Cayley para grupos, nos falta ver algo más de la teorı́a de categorı́as como
el Lema de Yoneda que hace de las categorı́as una teorı́a con construcciones y teoremas profundos. El lema
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de Yoneda nos dice que existe una biyección entre los conjuntos FX y Mor[C,Set](HX ,F) donde F : C→
Set es un funtor contravariante, X ∈ 0b(C) y Mor[C,Set](HX ,F) es el conjunto de las transformaciones
naturales de la forma τ : HX → F , para más información sobre el lema de Yoneda ver [7].

Recordemos que el grupo simétrico sobre un conjunto A, denotado por SA, es el grupo formado por
las aplicaciones biyectivas de A en sı́ mismo, bajo la operación de composición de funciones, es decir
SA := {Υ : A → A | Υ biyección}. Si A es un conjunto finito con n elementos, entonces el grupo SA
es llamado grupo de permutaciones de n elementos, que será denotado por Sn; es sabido que el orden de
este grupo es n! y no es abeliano para n ≥ 3. El teorema de Cayley para grupos afirma que todo grupo
G es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico SG := {Υ : G → G | Υ biyección}, en el caso de
que G sea finito de orden n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de Sn. Para utilizar el lema de Yoneda
en la prueba del teorema de Cayley, construiremos una categorı́a a partir de grupos y también probaremos
algunos lemas.

2. Preliminares. En esta sección veremos algunas definiciones y ejemplos, ası́ como la prueba del
lema de Yoneda.

Definición 2.1. Una categorı́a C consta de una colecciónOb(C), los elementos deOb(C) se llaman ob-
jetos y se denotan A, B, C, D,... Para cada par A,B ∈ Ob(C) se tiene un conjunto denotado MorC(A,B)
a cuyos elementos los llamaremos morfismos. Si f ∈MorC(A,B) denotamos f : A→ B. Para cada terna
A,B,C ∈ Ob(C) se tiene una aplicación

◦ : MorC(A,B)×MorC(B,C) −→ MorC(A,C),

(f, g) 7→ g ◦ f,

llamada composición de morfismos, que satisface las siguientes condiciones:
1. Para cualesquiera f ∈ MorC(A,B), g ∈ MorC(B,C) y h ∈ MorC(C,D) se tiene que h ◦ (g ◦
f) = (h ◦ g) ◦ f . Por lo tanto, la composición de morfismos es asociativa.

2. Para cada A ∈ Ob(C), existe un morfismo 1A ∈ MorC(A,A) llamado morfismo identidad, tal
que para cualesquiera f ∈MorC(B,A), g ∈MorC(A,B) tenemos que 1A ◦ f = f , g ◦ 1A = g.

Ejemplo 2.1. La categorı́a de conjuntos Set cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son las
funciones.

Ejemplo 2.2. La categorı́a de grupos abelianos Ab cuyos objetos son los grupos abelianos y cuyos
morfismos son los homomorfismos de grupos abelianos.

El siguiente ejemplo es importante para el resultado central.
Ejemplo 2.3. Todo grupo (G, ·) puede ser visto como una categorı́a que denotaremos por CG. Esta

categorı́a tiene un solo objeto que lo denotaremos por ” ∗ ” y cuyos morfismos serán los elementos del
grupo. En efecto: Vamos a definir la aplicación composición como la operación del grupo G, es decir:

◦ : MorCG
(∗, ∗)×MorCG

(∗, ∗) −→ MorCG
(∗, ∗),

(f, g) 7→ g ◦ f = g · f.

Por la operación del grupo tenemos que (h ◦ g) ◦ f = (h · g) · f = h · (g · f) = h ◦ (g ◦ f), para
cualesquiera f, g, h : ∗ → ∗ en CG y existe e : ∗ → ∗ en CG tal que e ◦ f = e · f = f y g ◦ e = g · e = g,
para cada f, g : ∗ → ∗ en CG, donde e ∈ G es el elemento neutro. Por lo tanto CG es una categorı́a.

Ejemplo 2.4. La categorı́a de anillos conmutativos con unidad CRing cuyos objetos son los anillos
conmutativos con unidad y cuyos morfismos son los homomorfismos de anillos conmutativos que respetan
la unidad.

Ejemplo 2.5. Sea R un anillo con unidad. La categorı́a de módulos a izquierda R-Mod cuyos objetos
son módulos a izquierda y cuyos morfismos son los homomorfismos de R-módulos a izquierda. También
tenemos la categorı́a de módulos a derecha Mod-R cuyos objetos son los R-módulos a derecha y cuyos
morfismos son los homomorfismos de R-módulos a derecha.

Ejemplo 2.6. Si K es un cuerpo, tenemos la categorı́a de los K-espacios vectoriales VectK cuyos
objetos son los K-espacios vectoriales y cuyos morfismos son las transformaciones lineales.

Ejemplo 2.7. La categorı́a de espacios topológicos Top cuyos objetos son los espacios topológicos y
cuyos morfismos son aplicaciones continuas entre espacios topológicos.
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Para ejemplos más sofisticados se puede revisar [6], y para una descripción de categorı́as sin hacer uso de
la teorı́a de conjuntos ver el famoso libro de MacLane [4].

Definición 2.2. Sean C y D categorı́as. Un funtor contravariante que va de C a D es denotado por
F : C→ D y se define como sigue.
i) Para cada objeto A ∈ Ob(C) asignamos un objeto FA ∈ Ob(D).
ii) Para cada morfismo f : A→ B en C asignamos un morfismo Ff : FB → FA en D tal que

1. Para cada A ∈ Ob(C) se tiene que F1A = 1FA.
2. Para A,B,C ∈ Ob(C) y para f : A → B, g : B → C morfismos en C se tiene que F(g ◦ f) =
Ff ◦ Fg.

Ejemplo 2.8. Para cada X ∈ Ob(C) definimos HX : C → Set de la siguiente manera: Para U ∈
Ob(C) tenemos que HXU := MorC(U,X) y para un morfismo f : U → V en C tenemos un morfismo en
Set

HXf : HXV := MorC(V,X) −→ HXU := Mor(U,X),

g 7→ HXf(g) := g ◦ f.

Ası́ definidoHX es un funtor contravariante.

Ejemplo 2.9. Definimos F : Set → Set de la siguiente manera: Para cada A ∈ Ob(Set) definimos
FA := P(A) donde P(A) es el conjunto potencia de A y para cada morfismo f : A→ B en Set definimos
el morfismo

Ff : FB −→ FA,

B1 7→ f−1(B1).

en Set. Ası́ definido F es un funtor contravariante.

Definición 2.3. Sean C y D dos categorı́as y sean F ,G : C → D dos funtores contravariantes. Una
transformación natural τ : F → G es dada por una colección de morfismos τA : FA→ GA, indexada por
los objetos A ∈ Ob(C) tal que:

1. Para cada objeto A ∈ Ob(C) existe un morfismo τA : FA→ GA en D.
2. Para cada morfismo f : A→ B en C el siguiente diagrama conmuta en D.

FA τA // GA

FB

Ff

OO

τB
// GB

Gf

OO

Ejemplo 2.10. Sean C y D dos categorı́as y F : C→ D un funtor contravariante. Definimos τ : F →
F tal que asigna a cada A ∈ Ob(C) el morfismo identidad τA = 1FA : FA→ FA en D. Ası́ definido τ es
una transformación natural.

Ejemplo 2.11. Sean C y D dos categorı́as y F ,G,J : C → D tres funtores contravariantes. Si
τ : F → G y η : G → J son transformaciones naturales entonces η ◦ τ : F → J es una transformación
natural si tiene la siguiente propiedad: Para cada A ∈ Ob(C) tenemos que (η ◦ τ)A = ηA ◦ τA.

En efecto: Vemos que para cada A ∈ Ob(C) podemos asociar un morfismo (η ◦ τ)A = ηA ◦ τA en D.
Ahora veamos que para cada morfismo f : A→ B en C el siguiente diagrama conmuta en D.

FA
(η◦τ)A // JA

FB

Ff

OO

(η◦τ)B
// JB

J f

OO

esto es, J f ◦ (η ◦ τ)B = (η ◦ τ)A ◦ Ff . Por hipótesis los siguientes digramas conmutan en D



96 Majia CA. et al.- Selecciones Matemáticas. 2021; Vol. 8(1): 93-99

FA τA // GA

FB

Ff

OO

τB
// GB

Gf

OO

GA
ηA // JA

GB

Gf

OO

ηB
// JB

J f

OO

esto quiere decir que Gf ◦τB = τA◦Ff , J f ◦ηB = ηA◦Gf . Partimos de J f ◦(η◦τ)B = J f ◦(ηB◦τB) =
(J f ◦ ηB) ◦ τB = (ηA ◦Gf) ◦ τB = ηA ◦ (Gf ◦ τB) = ηA ◦ (τA ◦Ff) = (ηA ◦ τA) ◦Ff = (η ◦ τ)A ◦Ff .
Por lo tanto η ◦ τ : F → J es una transformación natural.

Definición 2.4. Sean C y D dos categorı́as y sean F ,G : C→ D dos funtores contravariantes.
Las transformaciones naturales µ, τ : F → G son iguales si para cada A ∈ Ob(C) se tiene que µA = τA.

Ahora vamos a considerar la categorı́a de los funtores contravariantes que denotaremos por [C,D] don-
de los objetos son funtores contravariantes de la forma F : C → D y los morfismos son transformaciones
naturales de la forma τ : F → G donde F ,G : C → D. Veamos que en efecto [C,D] es una categorı́a:
Vamos a definir la aplicación composición como sigue:

◦ : MorC(F ,G)×MorC(G,J ) −→ MorC(F ,J ),

(τ, η) 7→ η ◦ τ.

tal que para cada A ∈ Ob(C) se tiene que (η ◦ τ)A = ηA ◦ τA. Esta aplicación está bien definida por el
ejemplo 10. Vemos que (τ ◦η)◦µ = τ ◦ (η ◦µ), pues ((τ ◦η)◦µ)A = (τ ◦ (η ◦µ))A, para cada A ∈ Ob(C)
y para cualesquiera τ : F → G, η : G → J y µ : J → E .

Esto quiere decir que la aplicación composición es asociativa. Por otro lado tenemos que para cual-
quier objeto F : C → D de la categorı́a [C,D], existe un morfismo 1F ∈ Mor[C,D](F ,F) tal que para
cualesquiera τ ∈ Mor[C,D](G,F) y η ∈ Mor[C,D](F ,G) tenemos que 1F ◦ τ = τ y η ◦ 1F = η, pues
(1F ◦ τ)A = τA y (η ◦ 1F )A = ηA, para cada A ∈ Ob(C). Por lo tanto [C,D] es una categorı́a.

Proposición 2.1. (Lema de Yoneda) Sea F : C → Set un funtor contravariante. Para cualquier
X ∈ Ob(C) se cumple que existe una aplicación biyectiva

T : FX −→ Mor[C,Set](HX ,F)

Demostración: Definimos T de la siguiente manera:

T : FX −→ Mor[C,Set](HX ,F),

a 7−→ T (a) := τa
,

tal que para cada U ∈ Ob(C) se tiene que:

τaU : HXU −→ FU,

f 7−→ τaU (f) := Ff(a).

Vemos que τaU está bien definida ya que f : U → X ∈ HXU := MorC(U,X) luegoFf : FX → FU
es un morfismo en Set ya que F : C → Set es un funtor contravariante y como a ∈ FX entonces
Ff(a) ∈ FU . Ahora veamos que τa : HX → F es una transformación natural. En efecto: dado un
morfismo α : U → V en C vemos que el siguiente diagrama
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HXU
τa
U // FU

HXV

HXα

OO

τa
V

// FV

Fα

OO

es conmutativo pues (τau ◦ HXα)(r) = τaU (HXα(r)) = τaU (r ◦ α) = Fr ◦ α(a) y (Fα ◦ τaV )(r) =
Fα(τaV (r)) = Fα(Fr(a)) = (Fα ◦ Fr)(a) = Fr ◦ α(a) luego τa es una transformación natural. Por lo
tanto T está bien definida.

Afirmación 1: T es inyectiva. En efecto: sean a, b ∈ FX tales que τa = τ b. Tomemos U = X luego

τaX : HXX −→ FX,

1X 7−→ a,

pues τaX(1X) = F1X(a) = 1FX(a) = a y dado que τa = τ b entonces τaX = τ bX luego τaX(1X) =
τ bX(1X) entonces a = b. Por lo tanto T es inyectiva.

Afirmación 2: T es sobreyectiva. En efecto: por probar que para cada τ ∈ Mor[C,Set](HX ,F) existe
un a ∈ FX tal que τaU = τU para cada U ∈ Ob(C). Dada τ ∈Mor[C,Set](HX ,F) y un objeto U ∈ Ob(C).

Consideremos el morfismo α : U → X en C entonces el siguiente diagrama conmuta

HXU
τU // FU

HXX

HXα

OO

τX
// FX

Fα

OO

pues τ : HX → F es una transformación natural. Tenemos que (τU ◦HXα)(1X) = τU (HXα(1X)) =
τU (1X ◦ α) = τU (α) pues 1X ∈ HXX y por otro lado como el diagrama conmuta entonces tenemos la
siguiente igualdad (τU ◦ HXα) = (Fα ◦ τX) luego (τU ◦ HXα)(1X) = (Fα ◦ τX)(1X) = Fα(τX(1X))
y llamemos a τX(1X) := a ∈ FX entonces τaU (α) := Fα(a) = (τU ◦ HXα)(1X) luego tenemos que
τU (α) = τaU (α). Por lo tanto T es sobreyectiva.

Para más información sobre el lema de Yoneda se puede revisar [1], [3] y [7].

3. Resultado central. Después de haber presentado las definiciones en la sección 2, procederemos a
demostrar el teorema de Cayley para grupos, antes veremos algunos resultados.

Lema 3.1. Sea C una categorı́a, entonces MorC(A,A) es un monoide con la composición de morfis-
mos.

Demostración: Si f, g ∈ MorC(A,A) entonces se tiene que g ◦ f ∈ MorC(A,A), también se tiene
la asociatividad (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f), ya que el morfismo identidad 1A : A → A es único tal
que 1A ◦ f = f ◦ 1A = f para cada morfismo f : A → A ∈ MorC(A,A) entonces concluimos que
MorC(A,A) es un monoide. En particular, si C es una categorı́a entonces Mor[C,Set](F ,F) es un monoide
con la composición de transformaciones naturales.

Lema 3.2. Existe una biyección entreH∗∗ y Mor[CG,Set](H∗,H∗).

Demostración: Por el lema de Yoneda tenemos que existe una biyección

F : H∗∗ −→ Mor[CG,Set](H∗,H∗),

f 7−→ F (f) := τf ,

tal que para cada ∗ ∈ CG se tiene que:
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τf∗ : H∗∗ −→ H∗∗,

g 7−→ τf∗ (g) := H∗g(f) = f · g.

Lema 3.3. Para cada f, g ∈ H∗∗ se tiene que F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g), donde F es la biyección del
lema anterior.

Demostración: La igualdad F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g) es lo mismo que τf◦g = τf ◦ τg y esto es
equivalente a τf◦g∗ = (τf ◦ τg)∗ := τf∗ ◦ τg∗ para cada ∗ ∈ CG, luego probar la igualdad F (f ◦ g) =

F (f) ◦F (g) es lo mismo que probar τf◦g∗ (h) = (τf∗ ◦ τg∗ )(h), para cada h ∈ H∗∗ y esto último justamente
se da pues τf◦g∗ (h) = τg·f∗ (h) = h · (g · f) = (h · g) · f = τf∗ (h · g) = τf∗ (τg∗ (h)) = (τf∗ ◦ τg∗ )(h), para
cada h ∈ H∗∗.

Después de haber enunciado los lemas 3.1, 3.2, y 3.3, demostraremos el Teorema de Cayley para Grupos
siendo el resultado central del presente trabajo.

Teorema 3.1. (Teorema de Cayley para Grupos). Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de algún
grupo simétrico.

Demostración: Sea (G, ·) un grupo, para cada g ∈ G definimos el siguiente automorfismo

ψg : G −→ G,

f 7−→ ψg(f) := g · f.

Es fácil ver que Mor[CG,Set](H∗,H∗) ⊂ {ψg | g ∈ G} ⊂ {Υ : G → G | Υ biyección}. Por los lemas
3.1, 3.2 y 3.3, tenemos que F : H∗∗ → Mor[CG,Set](H∗,H∗) es un isomorfismo de monoides y dado
que H∗∗ = G , donde G es un grupo entonces Mor[CG,Set](H∗,H∗) es un grupo, luego obtenemos que
Mor[CG,Set](H∗,H∗) es un subgrupo de {Υ : G→ G | Υ biyección}.

Por lo tanto el grupoG es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico SG = {Υ : G→ G | Υ biyección}
y esto es justamente el teorema de Cayley para grupos.
En [5], se da una idea de la prueba del teorema de Cayley para grupos, utilizando un corolario del lema de
Yoneda, el funtor covarianteH∗ : CG → Set, y la categorı́a de los funtores covariantes [C,D]cov , donde los
objetos son funtores covariantes de la forma F : C → D y los morfismos son transformaciones naturales
de la forma τ : F → G donde F ,G : C→ D.

4. Conclusiones. Las categorı́as con las que hemos trabajado son llamadas categorı́as localmente
pequeñas, es decir aquellas categorı́as donde MorC(A,B) es un conjunto. Existen categorı́as donde la
colección de objetos es un conjunto, estas categorı́as son llamadas pequeñas, como por ejemplo la categorı́a
del ejemplo 3, también existen categorı́as donde la colección de objetos y la colección de morfismos no
son conjuntos, como por ejemplo la categorı́a de las categorı́as denotada por Cat, donde los objetos son
categorı́as pequeñas y los morfismos son funtores entre categorı́as pequeñas, ver [6] y [8].

Gracias a que las transformaciones naturales se pueden componer de forma natural, conseguimos que [C,D]
sea una categorı́a, luego para enunciar el lema de Yoneda consideramos la categorı́a [C,Set]. Para llegar a
probar el teorema de Cayley para grupos, trabajamos con la categorı́a CG y por el lema de Yoneda y los
lemas 3.1, 3.2 y 3.3 obtuvimos un isomorfismo de monoides entreH∗∗ y Mor[CG,Set](H∗,H∗).

Este trabajo se desarrolló con la finalidad de presentar la demostración del teorema central, de manera
detallada, ya que en la literatura de teorı́a de categorı́as solamente suele ser mencionada la idea de la prueba.
También, es importante mencionar que este trabajo ha sido escrito de tal manera que puede ser entendido
por lectores que no estén familiarizados con esta área de la matemática.
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