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Abstract
In this work, we will prove Cayley theorem, using category theory. We will see a different proof than the
one seen in a Group Theory course, in this case we will use a famous result in category theory called the
Yoneda lemma and then, to relate groups with such lemma we will take advantage of the fact that every
group can be viewed as a category. This proof shows that Yoneda lemma is an extensive generalization of
Cayley theorem for groups.
Keywords . Categories, functor, natural transformation, Yoneda’s Lemma, Cayley’s Theorem.

Resumen
En este trabajo, probaremos el teorema de Cayley para grupos utilizando la teoria de categorias. Veremos
una prueba diferente a la que se ve en un curso de Teoria de Grupos, en este caso utilizaremos un famoso
resultado en la teoria de categorias que tiene por nombre el Lema de Yoneda, y luego para relacionar
grupos con dicho lema nos aprovecharemos de que todo grupo puede ser visto como una categoria. Esta
demostracion nos hace ver que el lema de Yoneda es una extensa generalizacion del teorema de Cayley
para grupos.
Palabras clave. Categoria, funtor, transformacién natural, lema de Yoneda, teorema de Cayley.

1. Introduccién. En este articulo desarrollaremos la teoria de categorias, utilizadas por primera vez
por S. Eilemberg y S. Mac Lane en 1941, ver [2]. Como primera definicién veremos que una categoria
consiste de una coleccién de objetos y un conjunto de morfismos que cumplen ciertas condiciones. La
palabra coleccion en este trabajo no necesariamente es un conjunto, pues no existe ningin conjunto que
tenga por elementos a todos los conjuntos. Luego veremos como se relacionan objetos y morfismos de una
categoria € a otra ©; la idea es similar a lo que hace una funcién f : A — B, que relaciona elementos
de un conjunto A con los de un conjunto B, pero en este caso no son conjuntos sino categorias, a este
relacionamiento de objetos y morfismos con ciertas propiedades se le conoce como funtor.

Hay dos tipos de funtores, los covariantes y los contravariantes; nosotros trabajaremos con los del
segundo tipo, para mds informacién ver [4].También podemos relacionar funtores contravariantes; es decir,
podemos definir 7 : F — G donde F,G : € — © son funtores contravariantes y &€, ® categorias. En este
caso T con ciertas propiedades, es llamada transformacion natural. El concepto de transformacion natural
fue una de las grandes motivaciones para la creacién de la teoria de categorias en los trabajos de Saunders
Mac Lane y Eilenberg en cohomologia.

Para demostrar el teorema de Cayley para grupos, nos falta ver algo mds de la teoria de categorias como
el Lema de Yoneda que hace de las categorias una teoria con construcciones y teoremas profundos. El lema
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de Yoneda nos dice que existe una biyeccion entre los conjuntos F X' y Mor(e seq] (Hx,F)donde F : € —
Set es un funtor contravariante, X € 0b(€) y More se(Hx, F) es el conjunto de las transformaciones
naturales de la forma 7 : Hx — F, para mas informacion sobre el lema de Yoneda ver [7].

Recordemos que el grupo simétrico sobre un conjunto A, denotado por S4, es el grupo formado por
las aplicaciones biyectivas de A en si mismo, bajo la operacién de composicién de funciones, es decir
Spy:={Y:A— A| T biyeccién}. Si A es un conjunto finito con n elementos, entonces el grupo S4
es llamado grupo de permutaciones de n elementos, que sera denotado por S,,; es sabido que el orden de
este grupo es n! y no es abeliano para n > 3. El teorema de Cayley para grupos afirma que todo grupo
G es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S := {Y : G — G | T biyeccién}, en el caso de
que G sea finito de orden n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de .S,,. Para utilizar el lema de Yoneda
en la prueba del teorema de Cayley, construiremos una categoria a partir de grupos y también probaremos
algunos lemas.

2. Preliminares. En esta seccién veremos algunas definiciones y ejemplos, asi como la prueba del
lema de Yoneda.

Definicion 2.1. Una categoria € consta de una coleccion Ob(T), los elementos de Ob(€) se llaman ob-
jetos y se denotan A, B, C, D,... Para cada par A, B € Ob(€) se tiene un conjunto denotado More (A, B)
a cuyos elementos los llamaremos morfismos. Si f € Morg (A, B) denotamos f : A — B. Para cada terna
A, B,C € Ob(€) se tiene una aplicacion

o: More(A,B) x Morg(B,C) — More(A,C),
(fr9) = gof,

llamada composicion de morfismos, que satisface las siguientes condiciones:
1. Para cualesquiera f € Morg(A, B), g € More(B,C)yh € Moreg(C, D) se tiene que h o (g o
f) = (hog)o f. Porlo tanto, la composicion de morfismos es asociativa.
2. Para cada A € Ob(C), existe un morfismo 14 € More(A, A) llamado morfismo identidad, tal
que para cualesquiera f € More(B, A), g € Moreg(A, B) tenemos que 1a0 f = f,gols = g.

Ejemplo 2.1. La categoria de conjuntos Set cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son las
funciones.

Ejemplo 2.2. La categoria de grupos abelianos Ab cuyos objetos son los grupos abelianos y cuyos
morfismos son los homomorfismos de grupos abelianos.

El siguiente ejemplo es importante para el resultado central.

Ejemplo 2.3. Todo grupo (G, -) puede ser visto como una categoria que denotaremos por €. Esta
categoria tiene un solo objeto que lo denotaremos por” x” y cuyos morfismos serdn los elementos del
grupo. En efecto: Vamos a definir la aplicacion composicion como la operacion del grupo G, es decir:

o: Morg (*,%) X Morg,(x,%) — More,(*, %),
(f,9) = gof=g-f

Por la operacion del grupo tenemos que (hog)o f = (h-g)-f =h-(g-f) = ho(go f), para
cualesquiera f,g,h : * — xen€g yexistee: x - xenCqtalqueeo f =e-f = fygoe=g-e =g,
paracada f,g : *x — x en &g, donde e € G es el elemento neutro. Por lo tanto € es una categoria.

Ejemplo 2.4. La categoria de anillos conmutativos con unidad CRing cuyos objetos son los anillos
conmutativos con unidad y cuyos morfismos son los homomorfismos de anillos conmutativos que respetan
la unidad.

Ejemplo 2.5. Sea R un anillo con unidad. La categoria de médulos a izquierda R-Mod cuyos objetos
son modulos a izquierda y cuyos morfismos son los homomorfismos de R-mddulos a izquierda. También
tenemos la categoria de modulos a derecha Mod-R cuyos objetos son los R-modulos a derecha y cuyos
morfismos son los homomorfismos de R-modulos a derecha.

Ejemplo 2.6. Si K es un cuerpo, tenemos la categoria de los K-espacios vectoriales Vectx cuyos
objetos son los K-espacios vectoriales y cuyos morfismos son las transformaciones lineales.

Ejemplo 2.7. La categoria de espacios topologicos Top cuyos objetos son los espacios topologicos y
cuyos morfismos son aplicaciones continuas entre espacios topologicos.
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Para ejemplos mds sofisticados se puede revisar [6], y para una descripcion de categorias sin hacer uso de
la teoria de conjuntos ver el famoso libro de MacLane [4].

Definicion 2.2. Sean € y © categorias. Un funtor contravariante que va de € a ® es denotado por
F : € = Dy se define como sigue.
i) Para cada objeto A € Ob(€) asignamos un objeto FA € Ob(D).
ii) Para cada morfismo f : A — B en € asignamos un morfismo Ff : FB — FA en D tal que

1. Para cada A € Ob(C) se tiene que Fla = 1r4.
2. Para A,B,C € Ob(€) ypara f : A — B, g: B — C morfismos en € se tiene que F(go ) =
FfoFg.

Ejemplo 2.8. Para cada X € Ob(C€) definimos Hx : € — Set de la siguiente manera: Para U €
Ob(€) tenemos que HxU = More(U, X) y para un morfismo f : U — V en € tenemos un morfismo en
Set

Hxf:HxV :=More(V,X) — HxU:=Mor(U,X),
g =  Hxf(g):=gof

Asi definido H x es un funtor contravariante.

Ejemplo 2.9. Definimos F : Set — Set de la siguiente manera: Para cada A € Ob(Set) definimos
FA :=P(A)donde P(A) es el conjunto potencia de Ay para cada morfismo f : A — B en Set definimos
el morfismo

Ff:FB —  FA,
B, — fﬁl(Bl).

en Set. Asi definido F es un funtor contravariante.

Definicion 2.3. Sean € y © dos categorias y sean F,G : € — D dos funtores contravariantes. Una
transformacion natural T : F — G es dada por una coleccion de morfismos 74 : FA — GA, indexada por
los objetos A € Ob(€) tal que:

1. Para cada objeto A € Ob(C) existe un morfismo 74 : FA — GAen®.
2. Para cada morfismo f : A — B en € el siguiente diagrama conmuta en ®.

FA 22 GA

A

Ejemplo 2.10. Sean € y © dos categorias y F : € — © un funtor contravariante. Definimos T : F —
F tal que asigna a cada A € Ob(€) el morfismo identidad Ty = 1x5 : FA — FA enD. Asi definido T es
una transformacion natural.

Ejemplo 2.11. Sean € y ® dos categorias y F,G,J : € — D tres funtores contravariantes. Si
T:F —=Gyn:G — J son transformaciones naturales entonces no 7 : F — J es una transformacion
natural si tiene la siguiente propiedad: Para cada A € Ob(€) tenemos que (10 T)a = 14 © Ta.

En efecto: Vemos que para cada A € Ob(€) podemos asociar un morfismo (noT)4 =na o074 en D.
Ahora veamos que para cada morfismo f : A — B en € el siguiente diagrama conmuta en D.

(noT)a

FA——TJA

A o

FB—— 9B

(noT)B

estoes, Jfo(not)g = (not)aoFf. Porhipdtesis los siguientes digramas conmutan en D
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FA-—"25GA

A

FB——>GB

GA-—"2s 74

of o

QBWJB

esto quiere decir que G forg = TpoF f, J fonpg = naoGf. Partimosde J fo(not)p = J fo(ngotp) =
(Tfonp)otp = MmaoGf)otp =mnao(Gforp) =nao(taoFf)=maoTa)oFf=(nor)aoFf.
Porlo tantono 1t : F — J es una transformacion natural.

Definicion 2.4. Sean € y © dos categorias y sean F,G : € — D dos funtores contravariantes.
Las transformaciones naturales p, 7 : F — G son iguales si para cada A € Ob(C) se tiene que g = Ta.

Ahora vamos a considerar la categoria de los funtores contravariantes que denotaremos por [€, D] don-
de los objetos son funtores contravariantes de la forma F : € — © y los morfismos son transformaciones
naturales de la forma 7 : ¥ — G donde F,G : € — ©. Veamos que en efecto [€, D] es una categoria:
Vamos a definir la aplicacion composicién como sigue:

o: More(F,G) x More(G,J) — More(F,J),

(r,m) +— nor.

tal que para cada A € Ob(C) se tiene que (1o 7)4 = na o T4. Esta aplicacién estd bien definida por el
ejemplo 10. Vemos que (ton)opu = 70 (nou), pues ((1on)ou)a = (to(nou))a, paracada A € Ob(€)
y para cualesquiera7: F -G, n: G > Tyu:J —E.

Esto quiere decir que la aplicacién composicioén es asociativa. Por otro lado tenemos que para cual-
quier objeto F : € — D de la categoria [¢, D], existe un morfismo 1x € More »)(F, F) tal que para
cualesquiera 7 € More,9)(G,F) yn € More o)(F,G) tenemos que 1z o7 = 7y noly =7, pues
(1roT)a=7ay(nolr)s =na,paracada A € Ob(C). Por lo tanto [€, D] es una categoria.

Proposicion 2.1. (Lema de Yoneda) Sea F : & — Set un funtor contravariante. Para cualquier
X € Ob(€) se cumple que existe una aplicacion biyectiva

T:FX — MOT[@)Set](’Hx,]:)

Demostracion: Definimos T' de la siguiente manera:

T:FX — MOT[¢7Set](Hx,.F)7

a — T(a):=71"

tal que para cada U € Ob(€) se tiene que:

T HxU — FU,
fo— 15(f) = Ffla).

Vemos que 7f; estd bien definidayaque f : U — X € HxU := More(U, X) luego Ff : FX — FU
es un morfismo en Set ya que F : € — Set es un funtor contravariante y como a € FX entonces
Ff(a) € FU. Ahora veamos que 7* : Hx — F es una transformacién natural. En efecto: dado un
morfismo o : U — V en € vemos que el siguiente diagrama
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HxU V= FU

’Hx(xT T]—‘a

HXVTT)]:V

v

es conmutativo pues (77 o Hxa)(r) = 78 (Hxa(r)) = 8(roa) = Froala) y (Fao 7%)(r) =
Fa(ri(r)) = Fa(Fr(a)) = (Fao Fr)(a) = Fro a(a) luego 7% es una transformacion natural. Por lo
tanto 7" estd bien definida.

Afirmacién 1: T es inyectiva. En efecto: sean a,b € FX tales que 7% = 7°. Tomemos U = X luego

T HxX — FX,
1x +— a,
pues 74 (1x) = Flx(a) = 1xx(a) = ay dado que 7 = 7° entonces 74 = 7% luego 7% (1x) =
7% (1x) entonces a = b. Por lo tanto T es inyectiva.

Afirmacion 2: T es sobreyectiva. En efecto: por probar que para cada 7 € Mor(e se (Hx, F) existe
un a € FX tal que 7 = 7y para cada U € Ob(€). Dada 7 € More seq(Hx, F) y un objeto U € Ob(C).

Consideremos el morfismo o : U — X en € entonces el siguiente diagrama conmuta

HxU L= FU

el e

HxX —— FX

pues 7 : Hx — F es una transformacién natural. Tenemos que (ty o Hxa)(lx) = 7u(Hxa(lx)) =
Tu(lx o) = Ty(a) pues 1x € Hx X y por otro lado como el diagrama conmuta entonces tenemos la
siguiente igualdad (7 o Hxa) = (Fao7x) luego (T o Hxa)(lx) = (Faorx)(lx) = Fa(rx(lx))
y llamemos a 7x(1x) := a € FX entonces 7{:(a) := Fa(a) = (7 o Hxa)(lx) luego tenemos que
Ty (@) = 78%(cv). Por lo tanto T es sobreyectiva.

Para mas informacidn sobre el lema de Yoneda se puede revisar [1], [3] y [7].

3. Resultado central. Después de haber presentado las definiciones en la seccién 2, procederemos a
demostrar el teorema de Cayley para grupos, antes veremos algunos resultados.

Lema 3.1. Sea € una categoria, entonces More(A, A) es un monoide con la composicion de morfis-
mos.

Demostracion: Si f,g € More(A, A) entonces se tiene que g o f € More(A, A), también se tiene
la asociatividad (h o g) o f = h o (go f), ya que el morfismo identidad 14 : A — A es Unico tal
que lyof = foly = f para cada morfismo f : A - A € More(A, A) entonces concluimos que
More(A, A) es un monoide. En particular, si € es una categorfa entonces M or(¢ sef (F, F) €s un monoide
con la composicién de transformaciones naturales.

Lema 3.2. Existe una biyeccion entre H.x y More, sef (H«, Hs).

Demostracion: Por el lema de Yoneda tenemos que existe una biyeccién

F:Hox — More, set)(Ha, Ha),
S s

tal que para cada x € € se tiene que:
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T,{:H** — Hk,

g +— 1) :=Hg(f)=f g

Lema 3.3. Para cada f,g € H.x se tiene que F(f o g) = F(f) o F(g), donde F es la biyeccion del
lema anterior.

Demostracion: La igualdad F(f o g) = F(f) o F(g) es lo mismo que 7/°9 = 7/ o 79 y esto es

equivalente a 7% = (rf o 79), = I o 19 para cada * € Cg, luego probar la igualdad F(fog) =

F(f) o F(g) es lo mismo que probar 7/ °?(h) = (7{ o 7¢)(h), para cada h € H,* y esto tltimo justamente
se da pues 7/°9(h) = 78 (h) = h-(g- f) = (h-g)- f = vl (h-g) = el (7 (h)) = (] o 7)(h), para
cada h € H,x.

Después de haber enunciado los lemas 3.1, 3.2, y 3.3, demostraremos el Teorema de Cayley para Grupos
siendo el resultado central del presente trabajo.

Teorema 3.1. (Teorema de Cayley para Grupos). Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de algiin
grupo simétrico.

Demostracion: Sea (G, -) un grupo, para cada g € G definimos el siguiente automorfismo

vg: G — G,
for— Y(f):=g-f

Es facil ver que More,, seq(H+, H+) C {tg | g € G} C{Y : G — G| T biyeccién}. Por los lemas
3.1, 3.2y 3.3, tenemos que F' : H,x — Mor[e set) (H.,H,) es un isomorfismo de monoides y dado
que H.* = G, donde G es un grupo entonces More, set(H«, H+) €s un grupo, luego obtenemos que
More set)(H«, H+) es un subgrupode {Y : G — G | T biyeccion}.

Por lo tanto el grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S¢ = {Y : G — G | T biyeccién}
y esto es justamente el teorema de Cayley para grupos.

En [5], se da una idea de la prueba del teorema de Cayley para grupos, utilizando un corolario del lema de
Yoneda, el funtor covariante H* : €5 — Set, y la categoria de los funtores covariantes [€, D], donde los
objetos son funtores covariantes de la forma F : € — © y los morfismos son transformaciones naturales
delaforma7: F — Gdonde F,G : € — D.

4. Conclusiones. Las categorias con las que hemos trabajado son llamadas categorias localmente
pequenas, es decir aquellas categorias donde More(A, B) es un conjunto. Existen categorias donde la
coleccién de objetos es un conjunto, estas categorias son llamadas pequefias, como por ejemplo la categoria
del ejemplo 3, también existen categorias donde la coleccidn de objetos y la colecciéon de morfismos no
son conjuntos, como por ejemplo la categoria de las categorias denotada por Cat, donde los objetos son
categorias pequeiias y los morfismos son funtores entre categorias pequeias, ver [6] y [8].

Gracias a que las transformaciones naturales se pueden componer de forma natural, conseguimos que [&, D]
sea una categoria, luego para enunciar el lema de Yoneda consideramos la categoria [€, Set]. Para llegar a
probar el teorema de Cayley para grupos, trabajamos con la categoria €¢ y por el lema de Yoneda y los
lemas 3.1, 3.2 y 3.3 obtuvimos un isomorfismo de monoides entre H.* y Mor(e, seq) (H«, Hx)-

Este trabajo se desarrolld con la finalidad de presentar la demostracion del teorema central, de manera
detallada, ya que en la literatura de teoria de categorias solamente suele ser mencionada la idea de la prueba.
También, es importante mencionar que este trabajo ha sido escrito de tal manera que puede ser entendido
por lectores que no estén familiarizados con esta drea de la matematica.
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