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Abstract
In this article we prove that the Cauchy problem associated to the Schrédinger equation in periodic Sobolev
spaces is well posed. We do this in an intuitive way using Fourier theory and in a fine version using Groups
theory, inspired by works Iorio [3], Santiago and Rojas [12] and [13]. Also, we study the relationship
between initial data and differentiability of the solution.
Finally, we study the corresponding non-homogeneous problem and prove that it is locally well posed, and
that the solution has continuous dependence with respect to the initial data and the non-homogeneity in

compact intervals.
Keywords . Groups theory, Schrodinger equation, non homogeneous equation, periodic Sobolev spaces, Fourier
theory.

Resumen

En este articulo probamos que el problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Schrédinger en espacios
de Sobolev periddico estd bien colocado. Hacemos esto en un modo intuitivo usando la teoria de Fourier
y en una version elegante usando la teoria de grupos, inspirados en los trabajos de Iorio [3], Santiago
and Rojas [12] y [13]. También, estudiamos la relacion entre el dato inicial y la diferenciabilidad de la
solucion.

Finalmente, estudiamos el correspondiente problema no homogéneo y probamos que estd localmente bien
colocado, y que la solucién posee dependencia continua respecto al dato inicial y a la no homogeneidad

en intervalos compactos.
Palabras clave. Teoria de grupos, ecuacién de Schrédinger, ecuacién no homogénea, espacios de Sobolev pe-
ribdico, teoria de Fourier.

1. Introduccién. Sea la ecuacién del Schrédinger propuesto por el fisico austriaco Erwin Schro-
dinger (1925)

(1.1) Up— iUy, =0,

con dato inicial u(0) = ¢ € H,),,, donde s es un ntimero real y denotamos por Hy,, al espacio de Sobolev
periddico de orden s. Dicha ecuacién describe la evolucién temporal de una particula no relativista.
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Esta ecuacion es importante en la teoria de la mecdnica cudntica. Schrédinger discute en detalle las
relaciones entre la mecdnica hamiltonianay éptica en 1926, ver [6] y [14]. Para la justificacion fisica del
modelo podemos citar [2]y [15].

De [2], la ecuacion de Schrodinger homogénea estd bien colocada para todo s real. Este resultado
lo demostraremos adaptando y siguiendo las ideas de [3], [12]y [13].

Citamos algunos trabajos de existencia via semigrupos [5], [7], [8], [9], [10] y nos apoyamos de
algunos resultados de [11]. También, no podemos dejar de mencionar la riqueza de informacién de [4]
y [1].

Probaremos la existencia y unicidad de solucién de (1.1), asi como la dependencia continua de
la solucién respecto al dato inicial. Luego, introduciremos una familia de operadores para reescribir
nuestro resultado en una versién més elegante. Haremos el andlisis de diferenciabilidad versus dato
inicial del problema.

Luego, surge naturalmente preguntarse ;Qué sucede para el caso no homogéneo? ;Sera bien colo-
cado?

Bueno, motivados por [3]y [13] podremos responder las interrogantes planteadas. Esto es, proba-
remos que el modelo no homogéneo de (1.1) estad localmente bien colocado.

Nuestro articulo estd organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos la metodologia usa-
day citamos la referencia usada para los resultados preliminares que se puedan necesitar. En la seccién
3, probamos que el problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Schrodinger homogéneo estd bien
colocado. En la seccién 4, hacemos el analisis de la diferenciabilidad de la solucién versus dato inicial.
En la seccién 5, probamos que el problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Schrédinger no ho-
mogénea estd localmente bien colocada y ademds obtenemos que la solucién depende continuamente
respecto al dato inicial y a la parte no homogénea del problema.

Finalmente, en la seccién 6, damos las conclusiones de nuestro estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico, en este trabajo usamos fuertemente los siguientes tépicos:
Teoria de Fourier en espacios de Sobolev periédico, andlisis armoénico, teoria de grupos, semigrupos de
clase C, y familias fuertemente continuas. Como referencia en la revisién de algunos resultados previos
que usaremos, citamos a Iorio [3], Santiago and Rojas [12, 13].

Toda esta teorfa la usamos en el anélisis de existencia y buena colocacién del problema de Cauchy
para la ecuacién de Schrodinger, realizando una serie de célculos y aproximaciones en el desarrollo del
trabajo.

3. Existencia de solucién de la ecuacién de Schrédinger homogénea . En esta seccién, empeza-
mos probando que existe solucién de la ecuacién de Schrodinger homogénea en espacios de Sobolev
Peri6dico, usando la teoria de Fourier.

Teorema 3.1. Sea s un niimero real fijo y el problema homogéneo

ue C[R, Hy,,) N C' (R, Hy.2),
(P3)| O,u—idiu=0€ H,.%,

u0) =¢eH,,,,
entonces (P3) estd globalmente bien colocado i.e. u € C[R, Hy,) N Cl(R, H;,;f) satisfaciendo la ecuacion
(P3) , de modo que la aplicacién : ¢ — u, que asigna a cada dato inicial ¢ la solucién u del PVI (P3), es
continua.
Ademds, la solucion u satisface la regularidad: u(t) € H;,er, VteR,Vr<s con IIu(t)IIH’;er < ||¢||H§er ,
VieR, Vr<sylulps, =1lpys,  VIER.
También se obtiene que la aplicacion: ¢ — 0;u que asigna a cada dato inicial ¢ la derivada de la solucién
u del PVI (P3): 0;u, es continua y satisface:

10:u(t)—0: (D52 < llp—Plls, VEER,
sup 10, u(t) = 8, (8)|ls—2 < llp— Plls.

teR

Ademds, 0;u(t) € Hz VteR, VO < s -2 ysatisface:

er’

I0:u(®)llg <lplls, VIER, VO <s-2,

sup||0;u(®)llg < lplls, VO < s-2.
teR

Demostracién: La prueba lo hacemos de la siguiente forma:
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1. Primero obtendremos el candidato a solucién. Para conseguir ese candidato tomamos la trans-
formada de Fourier a la ecuacion

Ou—id u=0
obteniendo
0=0,a—-i(ik)*a = 0,0+ ik*a,

que para cada k € Z es una EDO con dato inicial #(k,0) = (f)(k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-
den homogéneo

aeCR, I12(2)),

Qi) | 0,a(k, 1) +ik*a(k, 1) =0,
a(k,0) = ¢p(k) con p € I2(2),

Vk € Z y conseguimos
ik, 1) = e” (k)

de donde obtenemos nuestro candidato a solucién:

3.1) uny = Y ak o= Y e k.

k= oo k=700 =1
2. En segundo lugar, probaremos que
(3.2) u(t) € Hp,p y llu@lls = l¢lls, VI€R.
En efecto, sea t Ry ¢ € H,),,, entonces

+00 . .
lutlf, =2m Y A+k)%e F P

k=—00

+00
(3.3) =21 Y (1+kHIpK)I1%

k=-00

_ 2
=19l -

3. Ahora, probaremos que u(-) es continua en R.
Sea t' € R, obtenemos

+00

lu@) = w3 =21 Y. A+ = e F )bk
per k:700
too u 2 240
(3.4) =21 Y A+ kDSIpR)P e F - e IE 2,
k=—o00

H(t):=

Se observa que lim,_. » H(t) = 0. Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie pa-
ra el intercambio de limites. Para esto, tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos
por una serie convergente. Esto es,

~ 7 1.2 2.0 2 ~
I = 2m(1+ K2SIp(R) e — e F 1 < 8r(1+ KA 1012,
| S ——
<2
donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la igualdad |e?®| = 1,

VO eR.
Asi,

+0o0 2
I, <4 < 00,
2 ke <4l <oo

k=-00



40

Santiago Y, Rojas S.- Selecciones Matemadticas. 2021; Vol. 8(1): 37-51

y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie converge uniformemente.
Luego, estd permitido el intercambio de limite, esto es,

+o00o
0=<lim lu(®) - w3, = Y limI,=0
t—t' L R
——

=0

y de ahi concluimos lim || u(£) — u(t) I, = 0.
t—t er

. Probaremos que

u(t+h)—u(r)

—id%u — 0 cuando h— 0.

h Hyg?
En efecto,
t+h) —ult 2
AL RUCRY
Hpet
+oo | ek _ ikt 2
=21 Y (1+kH2|pk)| —i(ik)2e Kt
k=-00 h
2
+oo —ik’h
R . -1
(3.5) =21 Y (1+K)%2|pk)|? e”‘zf.{eTJrikz}
k=-o0
M((h):=

Usando L'Hospital tenemos que M(h) — 0 cuando h — 0.

Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para habilitar el intercambio de limi-
tes. Para ello procedemos mayorando el k-ésimo término de la serie. Previamente, para h > 0
observamos lo siguiente:

—ik*h h h
-1 10 i 1 ;
eT :f has {e_lkzs}ds - f E[_lkZ] e_lkZSds
0 0

y tomando norma, tenemos
e—ikzh 1

(3.6) h

ds = %{|k|2}-h = |kI*.

h 2
_ik2|f ‘e—z s
0

Considerando h < 0 para el caso t # 0, obtenemos

-ik?h _ 0 . 0 .
LA > L. f llz(fs {e“kzs}ds = —f %[—ikz]e_lkzsds,
h

tomando norma y usando que Ieiﬁl =1, VI €eR, tenemos

—zk2h

3.7 —

<ﬁwmﬁ[ds— (K2} 1h] = 1K

Usando las desigualdades (3.6) y (3.7) procedemos a mayorar |M(h) 12 como sigue
(3.8) IM(h)P < {21k} < Cs[1+1k7])°

Esto también es valido para el caso ¢ = 0, donde hemos usado (3.6) para el caso k& > 0 y (3.7)
parael caso h <0.

Ahora, pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde usamos la estimativa (3.8),
obteniendo

1+ K252 |p) | IM(W < (1 + k)52 | gk |* Cs (1 + k12>
= C5(1+ k)% |
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+00
y como la serie 27 Z 1+ kz)s entonces usando
k=—00
el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (3.5) converge uniformemente y por lo

tanto es posible intercambiar limites y obtener

(z)(k)|2 =12 . < oo desde que ¢ € H),

er’

£+ h) - u(t ’
w_iaiu — 0 cuando h— 0.

§—2
H;;er

. Probaremos la dependencia continua de la solucién respecto a los datos iniciales, i.e. sean ¢ y
¢ datos préximos en H;er, entonces sus correspondientes soluciones u y i, respectivamente,
también estdn préximos en el espacio solucién. Sea € R,

+00 . A = 2
lu-aol3, =2r 3 | @ -gu| -+,

k=-00

+00
=21 ) (1+k%°

k=-00
=llp—pli%,s
Hper

Tomando supremo sobre R, tenemos

-~ = 2
) —cp(k)(

3.9) supllu(d) — @)l gs, = lldp—Pllgs

er er "
reR r r

De aqui tenemos que si ¢ — ¢ entonces u — ii.
. Unicidad de Solucién.- La igualdad (3.9) nos permitird mostrar que la solucién es tinica. En
efecto, sea ¢ € Hy,, y supongamos que existan u y & dos soluciones, usando (3.9) obtenemos,

lu(@) - @@l gs,, <suplu@) - @Dl s, = lIp—Pliys, =0, VTR,
teR

de donde concluimos que u = .
Asi, el problema (P3) estd bien colocado y su tinica solucién que depende continuamente del
dato inicial es

+00 . . .
u, =Y e Flhietr.

k=-00

. Sear < s entonces H,,, < Hy,, y desde que el dato inicial ¢ € H,),,, entonces ¢ € H,, y satis-
face

(3.10) Pl < llplls.
De (3.3) y usando (3.10) obtenemos

lu@? =117 < Il < oo.
Es decir,

(3.11) u(t) € Hj,,, V1 € (—00,5).

8. Asi, de (3.2) y (3.11) concluimos que para t € R se tiene

u(t) € H;er, Vr e (-oo,s].

9. Probaremos que 0;u(-) es continua en R. En efecto, sea t € R, conseguimos:

I8, u() —d,ult)>,

+00
=21 ). (A+k)*%10,u(D (k) -8, u@) (k)

k=—00
too 2 20~
—on Z (1+k2)s—2|(ik2){e—lk t_ ikt }¢(k)|2
k=—00
+00 12 2120 2 o
(3.12) =21 Yy (1+k2)5‘2(k2)2|e‘”“ L_eik t) |p(k)|?
k=—00 —
H(t):=
+00 .
< Y 2n(+KASHOIPUR)I? .
k=—oc0 g

Ik,t::
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Se observa que lim,_., H(t) = 0.
Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el intercambio de limites. Para
esto, tomamos el k - ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie convergente, i.e.

I <271+ k5 %41p(0)1* = 8n(1+k*)*|p(k)1?,

donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la igualdad || = 1,
VO eR.
Asf, la serie

+00 2
Y Ik =4lpls < oo

k=—00

es convergente, y usando el Teorema del M-Test de Weierstras tenemos que la serie converge
uniformemente. Luego estd permitido el intercambio de limite, esto es

+00
0 < lim 10, u(t) - d,u(th >, = Y lim Iz, =0
t—t t—t

k=-0c0
=0

y de ahi concluimos

lim [0, u(t) — 0, u(t)|%_,=0.
t—t

Esto es, lim ||0; u(f) — 0;u(t)|s—2 = 0.
t—t'

Probaremos la dependencia continua de 8, u respecto a los datos iniciales, i.e sean ¢ y ¢ pro-
ximos en H),,, entonces sus correspondientes derivadas de las soluciones uy &, esto es 0,u 'y
01, respectivamente, también estdn préoximos. Sea ¢ € R,
+00 PPN ~
10;ut) =0, @, =21 Y., (L+Kk 2(=ik®e * {plk) - pk)}?
k=—o00
+00 ~
=2 Yy (L+ k52 (kY|P — ph)*
k=—o00
+00 ~
<21 Y (L+KD)SIptk) — p(k)

k=—0c0
=llp-@l3,
esto es,

10, u(t) =0, T2, < llp— PlI=.

10,1(8) =3, T(D)l5-2 < I p = .
Tomando supremo sobre R, obtenemos

sup 10, u(t) = 3,80l s—2 < llp—PlIs.

teR

Del item anterior tenemos que vale la desigualdad

10:u(®)lls—2 < lIplls.

Ademés, usando inmersién continua de espacios de Sobolev periédico, tenemos que [|0; u(t) |l ,—2 <
lpll- < lplls, Vr < s. Asi, O,u(t) € ng,, VO € (—oo,s—2]. O

En consecuencia tenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.1. La tinica solucion de (P3) es

+00 . )
u, =Y e Flhietr.

k=-00
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Ahora, introduciremos una familia de operadores que verificardn las condiciones de ser un grupo
de clase Cy.
Teorema 3.2. Sea s € R y la aplicacion

er)

T:[R—»L(H;,
t— T(1)

talque T (1) = eiait ,L.e.aplicaT(t)p = {e”'kzt(f)(lc)}v, Ve H;,er. Entonces {T ()} rer €s un grupo unitario
de clase Co en H),,.
Ademds, se verifican los siguientes enunciados:

1. T()¢pe CR, H,,), Ve HS,,,

2. Laaplicacion ¢ — T(-)¢p es continuay ¥V @1,¢@2 € H;e, se satisface:

1T @1 - T2l s, = o1 — P2y, VIER,

sup I T()p1 = T2l g3, = 91— 2llms,, -
teR

Demostracién: Primero observamos que T(0)¢p = ¢, V¢p € H,,,,, asi T(0) = I. De la linealidad de la

transformada de Fourier y de su inversa tenemos que 7'(¢) es lineal.
Sige H;e, probaremos que T(#)¢ € H;er vy ITHls = ldls, ie. IT@)] = 1. En efecto, procediendo
andlogamente a (3.3), obtenemos

+00 . R
||T(t)¢||§,§er =2m Yy 1+ K2 e K k) 2

k=-00

+00
(3.13) =21 Y (A+kHIph)?

k=—00
= ||¢||§I§er <00.
Luego, T()¢p € Hzer vIT®ls = lpls, es decir T(1) € L(H;e,) con | T(H|=1.
Ahora probaremos que T'(t+71) = T(t)oT(r), Vt,r € R. En efecto,

T(t+7)f(x) = Z e—ik2(t+r)f-(k)eikx — Z e—ithe—ierf(k) eikx = T(1)g(x),
k=—00 k=—o0 —
g(k):=
donde g es tal que g(k) = e‘”“zrf(k), Vke Z. Asi,
oo 12 A .
g =Y e il =T f).

k=—oc0

Porlotanto, T(t+r)f=T(f)o T(r)f, VL, T €R.
Ahora probaremos la continuidad de t — T'(#)¢, esto es

(3.14) I T(t+ h)gb—T(t)(/)IlH;er — 0 cuando h — 0.
En efecto, usando el item 3 de la prueba del teorema anterior, tenemos

IT(t+ - TPl
per

+00 . . R
=or Y (1+k2)s|(e—lk2(t+h) —e_lth)(,b(k”z

k=—0c0

= 2\81 51121 p—ikE(t+h) _ —ik?t )2
(3.15) =21 ) A+k)1pk)I°|e —e 2,

k=-co H(t+h)

Observamos que limy,_qg H(t + h) = 0.
Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el intercambio de limites. Para eso,
tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie convergente, i.e.

Lo =211+ K5I (k) [2le K _ o=k 12 < gn(1 4 k2)S|h(k) I,

donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la igualdad |e??| = 1, VO € R.
Asi,

+00 9
(3.16) 2 Tk <41l < oo,

k=-00
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y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie en (3.16) converge uniformemente.
Luego estd permitido el intercambio de limite, esto es

+00
m | T(t+h)¢p—-TWPI5: = Y. limI,, =0.
h—0 per L Io h—0
~——

=0
Observacion 3.1. Se verifica rdpidamente que

, _ S
im | (¢ = Pligs,, =0, VP € Hpe, .

Se sabe, lo siguiente:
Observacion 3.2. Si {T ()} e es un grupo de clase Cy entonces satisface

lim | T(5)p—~ TPl g, =0 V7 €R, VP € Hy,.
7 er

Asi, obtenemos:
Observacion 3.3. Se verifica (3.14). En fecto, con la observacion 3.1 tendriamos que {T (1)} g s un
grupo de clase Cy. Asi, por la observacion (3.2) se tendria (3.14).
Por lo tanto, {T(#)}er €s un grupo unitario de clase C, en H;er.
Sean ¢, y ¢, datos préximos en Hzer, entonces probaremos que sus correspondientes T'(:)¢1 y T(-)p2,
respectivamente, también estan préximos. En efecto, como {T(#)};er €s unitario, para ¢ € R obtenemos
1T 1 — T2l s

per

=IT@Ip1 - @2lllgs,, = o1 - @2llgs,, -
Tomando supremo sobre R, tenemos

(3.17) sup | T()pr = T(D@2ll ms,, = lo1 = 2l g, -
teR
De aqui tenemos que si ¢ — ¢, entonces T(:)¢p; — T()py. O
A seguir enunciaremos el Teorema 3.1 en funcién del grupo {T'(#)} cg.
Teorema 3.3. Sea s € R y {T(t)};er el grupo unitario de clase Cy del Teorema 3.2, T(-)¢ es la tinica
solucion de
ue C[R, H,,) N C' (R, Hy,2)

— s—2
ur=AuenH,,; )

u@=¢e H’S,e,

en el sentido que

T(t+h)$— T

=0,
h

(3.18) lim

jm -AiT(D¢

Hs—Z

per

donde Ay := 0%, y si @1 ~ @2 entonces T()p; ~ T()pa.

Ademds, se satisface la siguiente regularidad: Si ¢ € H ;, or entonces T(H)p € H ;er VteR, Vr < s yasiexiste
una constante C > 0 tal que || T(t)(l’”H{,e, < C”(P”Hf,e, VIER, Vr<sy|l T(f)¢||H§,e, = ”(p”H;;er VteR.
También, se obtiene que la aplicacion: ¢ — A1 T(-)¢p que a cada dato ¢ € H ;e, le asigna A, T ()¢, es conti-
nua. Esto es,

IA T(OG— A T(OPlls—2 < llp—Pls, VEER.
Asi,

supl| A1 T()p~ A T(DPlls—2 < 1p~lls.
teR
Ademds, A\ T(t)¢p e ng,, VieR, VO <s-2,con||AiT(O)llg<Ildlls, VEER, VO <s-2.
Asi,
sup |Ai T(Dpllg < glls, VO < s—2.
teR
Demostracion: La prueba de (3.18) es andloga al del item 4 de la prueba del Teorema 3.1. Y la prueba
del resto del enunciado también se sigue como la prueba del Teorema 3.1 y como consecuencia del
Teorema3.2. O
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4. Andlisis de la diferenciabilidad versus datos iniciales. Con la finalidad de enriquecer nuestro
estudio, buscaremos el espacio infinito dimensional donde ocurre la diferenciabilidad y su conexién
con el dato inicial.

Teorema 4.1. Sea s € R, vale el limite

i u(t+h)—u(t)
im —

lim —id%u(t)

=0, VteR

—2
Hrs)er

siy solamente si p € H,),,.
Demostracion: Sea ¢ € H;,er, la prueba lo hacemos andloga a la prueba de diferenciabilidad del

+00 o .
teorema3.1. Sea s € R, si ¢ € H,,, entonces u(f) = > e_’kztgb(k)e’k(') y u es solucién de (P3). Recuerde

k=—0c0
obtenemos
t+h)—ut 2
M—iaiu(t)
h 52
per
_ik? 2
P 2y5-2 —ikztzelkh_l 2| 22
=21 ) (1+k°)*?le " p +ik%| 1pk)l
2
+00 e—ikzh_l N
(4.1) =21y (1 +Kk) 2| ———— +ik*| PO
= h
— ———
M(h):=

Usando L'Hospital tenemos que M(h) — 0 cuando h — 0. Ahora, necesitamos la convergencia unifor-
me de la serie para habilitar el intercambio de limites. Para ello procederemos mayorando el k-ésimo
término de la serie. Para h > 0, tenemos

e—ikzh_l
h

< th )efikzs
[hl Jo

Usando la desigualdad (4.2) procedemos a mayorar | M (h) 12 como sigue

1
= Eﬁ) (e_lkzs)sds,

luego, obtenemos
—-ik*h
-1 1
QT |- ik*|ds = —|k[*|hl = |kI*.

4.2
(4.2) 7

(4.3) IM(h)* < 21k1*} < 4{1+ k1%,
Pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, usando la estimativa (4.3), conseguimos
Iis = A+ ) 2 IMWPIGO 1P = 1+ 240+ k5P = (1+ K5 4lh)I%,

y como ||(/)||§ < oo entonces la serie es convergente.
Asi, usando el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie converge uniformemente y por lo
tanto es posible intercambiar los limites, consiguiendo

u(t+h)—u(t 2 too 1o
lim M—iaiu(n =lim2r Y I;s=2m Y limIy, =0.
h=0 h Hig? -0 e k=—oo =0

=0

w —id%u(t) HH;;E? =0, V¢ € R, probaremos que ¢ € Hy,,. En efecto,

como en H,7 vale 0, u(z) = id3u(t), V¢ € R. En particular, para ¢ = 0 es valido :

Reciprocamente, si limy,_¢

H3,2 3 0,u(0) = i05u(0) = i0%¢.
Luego, ¢ € Hp,,. O
Asi, para t =0, se cumple el siguiente resultado.
Corolario 4.1. Sea s € R, vale el limite
) —
lim | 42— 9
h—0 h

=0

—2
H;;er

~i0%¢
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siy solamente sip € H,),,.

En términos del grupo unitario {T(#)};cg, obtenemos los dos siguientes resultados cuyas pruebas
son andlogas a las pruebas del teorema 4.1 y corolario 4.1 respectivamente.

Teorema 4.2. Sea s € R, vale el limite

T(t+h)¢p—T(t
lim ( )b ( )(P—AIT(I)(/) =0, Vr¢eR
h—0 h ;;2,2
siy solamente sip € H,),,.
Asi, se cumple el siguiente resultado,
Corolario 4.2. Sea s € R, vale el limite
T(h)p—
iim |27 40l =0

. ; s
siy solamente sip € Hp,,.

5. Ecuacién de Schriodinger no homogénea. Estudiaremos la existencia de solucién dela ecuacion

de Schrédinger no homogénea en espacios de Sobolev periédico.
Teorema 5.1. Sea s € R fijado, F € C((0,T], Hy,,), T > 0, {T(D)}ser el grupo unitario de clase C,

en Hy,, definido en el Teorema 3.2 (en particular es un semigrupo de contraccion) y uy(t) := fot T(t-

T)F(1)dt. Entonces

up € C(10, T, H3,,) N C ([0, T], H},2).

per

Ademds,

up € C((0, T1, H},,)n C ([0, T), Hy,2), ¥r < s.

También, en H;,;f vale:

t
6MMﬂ=HD+[@ﬂU~ﬂFMdL
0

-

=i0%up (1)

esto es, con respecto a la norma de H f,;f.

Mejor atin, 0, u,(t) = F(1) + iaiup(t) con respecto a la norma de H;,;rz, Vr<s.
Ast, uy (1) satisface:

up € C(10, T}, Hy,,) N CH((0, T1, Hye?)

(Ps,p) | Orup(t)—id3uy(t) = F(r) € HS,2

per

up(0) =0,

con la primera derivada calculada en la norma de H ;,;f.

Demostracion: Probaremos que Up es continua. En efecto, para f < t yTE(t, t"), tenemos
llup () — wp ()l

t t
=||f T(t—r)F(r)dT—f T(t' —t)F(r)dT|s
0 0
t t
SWA{TU—T)—TU“—ﬂHWﬂdﬂh+H]'IYﬂ—rH%ﬂdrh
t

t t
Sfo II{T(t—T)—T(t'—T)}F(T)IlsdT+ft IT(t'—T)F()llsdt.
(5.1)

Por otro lado, conseguimos

t t
(5.2) f ||{T(t—r)—T(t’—T)}F(T)lIsdT<ef dr=cet<eT
0 0
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siempre que |t — t'| < 6.
También, obtenemos
t t
f I T —7)F(7)llsdT = f IF(@)llsdr
t t
[!

< sup IF(@)ls dart
TE(L,t'] t

(5.3) <({'-0 sup IF@)s.
7€(0,T]

Usando (5.2) y (5.3) en (5.1), obtenemos
lim flu (1)~ up(ls=0.
Anélogamente, probamos que

lim ||, () = up (), =0, Vr <s.
t—t'

47

En segundo lugar, usando la versién generalizada al calculo diferencial en espacios de Banach, obtene-

s—2.
mos en H,

r
Orup(n) =Tt —-0)F(t) - T(t—0)F(0) '0+f 0:T(t-71)F(r)dt
0

t
=F(1) +f 0:T(t—T)F(x)dt = F(t) +i0%up (D).
0

Similarmente, vale 0;u, () = F(1) +f0tatT(t—T)F(T)d‘[ =F()+ iaiup(t) en H;;rz, Vr<s.
Ahora probaremos que Gtup es continua. Para t < ¢’ y 7 € (¢, t'), conseguimos

10, up (1) = 0 up ()52 = IF (1) + 105 up (1) — {F (') + 105 up ()} ] 5—2
< F() = F(t) |l 5—2 + 1§05, (£) — i0% 1, (t) | 5-2
= |F() = F(t) I s—2 + 105up (1) — 05 up ()l 5—2
(5.4) <IF(0) = F(t) lls—2 + llup(6) — up () ls.

Usando la continuidad de F'y u, en (5.4), obtenemos

lim 101 (1) = 014 (1) 152 = 0.

Anélogamente, probamos que lim;_. ;s |0, u (£) — 9; up(t’) l;r—2=0,Vr<s.
Finalmente, hemos obtenido en H:;2
O

Teorema 5.2 (Existencia de solucién local). Sea T > 0, s € R fijado, F € C([0, T, H;,er) y

0,u—id%u=F(t) € Hy,r

(P5)
u©0) = ¢e Hs,,,

entonces 3lu € C([0, T), H},,) N C* (10, T, H3,2) solucién de (PY).

per per
Mejor aiin, w e C(0, T), H},,,) N C' (0, T], H},7), V7 < s.

Demostracién: La prueba lo haremos del siguiente modo:

per laigualdad: 0,u) (1) = F(1) + i0%u, (1) y evidentemente u,(0) = 0.

1. Primero, obtendremos el candidato a solucién. Para conseguir esto, aplicamos la transformada

de Fourier a la ecuacién no homogénea (PéE ):
0, u(t) — id%u(t) = F(t)
y obtenemos

0.1k, 1) = —ik?ak, t) + F(k, 1),
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que para cada k € Z, es una EDO no homogénea con dato inicial #(k,0) = ¢(k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones de primer orden no homogéneo.

e C([0,T1,12(2))
Qr) | 0,1k, ©) = iK%k, )+ E(k, 1)
i(k,0) = p(k) con g€ I2(2),

Vk € Z, que resolveremos a continuacion.

Sea k # 0, multiplicando por el factor integrante e
mos

272 .. . .
k"t 3 1a ecuacion diferencial de (Qy), obtene-

1™ ack, 0y = F 'Rk, 1),
integrando de 0 a t, obtenemos
¢ -kZ —~ ¢ ~k2 ~
f@r{e’ Tu(k,r)}drzf e'"“TF(k,1)dT,
0 0
luego,

, [ 2 N
ek, t)—ﬁ(k,O)zf ¥ TB(k, 1)dT,
0

esto es,

. ~ . . -~
ak, 0 =e‘l’“2f¢(k)+e‘lk2ff e TRk, ) dT
0

. —~ t . ~
:e“kzt(p(k)+f e PN Bk 1) dr.
0
Si k =0, la EDO no homogénea es

8,4(0,1) = F(0, 1)

7(0,0) = ¢(0).

Integrando de 0 a ¢, tenemos:

t t
fa,a(o,r)dr:f F,7)dT.
0 0

Luego,
(0, 1) — (0,0) = fo tﬁ(O,T)dr,
esto es,
70,1 = P0) + fo tﬁ(O,T)dT.
Finalmente,

. —~ t . ~
ak, 1) = e 1 H(k) +f e IR UD Rk 1)dT, VEkEZ.
0

El candidato a solucién de (Pf ) es

+00

ut)y= Y k)i

k=—00

+oo o t L0 N
=y {e*’k f¢(k)+f e ik “’”F(k,r)dr}(pk
k=-00 0
+00 YN +00 t . R
=Y Mo+ Y f e U Bk, T dTdye
0

k=—00 k=—00

+00 'k2 - t +oo 'k2 R
= Y e Fpikpi+ Y e MUTIEk, 1) prdT
k=—0c0 0 k=—c0

t
= T(t)gb+f T(t—-1)F(r)drT,
—— 0
up():=

s

up(t):=
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donde uy, es la solucion de la ecuacién homogénea de (P§ ) que ya fue probada y u, es la solu-
cioén particular de (PF ) con condicién nula, que también fue probada en el teorema previo.
2. Observamos que u(t) € H; per Ademads, como uy y up pertenecen a C([0, T],H;,er), entonces
u=up+upeC(0,T],H per

Similarmente, como uy, u, € C'((0, T}, H;,ef), entonces u = uy, + up € C'((0, T}, H;,ef)
Andlogamente se prueba que u = uj, + up € C([0, T1, Hp,,) N cl(o, 11, Hzerz) vr<s.
También, verificamos que ©(0) = up(0) + up(0) = ¢ +0 = ¢. Como existen 8, uy (1) y 0;up(f) en

H“e,, entonces u(t) := uy(t) + up () satisface en H;,ef lo siguiente:

atu(t) 6tu11(t)+atu’7(t)
i05up (1) +{id5up () + F(1)}
105 {up (1) + up (D} + F(1)

iAu()+F(. O

Corolario 5.1. La tinica solucion de (PéD )es

+00 42~ " t +oo 2 R "
ux, )=y e lpk)e’ + Y et D Ek,1)e*dr.
k=-o00 k=-o00

Teorema 5.3. Sea T > 0 y u la solucion de (P§ ), entonces u satisface:

lu®lr <lipls+ TlIFlls00, Vr<s, Vte[0,T],

sup [[u(l; = lPlls+ Tl Fllso0r, VI <.
te(0,T]

Ademds, valen las siguientes desigualdades:

10:u(ll;—2 < llplls+ X+ D Flls00, Vr=s, VIe[0,T],

sup [0 u(@l;—2=l¢pls+ A+ D Flls00,, VI <5,
te(0,T]

donde || F| 5,00 := Sup (o, 71 1 F(8) 5.
Demostracioén: Sea u la soluciéon de (Pf ), tenemos

lu(ol, < ||T(t)¢>||r+||f T(t-F@drl,
< ||T(z)</>||s+||f0 T(t- 1 F@drls
< ||<p||s+f0t||T(r—r)F(r)||sdr
- ||¢||s+f0t||F<r)nsdr

t
<|l¢lls+ sup ||F(T)||sf

7€[0,T]
~——
=t=<T
(5.5) Sl@lis+ TIFls00, VI <s.

Tomando supremo en la desigualdad (5.5) obtenemos

sup lu®ll; < llplls+ TIFls00, VI <.
te(0,T]

Por otro lado, como vale en H;,ef la igualdad 9, u(t) = i62 u(t) + F(t), usando la desigualdad triangular

de la norma || |l7—2, la inmersién continua de H;,ef c Hper Vr < sy que el operador diferencial 62 vade

Hy,, en Hp, er, conseguimos

10, u(Ollr—2 = 1i0%u(t) + F(£)ll -2
< 103u(®llr—2 + I F(Olr—2
< 102u(t)lls—2 + I F(D)lls—2
(5.6) <ul)ls+ |1FOls,Vr<s.
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Usando (5.5) en (5.6), obtenemos

10:u(O)llr—2 < llplls + TIIFlls00 + I F(D)ls
(6.7 <lolls+ A+ DIFlls00, V7 <.

Tomando supremo en la desigualdad (5.7), tenemos

sup 10;u(®)lly—2 = lPplls+ 1+ D Fllso0, Vr<s. O
te[0,T]

A continuacion, usando el Teorema 5.3 obtenemos algunas desigualdades que evidencian la dependen-
cia continua de la solucién de (PéD ) respecto al dato inicial y a la parte no homogenéa de la ecuacién.
Corolario 5.2 (Dependencia continua de la solucién de (P3F )). Sea T > 0, s un numero real fijado,

;€ H;,er, F; € C([0, T],H;,er) y denotamos por u; a la correspondiente solucion de (P?) con dato ¢,
para j = 1,2. Entonces parar < s valen las siguientes desigualdades:

w1 (8) — ua (DNl < llp1 —@2lls + TIIF1L — Falls00)
sup llur(6) — w2 (D)l < llp1—@2lls+ TIF — Folls00,
te(0,T]
10:ur () = 0r (Dl r—2 < @1 = @2lls + A+ DI F1 = Fall 5,00

sup [10,u1 (1) = 0ru2(Dllr—2 < lp1 — @2lls + A+ DIIF = Fall 5,00 -
te[0,T]

Corolario 5.3 (Unicidad de solucién de (Pf ). (PéD ) posee una tinica solucion.
Demostracién:Es consecuencia del Corolario 5.2, haciendo Fi =F, =Fy @, =@, =¢. O

6. Conclusiones. En nuestro estudio de la ecuacién de Schrodinger en espacios de Sobolev peri6-
dico tanto en el caso homogéneo (P3) como en el correspondiente problema no homogéneo (PéD ) hemos
obtenido importantes resultados, entre los cuales destacamos:

1. Usando la teoria de Fourier, demostramos la existencia y unicidad de solucién del modelo (Ps),
asi como la dependencia continua de la solucién respecto al dato inicial.

2. Probamos la regularidad de la solucién de (P3).

3. Introduciendo una familia de operadores, la cual forma un Cy- Grupo, reescribimos la solucién
del problema (P3), obteniendo resultados més elegantes.

4. En el andlisis de diferenciabilidad de la solucién versus el dato inicial obtenemos resultados
como el saber en que espacio H ;er existe la derivada 8, u(f) = i0(t) y que esto depende mucho
del espacio donde se tome el dato inicial.

5. Usando la teoria de Fourier y la teoria de Grupos y Semigrupo probamos la existencia de solu-
ci6én local y unicidad de solucién del modelo no homogéneo (Pé: ).

6. Obtenemos la dependencia continua de la solucién de (PéD ) respecto al dato inicial y a la parte
no homogénea del problema.

7. Ademds, tedricamente hemos conseguido una familia de operadores que forman un Cy- Grupo.
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