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Abstract

Numerical methods are useful for solving differential equations that model physical problems, for example,
heat transfer, fluid dynamics, wave propagation, among others; especially when these cannot be solved by
means of exact analysis techniques, since such problems present complex geometries, boundary or initial
conditions, or involve non-linear differential equations. Currently, the number of problems that are modeled
with partial differential equations are diverse and these must be addressed numerically, so that the results
obtained are more in line with reality. In this work, a comparison of the classical numerical methods such
as: the finite difference method (FDM) and the finite element method (FEM), with a modern technique of
discretization called the mimetic method (MIM), or mimetic finite difference method or compatible method,
is approached. With this comparison we try to conclude about the efficiency, order of convergence of these
methods. Our analysis is based on a model problem with a one-dimensional boundary value, that is, we
will study convection-diffusion equations in a stationary regime, with different variations in the gradient,
diffusive coefficient and convective velocity.
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Resumen

Los métodos numéricos son titiles para resolver ecuaciones diferenciales que modelan problemas fisicos,
por ejemplo, transferencia de calor, dindmica de fluidos, propagacion de ondas, etc.; en especial cuando
estos no pueden ser resueltos por medio de técnicas de andlisis exacto, ya que dichos problemas presentan
complejas geometrias, condiciones de contorno o iniciales, o bien involucran ecuaciones diferenciales no
lineales. En la actualidad, la cantidad de problemas que se modelan con ecuaciones diferenciales parciales
son diversos y estos deben ser abordados numéricamente, para que los resultados obtenidos se ajusten mds
a la realidad. En este trabajo se aborda una comparacion de los métodos numéricos cldsicos como lo son:
el método de diferencias finitas (FDM) y el método de los elementos finitos (FEM), con una técnica moderna
de discretizacion llamado el método mimético (MIM), o método de diferencias finitas miméticas o método
compatible. Con esta comparacion se trata de concluir sobre la eficiencia, orden de convergencia de estos
métodos. Nuestro andlisis estd basado en un problema modelo con valor de frontera unidimensionales, es
decir, estudiaremos ecuaciones de conveccion-difusion en régimen estacionario, con variaciones distintas
en el gradiente, coeficiente difusivo y velocidad convectiva.

Palabras clave. Método mimético, método de los elementos finitos, método de diferencias finitas, métodos con-
servativos, convergencia.
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1. Introduccién. Los métodos numéricos se utilizan generalmente para la aproximacién numérica de
soluciones de diversos problemas, que se derivan de aplicaciones tales como ingenieria, ciencias bésicas
entre otras. La mayoria de estos problemas se modelan a partir de ecuaciones diferenciales parciales. Para
aproximar su solucién, los métodos numéricos mds usados son el método de diferencias finitas (FDM) y el
método de elementos finitos (FEM). Sin embargo, en las tltimas décadas, un nuevo esquema numérico con-
servativo basado en diferencias finitas conocido como método mimético (MIM) [1, 2, 3, 4, 5], ha mostrado
su superioridad al esquema de diferencias finitas tradicionales ver [6, 7].

Cada uno de estos métodos presenta ventajas para ciertos tipos de problemas y desventajas en otros. A
pesar de esto, y sin introducir ningtin tipo de sesgo, el FEM ha predominado en casi todas las aplicaciones
que resultan de interés cientifico hoy en dia. Y, en aquellas donde el FDM mantuvo su preponderancia, el
FEM estandar ha sufrido modificaciones para optimizar su aplicabilidad en estos problemas. Por ejemplo, se
puede citar a [8, 9] para problemas de dindmica de fluidos y [10] en el caso de problemas con conductividad
discontinua. Por otro lado, mucho se ha dicho sobre la eficiencia de los métodos miméticos en comparacion
con el FDM [11, 12], principalmente en problemas difusivos estacionarios. Sin embargo, se ha dejado
de lado su comparacién con el FEM, justificando el hecho a una alta complejidad de la implementacién
computacional del mismo.

En este trabajo, buscando una mejor interpretacion de las diferencias que existen entre los tres métodos,
se presenta un andlisis numérico de las propiedades que posee cada uno de estos métodos: convergencia,
precision en la frontera del dominio, eficiencia en diversos problemas, flexibilidad al dominio fisico e im-
plementacién. Dicho andlisis se enmarca dentro de la ecuacioén de conveccidn-difusién estacionaria para
problemas unidimensionales; se busca facilitar el andlisis de los métodos, dejando de lado, momentanea-
mente, las dificultades analiticas y geométricas que implica un dominio fisico 2D.

El resto del articulo se estructura de la siguiente manera. En el siguiente apartado se introduce el pro-
blema de valor de frontera usado junto a sus condiciones de frontera (Robin). En el tercer apartado se
describen brevemente los métodos numéricos; posteriormente, en la cuarta seccidn, se realiza la experi-
mentacidon numérica y la discusion de los resultados. Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas y
las referencias del trabajo.

2. Problema Modelo. La ecuacién que modela la transferencia de calor por conveccién-difusion en
régimen estacionario en su forma mas simple (problema unidimensional con coeficiente de difusién y velo-
cidad de conveccidn constantes) viene dada por

d2

@u(x) + u(x)iu(x) = f(x), en Q= (a,b),

2.1) k() .

donde u(x) representa la temperatura (variable del problema) en un punto x del dominio 2 = (a, b); k > 0,
el coeficiente de difusién térmica; v, la velocidad convectiva (o advectiva) y f, una funcién escalar que
describe la existencia de una fuente o sumidero en el problema. La ecuacién se completa al definir las
condiciones de frontera:

@2 (@) + 5, oula) =7, oyulb) + 5, (b =7,
con{a,,B,,,} i = a,b, parametros reales conocidos, y dependiendo de su valor se tendran condiciones de
contorno Dirichlet, Neumann o Robin. Aunque la solucién general del problema de valor de frontera (2.1)-
(2.2) se puede obtener en gran parte de las configuraciones del problema mediante métodos analiticos, el
mismo resultard apropiado para dejar ver las propiedades de los métodos numéricos en estudio, y simplificar
la visualizacién y andlisis de los resultados.

3. Métodos Numéricos. En este apartado se describen brevemente los tres métodos utilizados. Una
descripcion detallada del esquema mimético a ser utilizado en este articulo puede ser vista, entre otras, en
[1, 12]. Para el caso del FEM existe un sin nimero de referencias que introducen el método desde distintas
vertientes; aqui, nos inclinamos por [13, 14, 15]. Por tltimo, en el caso de FDM se remite al lector a [16].

3.1. Método Mimético. Los métodos miméticos se basan en la discretizacién de los operadores clési-
cos de las EDP (divergencia, gradiente, laplaciano y rotacional) de tal forma que ellos satisfagan una versién
discreta del Teorema de Stokes o identidad de Green:

3.D <DU7f>Q + <Ua Gf>P = <B’U,f>1.

Aqui, D, G y B son las versiones discretas de sus continuos correspondientes: gradiente (V), divergencia
(V) y operador de frontera 9/0n. Los ( ) representan un producto interior generalizado con pesos Q, P e
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1. Usando la identidad (3.1) se obtiene una relacién para el operador de frontera

(3.2) B=Q@D+ G'P.
Para la discretizacion, se define una malla cuya geometria estd dada porlosnodos z,,con: = 0,1,..., N,
y las celdas de la misma son los intervalos [z, ,,z,], parai = 1,..., N. El tamafio de la celda, h, viene

dado por h = 1/N, suponiendo que la malla estd distribuida uniformemente. Los nodos intermedios de las
celdas queda dado por =, , = (z, + =, ,)/2, ver Figura 3.1. El operador divergencia se definen en el
centro de las celdas, la solucién se define en los nodos de la frontera y en los centros de cada una de las
celdas, mientras el operador gradiente en los nodos =, que definen las celdas (ver Figura 3.1).

Go D% Dil% D, ! Gy
Uy Ui Gl GT MH %_ Gi+1 GN—l HN % Uy
*——e----------- . it ————
X0 .’C% X1 Xi XH_% Xit+1 AN—1 XN—% XN

Figura 3.1: Malla escalonada unidimensional.

En este trabajo, se analiza el método mimético que surge de los operadores discretos de segundo orden
(tanto en frontera como en los nodos internos) introducidos por [2] y dados en (3.3) y (3.4).

[ (Gu), ] s 3 1 o] |
(Gu), 0 -1 1 0 of | u,
1
3.3 Gi= _ 2 :
(3.3) u 5
(Gu) _, 0 0 -1 1 0} |u, ,
2
1 8
(GU)N L 0 0 3 -3 3] i Uy |
(0 0 0 o0 o] [ v, |
D,v -1 1 0 0 0 | v,
D,v 0O -1 1 0 0 v,
2 1
3.4 Di=| : |==
34 U 5
D, v 0 0 -1 1 0f vy,
D, v 0 - 0 0 -1 1||v,,
0 0 - 0 0 0 0w |

En (3.4) aparecen dos filas de ceros (una en la parte superior y otra en la parte inferior), con esto se busca
obtener una matriz cuadrada al componer operadores. El operador de frontera B queda dado explicitamente
por

1 0 o 0 0 0|
1/8 —1/8 0 0 0 0
~1/8 1/8 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
B-—
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —1/8 1/8
0 0 0 0 1/8 —1/8
0 0 0 0 0 1|
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A partir de las discretizaciones de los operadores, la aproximacién mimética para la ecuacién de con-
veccidn-difusion (2.1) queda dada por

(3.5) kDGU + vGU = (kDG + vG)U = F,

donde U representa la solucion aproximada mimética a la solucién exacta, u, del problema

U= (U(JZO), U(l‘l/2)7 [ERE U(xN—1/2)’ U(xN))t»

y F' representa la restriccion de f a la malla mimética:

F=(f(xy), f(x,,,)0 s flay ) Flay)"

Como el operador divergencia discretizado no actda sobre la frontera, entonces las condiciones de
contorno Robin (2.2) se obtienen a partir

(3.6) [[o] + [BIBG)]U = f,,

donde el vector f, resulta de restringir el término no homogéneo de las condiciones de contorno a la malla
escalonada, es decir, f, = (7,,0,...,0,7,)". Las matrices [o] y [$] son tales que o, , = «v,,
a,, B, = B, Byionye = By, y el resto de entradas son cero.

A partir de (3.5) y (3.6), el esquema mimético para la ecuacién de conveccion-difusion (2.1) sujeto a
las condiciones de contorno Robin (2.2) queda dado por

N42,N4+2

3.7) [[a] +[f(BG) + kDG + vG|U = F + .

3.2. Método de diferencias finitas. En el método de diferencias finitas los operadores diferenciales
presentes en la ecuacién diferencial son discretizados (aproximados) para los nodos de la malla, z,, con
1 =0,1,..., N, usando esquemas en diferencia que provienen del truncamiento del polinomio de Taylor
(ver Figura 3.2).

up Uy uz Ui—| Uj Uit UN—2 UN—] UN
S——— - Sr——— - S———
X0 X1 X2 Xi—1 Xi Xi+1 AN-2 AN-1 XN

Figura 3.2: Malla unidimensional para el método de diferencias finitas.

Para obtener el mismo orden de convergencia que el esquema mimético (3.5) planteado en el apartado
anterior, se propone un método usando los esquemas de diferencia de segundo orden:

d2 u .1',+1 — 2u xi + u 1‘171 2

@) = i) f(LZ Jrul )+O(h)
d u(xi+1) B u(xi—l) 2

) =T O,

En los nodos interiores de la malla, la discretizacion realizada a partir del esquema de segundo orden es

riguroso. No obstante, al usar el esquema de diferencias centradas de segundo orden para discretizar las

condiciones de frontera de Robin (2.2) se emplean nodos fantasmas, lo cual hace al método poco riguroso.
El esquema en diferencias finitas para la ecuacién de conveccidn-difusion (2.1) queda dado entonces

[y — v ) 2 — 2| U, + 20,U, = B2, + (h, — m 3) 22y,

(3.8) (k, —v,2)U,_, —2kU, + (k, +v,2)U

i— i+1

parat=1: N —1,

2ha
5bb +2kN UN = h’2fN - (kN +VN%)%’YI;?

2kNUN—1 - [(kN + VN%)

donde U, coni = 0,1, ..., N, define la solucién aproximada del problema. Los subindices en el esquema
denotan la evaluacién en los nodos z, de la malla de diferencias finitas (por ejemplo, f, = f(z,)).

i
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3.3. Método de los elementos finitos. En el FEM se tiene una solucién u, := Y a,¢,(z), con q,
coeficientes a determinar, y ¢, funciones base de un espacio de dimensién finita ¥ C ¥/, con ¥ el espacio
de funciones admisibles de la forma débil o variacional del problema

3.9 B(u,v) = l(v), Yv eV,
donde
b
(3.10) B(u,v) =0, a,u(a) — 0,a,u(b) — / [(kv)" + vv]u/dx

es una forma bilineal y

b
3.11) l(v) = / fvdx — 0,7y, +0,7,

es un funcional lineal. En (3.10) y (3.11), 8, y 6, quedan dadas por 6, = k(a)v(a)/B, y 0, = k(b)v(b)/B,,
y ¥ el espacio de Sobolev H'(£2). Los coeficientes a, son determinados a partir del sistema de ecuaciones
que surge al sustituir u,, en la forma variacional (3.9).

Es conocido a partir del Lema de Ced [17] que el error cometido en la aproximacion de una solucién
exacta mediante elementos finitos viene acotada por el error de aproximacién. Ahora bien, dado que el
error de aproximacion depende directamente del tamafio de los elementos, cuanto mayor sea el niimero de
elementos menor serd el error de aproximacion.

4. Resultados Numéricos. En este apartado, se presentan y analizan los resultados numéricos obteni-
dos (comparativamente) por los métodos propuestos en distintas configuraciones del problemas (2.1)-(2.2)
en el dominio 2 = (0, 1). Para el anlisis se usan las normas del maximo, || - ||, ¥ la norma Ly definidas
por definidas por

lelloc = max {e; = |U; — uy}, lell3 =D~ Hyl jolUs =y,
J

conj=1i+1/2,yi=0,...,N—1.

4.1. Experimentacion #1. Se resuelve (2.1)-(2.2) con coeficiente de difusion & = 1, velocidad con-
vectiva v = 0, condiciones de contorno Robin:

au(0) —u'(0) = —20/(e* — 1),
au(l) + /(1) =0,
con a := —20e?°/(e?® — 1) y un término fuente, f(z), definido tal que la solucién analitica del problema

queda dada por u(x) = (€2°% — 1) /(e?° — 1). La Figura 4.1 muestra las soluciones aproximadas junto a la
solucién analitica del problema en una malla uniforme de 20 puntos.

1.2

Sol. Exacta

—&— Sol. Mimética f f
1+ —=— Sol. Dif. Finitas /
—e— Sol. Ele. Finitos [ J

0 02 04 0.6 0.8 1

Figura 4.1: Experimentacién #1: Comparacién de las soluciones aproximadas en un malla de 20 nodos. En
la frontera, el FEM supera en precision a los otros dos esquemas.

La ampliacién en la frontera derecha muestra la mejor precisiéon del FEM al imponer condiciones
de frontera, seguido del esquema mimético que supera a FDM, aunque en esta se esté usando esquemas
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de segundo orden para aproximar la frontera (ver (3.8)). Esta propiedad de aproximacién se mantiene al
aumentar el nimero de nodos y se repite para cualquier problema con coeficientes k y v constantes. La
igualdad en la precisién de los nodos de frontera es solo alcanzada cuando se tienen condiciones de frontera
Dirichlet.

La Figura 4.2 muestra los errores alcanzados (a la izquierda medidos a partir de la norma del maximo,
Il - lloo ¥ @ la derecha usando norma Lo, || - ||2). En la gréfica, las pendientes de las rectas definen el orden
de convergencia de los métodos y mientras mds abajo se encuentre, mejor serd el esquema que represente.

107 —4— Mimético 1 —4— Mimético S
—=— Dif. Finitas 107 —=— Dif. Finitas B
—e— Elem. Finitos e —®—Elem. Finites |

,/-

1100 | e

Error con la norma || - ||
5
3
Error con lanorma | - ||2
>
\ |

10
Niimero de elementos Niimero de elementos

Figura 4.2: Experimentacion #1 Errores numéricos en la norma ||- || o (izquierda) y la norma ||- |2 (derecha).

#de Norma || - ||co Norma || - ||2

Elementos FDM MIM FEM FDM MIM FEM
1000 1.999944  2.016795 4.000306 | 0.986027 1.000097 1.999880
3000 1.999990 2.007299 4.022705 | 0.994014 1.000020 1.999978
5000 1.999998 2.003188 3.485599 | 0.997404 1.000004 1.999996
7000 2.000000 2.002136  -10.558 | 0.998307 1.000002 1.999967
9000 1.999999 2.001412  15.251 | 0.998740 1.000001 2.000043

11000 1.999998 2.001592  -27.111 | 0.998995 1.000001 2.000664

Tabla 4.1: Experimentacién #1: Orden de convergencia en Norma || - || y Norma || - ||2-

Los métodos alcanzan el orden de convergencia tedrico en la norma del méximo (ver Cuadro 4.1). Sin
embargo, en norma del maximo, para este problema, el FEM presenta una superconvergencia alcanzando
el € de maquina. Por tal motivo, las oscilaciones que presenta la gréfica para el caso del FEM es debido a
errores de redondeo de maquina y no a pérdida de precisién del FEM. Esta caracteristica no se mantiene en
otras configuraciones del problema como se vera posteriormente. En norma Lo, el FEM presenta un orden
dos en su convergencia (como era de esperar, ver [14]), mientras los otros dos métodos presentan un orden
uno de convergencia (Figura 4.2 y la tabla 4.1).

4.2. Experimentacion #2. En este caso, se define el problema modelo (2.1)-(2.2) con coeficiente de
difusién k(z) = 1/a + a(z — z¢)?, velocidad convectiva v(z) = k’(z), con a = 250 y zg = 0,75,
condiciones de contorno Robin:

u(0) + ' (0) =a/(1 + a2x3),
u(1) +u'(1) = — arctan(a(1 — zg)) — arctan(axg),

y un término fuente, f(x), definido tal que la solucién analitica del problema viene dada por u(z) =
(1—z)[arctan(a(x — z9)) +arctan(azg)|. La Figura 4.3 (izquierda) muestra las soluciones aproximadas
junto a la solucién analitica del problema para una malla uniforme de 60 puntos. A la derecha, se ilustra
la convergencia asintdtica, h — 0, de las aproximaciones en el nodo de frontera x = 1. Cuando la discre-
tizacién es gruesa (pocos nodos) el método mimético supera levemente al FEM. El método FDM necesita
superar los 1500 elementos para alcanzar la precision de los otros dos métodos.
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08 r - 0.05
— Sol. Exacta
0.7|| —#— Sol. Mimética o W;C”.{j Método mimético -
—=a—Sol. Dif. Finitas "“‘v~___.;_-;:"”_ -
0.6/l s Sol. Ele. Finitos 005 Il e Meétodo de los elementos finitos
. |
0.5 ] = Método de diferencias finitas
= 04 0.1 |
03 015 ||
0.2} \
0.2
0.1 \
0 0.25 ||
01 . . 0.3 |
0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 500 1000 1500
X Nimero de elementos

Figura 4.3: Experimentacion #2: Soluciones aproximadas y exactas en una cuadricula de 60 nodos (izquier-
da). Convergencia de los métodos en el nodo de frontera x=1 al aumentar el nimero de nodos en la malla
(derecha)

Para este ejemplo, se puede ver que, u(0) = u(1) = 0, lo cual simplifica las condiciones de frontera
y, por lo tanto, la formulacién variacional del problema (ver, ecuaciones (3.10)-(3.11)). En estos casos, la
mejor precision en los nodos de frontera es lograda por el FEM.

La Figura 4.4 y la tabla 4.2 muestran los errores y el orden de convergencia alcanzado.

—+— Mimético ‘ —+— Mimético -
—=— Dif. Finitas /'/ —=— Dif. Finitas /
_3|| —®— Elem. Finitos -3 —®— Elem. Finitos
10 / )

/

£ =
2 =
] — £
; . § 10 4 //
=10 / =
F g —
5] Q /
3 P -5
p g 10 o
g a5 ta} _
m 10 °F q = ././
,/'/ 10°F
-4 -3 -4 =3
10 Nimero de elementos 10 10 Niimero de elementos 19

Figura 4.4: Experimentacion #2: Errores numéricos en la norma |- || (izquierda) y la norma ||- ||2 (derecha).

En norma del maximo, el método FDM pierde el orden 2 de convergencia de los esquemas usados
para su construccién. Este fendmeno es debido a que los coeficientes de difusion y convectivo dependen
de la variable espacial (no constantes). El MIM y FEM mantienen el orden 2 de convergencia con FEM,
superando ligeramente en precision a MIM. En norma Lo, se repite el comportamiento del ejemplo anterior:
orden dos para FEM y orden uno para FDM y MIM.

#de Norma || - ||eo Norma || - ||2
Elementos FDM MIM FEM FDM MIM FEM
1000 1.154080 1.942273 1.993329 | 1.004321 1.003528 1.996938
3000 1.000175 2.004354 1.998233 | 0.998419 1.000636 1.998873
5000 1.000073  1.994971 1.999533 | 0.998652 1.000109 1.999803
7000 1.000047 2.000917 1.999993 | 0.999021 1.000045 1.999919
9000 1.000035 2.000485 1.999783 | 0.999236 1.000025 1.999950
11000 1.000028  1.998615 2.000046 | 0.999375 1.000016 1.999978

Tabla 4.2: Experimentacién #2: Orden de convergencia en Norma || - || y Norma || - ||2.

4.3. Experimentacion #3. Se resuelve el problema modelo (2.1)-(2.2) para un coeficiente de difusion
constante k = 1,052, velocidad convectiva v = —110,5, y un término fuente f = 0. La solucién analitica
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queda dada por u(x) = (1 —e~**)/(1 — =), con A = v/k. En la experimentacién numérica se toman
inicialmente condiciones de contorno Dirichlet:

Para esta configuracion del problema junto a condiciones de contorno Dirichlet, es altamente conocido
y fécil de probar, los métodos FDM y FEM resultan equivalentes y presentan oscilaciones cuando el nimero
local de Péclet |v|h/(2k) > 1. La forma mds simple de superar este fenémeno oscilatorio (fisicamente no
correcto) es hacer h suficientemente pequefio o afiadiendo un término de difusividad artificial al problema.
Debe quedar claro, que en los casos en que el nimero local de Péclet es igual o mucho menor que 1 estos
métodos no presentan oscilaciones, contrario a lo que erréneamente se afirma en [18].

La Figura 4.5 muestra las soluciones obtenidas para 50, 80 y 200 elementos en la malla. Resulta evi-
dente que la solucién del esquema mimético también presenta las oscilaciones, y para este caso necesita
mas nodos que FDM y FEM para evitas las oscilaciones y lograr la convergencia a la solucién analitica.

— Sol. Exacta .
25 —— Sol. Mimética
—=— Sol. Dif. Finitas 0.5
2 Sol. Ele. Finitos
0 'y
15 v
g 1 = -0.5
05 P
O+
-1.5
=0.5
-1 =2
-1.5 > 1 - 5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 08 1
X x
1.2
1
0.8
—~ 06}
=
=
0.4 ,
|
0.2 ;
0 7|
-0.2L . . |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 4.5: Experimentacién #3: Soluciones aproximadas y exactas con una malla de 50 nodos (arriba a la
izquierda), con una malla de 80 nodos (arriba a la derecha) y una malla de 200 nodos (abajo).

La Figura 4.6 y Cuadro 4.3 muestran los errores y el orden de convergencia alcanzado para el caso de
condiciones de contorno Dirichlet.
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—+— Mimeético
—=— Dif. Finitas
—e— Elem. Finitos

—4— Mimético
—=— Dif. Finitas
—e—Elem, Finitos

Error con la norma || - ||
=
Error con la norma || - |
al.
.

107k e

10° 10°

Nimero de elementos Nimero de elementos

Figura 4.6: Experimentacion #2: Errores numéricos en la norma |- || (izquierda) y la norma ||- || (derecha).

#de Norma || - ||oo Norma || - ||2

Elementos FDM MIM FEM FDM MIM FEM
1000 2.005097 1.078854 2.005097 | 0.990024 1.042730 1.998561
2000 1.999493  1.034747 1.999493 | 0.995134 1.018963 1.999640
4000 2.000324 1.016534 2.000324 | 0.997599 1.008977 1.999910
5000 2.000267 1.009977 2.000267 | 0.998517 1.005461 1.999966

Tabla 4.3: Experimentacién #3: Orden de convergencia en Norma || - ||« y Norma || - ||2-

En norma del maximo, como ya se dijo antes, los métodos FDM y FEM resultan equivalentes, y man-
tienen el orden 2 de convergencia. Sin embargo, el esquema MIM pierde su orden 2 de convergencia y su
precision es mds pobre que la lograda por los otros dos métodos. En norma Lo, el método FDM se une a
MIM logrando solo un orden uno en su convergencia, y con un error exiguo entre los dos. En esta norma,
el FEM mantiene el orden dos de convergencia y nuevamente resulta superior en su precision.

1.2 1.2
— Sol. Exacta
—4— Sol. Mimética
11| —=— Sol. Dif. Finitas 1
Sol. Ele. Finitos
0.8 0.8
o 08 [ o8
z : = _ J
= = 1_—— ‘
0.4 f 0.4 . T | |
0.2f f 0.2t ,
,‘ 4
/
04 ﬂ C’ ,4
-0.2 =02 -
20 02 04 0.6 08 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1

X x

Figura 4.7: Experimentacion #3: Soluciones aproximadas y exactas en una malla de 100 nodos (izquierda)

y en una malla de 200 nodos (derecha). La parte extendida de cada grafico representa el comportamiento
numérico alrededor de la fronteraen x = 1.

Para las condiciones de contorno Robin, las soluciones aproximadas son mostradas en la Figura 4.7.
En la frontera z = 1 la precisién es pobre para los métodos FDM y MIM (parte ampliada al centro de cada
grafica de la Figura 4.7). El esquema MIM llega a necesitar hasta 4 mil elementos para alcanzar la precision
que logra FEM con solo 80 elementos. EL FDM pierde precision en esta frontera y no converge.

Los resultados de convergencia para FEM y MIM resultan equivalentes a los alcanzados para el caso
de condiciones de contorno Dirichlet (orden 2 para FEM y orden 1 para MIM). Sin embargo, diferencia
finitas pierde por completo su convergencia, debido a la perdida de precisién que presenta alrededor de la
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frontera x = 1. Por ultimo, se debe sefialar que la matriz que define el sistema resultante para FEM y MIM
presenta un niimero de condicién superior a 10719,

5. Conclusiones y comentarios finales. Basado en nuestra implementacion y resultados, resulta cla-
ro, que el FEM presenta mejores resultados en precisiéon y convergencia que los otros dos métodos. Al
mismo tiempo, MIM resulta en todo momento superior al método FDM (como ya ha sido reportado por
muchas referencias). En el caso de la Experimentacién #3, donde se podria esperar superioridad del MIM,
debido a su condicién conservativa, tampoco logra superar a FEM. Sin querer entrar en discusién de las
modificaciones apropiadas o métodos optimos para la resolucién de la Experimentacion #3, queda abierta
la pregunta de qué condiciones o cambios se deben imponer al MIM para problemas altamente convectivos.

En gran medida, se ha justificado el uso de MIM ante FEM debido a la complejidad tedrica de FEM.
Sin embargo, la definicién de los operadores discretos usados por MIM (principalmente en el caso 2D o
3D) puede resultar tan complejo en calculo que pueden competir fiacilmente con la necesidad tedrica de
FEM. Tal dificultad se acrecienta, si se quiere subir el orden de convergencia del método, hecho que se
logra en FEM con gran facilidad. También es importante resaltar que actualmente se pueden implementar
el MIM para altos ordenes, como podemos ver [19]. Y por dltimo, actualmente, existe mucho interés en la
implementacion y el rendimiento del MIM en dominios con geometrias complejas, [20, 21].

Como conclusidn, si se quiere abordar un problema con un método novel y se tiene a mano la discreti-
zacién de los operadores, el método mimético, MIM, resultard una buena eleccidn, por arriba de cualquier
esquema de diferencias finitas. Desde la vertiente matematica, sobresale el interés de afianzar las bases
tedricas del método MIM y proponer mejoras en las lineas donde el mismo atin sigue sin rigor o no han
sido abordadas.
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