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Abstract
In this work a sufficient condition is shown to obtain transitivity in families of piecewise increassing maps
with an inevitable discontinuity in x = 0. Specifically, it is shown that the characteristics of a large class
of transformations of the real line with a discontinuity in x = 0 to be transitive (exhibits a dense orbit),
they are the following: f has no fixed points, f has a vertical asymptote at x = 0 and the preimage
of zero is different from empty. In particular, the famous Boole transformation together with some of its
parameterizations they exhibit these characteristics. As a particular case, for the family to a parameter of
hyperbolas its dynamic behavior is explicitly determined according to the values of the parameter p > 0.
Keywords . Transitivity maps, piecewise increassing maps, vertical asymptote.

Resumen
En este trabajo se demuestra una condicion suficiente para obtener transitividad en las familias funciones
crecientes por partes con una discontinuidad inevitable en x = 0. Concretamente, se demuestra que las
caracteristicas de una clase amplia de transformaciones de la recta real con una discontinuidad en x = 0,
crecientes y continuas para que sean transitivas (poseer una orbita densa), son las siguientes: f no posee
puntos fijos, f tiene una asintota vertical en x = 0y la preimagen de cero es distinta de vacio. En particular,
la famosa transformacion de Boole junto a algunas de sus parametrizaciones poseen estas caracteristicas.
Como caso particular, para la familia a un pardmetro de hipérbolas, se determina explicitamente su com-
portamiento dindmico segiin los valores del pardmetro.
Palabras clave. Funciones transitivas, funciones crecientes por partes, asintota vertical.

1. Introducion. En la década de los *70s Adler y Weiss [3] demostraron que la transformacion de
Boole B(z) = = — % es ergddica respecto a la medida de Lebesgue. Esto motivé una serie de trabajos
relacionados con teoria ergddica infinita, ver [1, 2, 8, 9, 12] y recientemente [4, 5, 6, 13, 14]. Algunos de
estos trabajos inclusive consideran parametrizaciones de la transformacion de Boole de la siguiente forma:

B

z—0b

B(zx)=ex——= y B(z)=ex+a—
x

Para algunos valores puntuales de los pardmetros se mostré que estas transformaciones preservan una me-
dida absolutamente continua respecto a la de Lebesgue pero, ninguno de esos trabajos describe el compor-
tamiento dindmico topoldgico, justo en esta direccidn, los trabajos de Muiioz [10, 11], considera una teoria
sobre sistemas alternantes crecientes que incluye esas parametrizaciones de la transformacién de Boole
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como caso particular y muestra condiciones necesarias y suficientes para obtener transitividad. Especifica-
mente considera funciones f : R\ {0} — R continua, satisfaciendo:

(la) f escreciente en (—oo, 0)y (0, +00).

(Ib) lim f(z)=—-oc0y lim f(z) = +oo.

z—01 z—0—

(Ie) f(z) —x #£0, Y #0.
llamados sistemas alternante creciente. Para esta clase de familias de funciones con un punto de disconti-
nuidad no evitable en x = 0 demuestra:

Teorema 1.1 ([10, 11]). Sea f : R — R un sistema alternante creciente. Si lim f(x) = o0,

r—+o0
lim f(z) = —00y U, f"(0) es denso en R, entonces f es transitiva.
T——00 =
En una direcciéon parecida a esta, en [7] demuestran que la condicién h’rf f(x) = 40y
Tr—r+00
lim f(z) = —oo, no es necesaria para obtener transitividad. Esa condicién puede ser reemplazada por
Tr—r— 00

otra. Concretamente demostraron:
Teorema 1.2 ([7]). Sea f : R\ {0} — R un sistema alternante creciente. Ademds, suponga que
existen xo < 0y z1 > 0 talque f~1(0) = {xo,z1}, lm f(z) =120y 11’1+n f(z) = x1. Entonces f es
r—r— 00 Tr—r+00

transitiva si, y solo si, U f7™(0) es denso en R.
n>0

Observe que las condiciones 1a), 1b) y 1c) de sistema alternante creciente impuesta para f en este
resultado son las misma para el Teorema 1 pero, las condiciones para lim f(z)y lim f(z) son muy
r——+00 T——00

diferentes. Ambas condiciones son suficientes pero no necesarias para obtener transitividad. Por tanto, una
pregunta natural es: ;Cuél es el conjunto de las transformaciones f : R \ {0} — R continua y crecientes
donde viven las transitivas? En este trabajo se da una respuesta positiva a esta interrogante,

Teorema 1.3 (Principal). Considere f : R\ {0} — R continua y creciente. Si f es transitiva
entonces, f es un sistema alternante creciente y f~1(0) # 0.

Ademés, del resultado principal también se demuestra en este trabajo como es exactamente el compor-
tamiento asint6tico de las Grbitas para el caso en que f : R\ {0} — R\ {0} satisface las condiciones 1a)
y 1b). Finalmente, se da un ejemplo de aplicacién para una familia de hipérbolas a un parametro p > 0, de
la forma:

—— si, >0

si, <0

Observe que las condiciones del Teorema 1.1 o del Teorema 1.2 hacen que f~1(0) # (). Note que el
resultado no indica que el conjunto de transformaciones f : R\ {0} — R crecientes y transitivas es mucho
mds amplio del estudiado hasta el momento, por ejemplo, puede haber transformaciones transitivas para
aplicaciones f : R — R que satisfacen las condiciones 1a), 1b), lc), mEmoof(x) =—00y mglfoof(x)

existe.

Es importante hacer notar que, identificar el espacio de transformaciones donde se puede obtener tran-
sitividad es valioso ya que esta propiedad es un ingrediente fundamental en el estudio de transformaciones
cadticas.

2. Prueba de los resultados. Sea f : R\ {0} — R un sistema alternante creciente. Notacién
Ay = U f™(0) U {0}, Ry = R\ Ay. f es transitiva si existe un punto zy € Ry tal que su orbita
n>0

O (o, f) = {z0, f(x0), f*(x0),- - - } es denso en R.

Lema 2.1. Sea f : R\ {0} — R continua satisfaciendo condiciones la), 1b) y Ic). Si f=1(0) = 0
entonces, para cada x € R, sucede una de las siguiente condiciones

(a) w(x) es una drbita periddica de periodo dos

(b) w(z) = {0}.

Demostracion: Seax € R, consideremos x > 0. El caso x < 0 es completamente andlogo. Ahora, por
l.a, 1.byy el hecho que f~1(0) = 0 se tiene que, f(z) - f"*1(z) < 0 paratodon > 1y paratodo x € Ry,
para una idea geométrica ver figura 2.1.
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Caso 1: Supongamos que f2(x) > x > 0 como f es creciente, f3(x) > f(z)y f3(x) < 0 luego
f4(x) > f%(z) > = > 0, nuevamente aplicando f sucesivamente tenemos que f2"+2(x) > f2"(z) > 0
y fn(z) < f*3 < 0 son sucesiones crecientes y {f?"*1(x)} estd acotada superiormente por 0
entonces, existe yo < 0 tal que f2"*!(z) — yo cuando n — +o0. Si yo < 0, como f es continua y por
unicidad del limite entonces, f2(yo) = yo. Asi, f" () converge a una 6rbita periédica de periodo 2, es decir,
w(z) = {yo, f(yo)}. Ahora, supongamos que yo = 0, f>"*!(z) — 0 entonces, f>"(z) — +o0, cuando
n — 400, ya que f2(z) es una sucesion creciente por lo tanto si f2*(x) — ¥, cuando n — +oo para
algtin y; > 0, igual que antes f2"*1(z) — f(y1) < 0y por unicidad del limite f(y;) = 0 contradiccion.
Por lo tanto concluimos que f2"+1 — 0 si, y sélo si, f2"(z) — +o0. De esto, w(z) = {0}.

Figura 2.1: caso f~1(0) = 0.

Caso 2: Supongamos que f2(z) < z, como f%(z) > 0, aplicamos f y tenemos que f3(z) < f(z) < 0,
aplicando f nuevamente, f*(x) < f?(x)y f*(z) > 0. Asf sucesivamente 0 < f2"*l(z) < f2n3(z)y
x> f2"(z) > f**2(z) > 0 para todo n > 0, son sucesiones decrecientes y { f>"(z)} es una sucesién
acotada inferiormente por 0. En consecuencia, existe yg > 0 tal que f2"(x) — Yo, cuando n. — +o00. Si
yo > 0, f™(x) converge a la 6rbita periddica {yo, f(yo)} de periodo 2, es decir, w(z) = {yo, f(yo)}. Si
yo = 0, tenemos que f2"*1(x) = —ooy f?" — 0, cuando n — +o0. Por lo tanto w(z) = {0}. O

De la demostracion del lema se puede determinar exactamente el comportamiento de la 6rbita cuando
w(z) = {0}.
Corolario 2.1. Sea f : R{0} — R continua satisfaciendo condiciones la), 1b)y Ic). Si f~1(0) = ()
yw(x) = 0 para algiin © # 0 entonces, sucede una de los dos casos:
LI f7(z) — 0y |2 (z)| — +o0, cuando n — +oo;
2. 2t (z) — 0y |f2"(x)| — +oo, cuando n — +oo.

Demostracion: (Teorema Principal.) Para ver que f es un sistema alternante creciente debemos ver 1b)
y 1c). Note que 1a) se tiene por hipdtesis.

Veamos Ic): Para ello supongamos que existe « # 0 tal que f(x) = x entonces, como f es creciente
se tiene que, f((—o0, z]) C (—oo, x] siz < 06 f([z, +00)) C [z, +00) si & > 0; en cualquiera de los
dos casos, tenemos que f no puede ser transitiva, contradiccion. Asi, 1c) es valido.

Veamos 1b): supongamos que no es vilido. Entonces existen y > 0o y_ < 0tal que lim,_,o+ f(z) =
y— o limg_,o- f(x) = yo, en cualquiera de los 2 casos tendremos que f((—o0, y+)) C (—00, y+) 0
f((y—, +00)) C (y—, +00). Lo que muestra que, en cualquier caso, f no es transitiva.

Ya se demostré que f es un sistema alternante creciente. Ahora, por el lema 2.1 se tiene que f~*(0) # 0
con lo que se prueba el teorema principal. ]

Ejemplo 2.1. Considere la familia de difeomorfismos de R\ {0} en R\ {0} a un pardmetro

1
—— si, >0
xP

si, <0

(—z)P
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para p > 0. Ver figura 2.2. Observe que, el punto x = 1 es un punto periddico de periodo 2.

1
Figura 2.2: Graficade f,. Azul: p = 5; rojo: p = 1y verde: p = 2.

Caso 1,0 < p < 1. El punto © = 1 es un periddico atractor global para f,. Veamos esto en las siguientes
afirmaciones:

1

1. six > 0 se tiene que, 3" (z) = 2" 51y ot () = — s — —1, cuando n — +o00;
x
n 1
2. siz < 0 se tiene que, f7"(x) = —(—2)P"" = —1y At () = (ot — 1, cuando
-z
n — +0oQ.
Caso 2, p > 1. En este caso w(x) = {0} si z # 0y x # 1. En efecto,
n 1
1. 5i0 < & < 1 se tiene que, fy"(x) = " S50y [ (@) = — T T cuando
n — +oo; *
n 1
2. sixz > 1 se tiene que, f2"(x) = 2" = ooy fati(x) = — T 0, cuando n — 400,
x
n 1
3. si—1 < x < 0setiene que, f;"(x) = f(fx)pQ =0y fimt i (z) = [T — 00, cuando
-z
n — +00;
4. six < —1 se tiene que, f2"(x) = —(—2)P"" = —c0y fat(x) = o — 0, cuando
-z
n — +00.

Caso 3, p = 1. Todos los puntos x # 0 son puntos periddicos de periodo dos.

3. Conclusiones.

1. Podemos observar que las diferentes hip6tesis impuestas a los sistemas alternantes crecientes en los
articulos [10, 11] correspondiente al Teorema 1.1 y al articulo[7] correspondiente al Teorema 1.2
implican la  condicién  f~1(0) # ) ya que, en el caso del
Teorema 1, el hecho que lim f(x) = 400, lim f(x) = —oc implica que f"(0) existen

T—+00 T——00

para todo n > 1y en el caso del Teorema 2, f;2(0) = 0y f'(0) # 0, donde f1 = f|(0,+o0)-

2. En el caso del lema 2.1 se tiene una descripcion de la dindmica en términos de
w-limite para transformaciones f : R\ {0} — R que satisfacen de sistema alternante creciente
y f71(0) = 0. La descripcién inclusive incluye el caso en que f : R\ {0} — R\ {0} es un
homeomorfismo creciente.

3. Enel lema 2.1, el hecho que w(z) = {0} para un conjunto abierto de puntos  # 0, no significa
que dicho punto es atractor. Ver también el Ejemplo 2.1. Recuerde que esto es posible por el hecho
que f tiene una discontinuidad inevitable en x = 0.
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