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Resumen
En este trabajo se introducen algunos conceptos usados en teoria de grafos, tales como grafos dirigidos,
no dirigidos, conexos, arboles, regulares u operadores gradientes, divergentes o laplacianos, y relaciones
existentes entre el didmetro del grafo, o el valor segundo propio mds grande de su matriz de adyacencia,
respecto a la constante de Cheeger para identificar grafos expansores k-regulares. Con esos lineamientos
definidos, se introducen algunas propiedades en grafos de Cayley, con ejemplos ilustrativos, y metodologias
para identificar si el grafo correspondiente es k-regular o un drbol dirigido. Finalmente, se relacionan
grafos expansores de Cayley con su didmetro o el segundo valor propio mds grande.
Palabras clave. Conjunto generador, constante isoperimétrica, grafo vértice transitivo, grupo, grupo libre.

Abstract
In this paper some concepts used in graph theory are introduced, such as directed, undirected, connected,
tree, regular or gradient, divergent or Laplacian graphs, and relationships between the diameter of the
graph, or the largest second proper value of its adjacency matrix, with respect to the Cheeger constant to
identify expander graphs k-regular. With these guidelines defined, some properties are introduced in Cayley
graphs, with illustrative examples, and methodologies to identify if the corresponding graph is k-regular
or a directed tree. Finally, Cayley expander graphs are related to their diameter or the second largest
eigenvalue.
Keywords . Generator set, isoperimetric constant, transitive vertex graph, group, free group.

1. Introduccion. Uno de los objetivos importantes de la matemética es representar, con un lenguaje
formal, diversos fendmenos que afectan el diario vivir. En este caso, la teoria de grafos es usada como
base para representar diversos problemas sociales, biolégicos y cientificos. La teoria de grafos estudia las
propiedades de los grafos. Un grafo es un conjunto, no vacio, de objetos llamados vértices y una seleccién
de pares de vértices, llamadas aristas, que pueden ser orientados o no. Tipicamente, un grafo es representado
mediante una serie de puntos conectados por lineas.

Una fuente natural de grafos viene dada por los grafos de Cayley. Los grafos de Cayley pueden ser
construidos a partir de un grupo (G, o) y de un subconjunto I' C G con ciertas propiedades [1]. El uso de
tales grafos para el andlisis y representacion grafica de grupos finitos fue popularizado por Cayley a finales
del siglo XIX.

Por otro lado, un expansor es una familia de grafos con vértices muy bien conectados pero poco denso,
es decir con pocas aristas, y que han sido una gran importancia en Teorfa de la Computacidén, ya que
minimiza el tiempo de transmisién de un nodo a otro [2]. El estudio de grafos con buenas propiedades de
conexién ha sido motivados, por ejemplo, como el disefio de redes que puedan conectar muchos conjuntos
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diferentes de usuarios con un nimero pequefio de conexiones. En particular, su estudio es centrado a los
grafos regulares, ya que un grafo muy grande con bajo grado y sus aristas son muy escasas.

Por consiguiente, en este trabajo se presentan varias metodologias para determinar si una familia de gra-
fos de Cayley son expansores, ademds de introducir algunas propiedades para determinar la representacion
gréfica de dicho grafo. Para ello, en la segunda seccién se introducen algunas nociones basicas de teoria de
grafos y resultados importantes para grafos k-regules. En la tercera seccién se muestran varias metodologias
para identificar familia expansoras en grafos k-regulares. En la cuarta seccion se muestra la construccion
de grafos de Cayley y propiedades basicas para identificar su forma. En la quinta seccién, se presentan una
continuacidn a las metodologias presentadas en la tercera seccion aplicado la familia expansoras en grafos
de Cayley.

2. Elementos de un grafo. Un grafo es un par X = (V, E'), donde V es un conjunto llamado vértices
y E es un conjunto de aristas que relacionan dos elementos de V. Los elementos de E son de la forma
(z,y),donde z,y € V con x # y, lo cual forman una arista con x su vértice inicial e y su vértice final. Una
arista de la forma (z, x), denotado por (), se llama bucle.

Si E es un conjunto de pares no ordenados de elementos de V', esto es, de la forma (z,y) tal que
(z,y) = (y,z), se dice que X = (V, E) es un grafo no dirigido. Caso contrario, se dice que X =
(V, E) es un grafo dirigido o digrafo. En la Figura 2.1 se observan algunos ejemplos de grafos no di-
rigidos, donde V' = {1,2,3,4,5} y E1 = {(1,2),(2,3),(2,4),(3,5),(4,5)} para el grafo X;, Fy =
{(1,2),(1,3),(2,4),(2,5)} parael grafo X5 y, E5 = {(1,5), (5,2), (2, 3), (3,4), (4,1)} para el grafo Xs.

5 4 5 4 5
(a) X1 (b) X2 (c) X3

Figura 2.1: Ejemplos de grafos no dirigidos.

El orden del grafo |X| es el nimero |V| de sus vértices. Si & = (x,y) € E, entonces « une los
vértices = e y. En la Figura 2.1 se observa que el orden de X1, X2 y X3 es cinco ya que |V| = 5.

Por otro lado, un camino en X = (V| E) es una sucesién P de vértices x = xg, 21, - ,2, = y tal
que (x;,2;41) € Fparatodoi =0,1,--- ,n—1,n. Siz =y, P es un camino cerrado de X = (V, E). Si
T =yyx; # Tit1, entonces P es un ciclo. El grafo X es conexo si para cada par de vértices arbitrarios
x,y € V existe un camino P que une a z e y. Por ejemplo, el grafo de la Figura 2.1c, P; = (1,4,3) y
P, = (1,5,2,3) son caminos que unen a los vértices 1 y 3 de longitudes 2 y 3 respectivamente. El conjunto
P; =(1,4,3,2,5,1) es un camino cerrado, mds aun, es un ciclo. Un arbol es un grafo conexo que no tiene
ciclos como lo observado en la Figura 2.1b.

El grado de un vértice € V' es el ndmero de aristas que contienen a x. Un grafo es regular si cada
vértice tiene el mismo grado. Si k es el grado comiin, entonces el grafo es k-regular.

Dado z,y € V, la distancia entre x e y, denotada por dist(z, y), es la longitud minima de cualquier
camino entre z ¢ y. El didmetro de X viene dado por diam(X) = max, ,cv dist(z, y).

A continuacion se define la matriz de adyacencia de un grafo.

Definicion 2.1. Sea X un grafo con un orden de sus vértices dado por x1, xs, - - - . Entonces la matriz
de adyacencia para X es la matriz A, donde A; ; es el niimero de aristas que inciden tanto en x; como en
xj. Si x ey son vértices de X, A, es el niimero de aristas que inciden en x e y.
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Por ejemplo, la matriz de adyacencia del grafo X; dado en la Figura 2.1a es

0100 0
1 0110
A=10 1 0 0 1
0100 1
001 10

De igual forma, una funcion propia para una matriz de adyacencia A definida en algin espacio fun-
cional es cualquier funcién f distinta de cero en ese espacio que, cuando actda sobre A, solo se multiplica
por algtin factor escalar A llamado valor propio, esto es, Af = Af.

Aldefinir L2 (V) = {f: V= C: Y . |f(@)]? <o}, o LXE)={f:E—>C: > cx|f(e)]* < oo},
la matriz de adyacencia A para un grafo k-regular, con |V| = n, cumple que Ey cv Ay = k para todo
x € V. Luego, para un funcién propia fo(z) = 1 € L?(V) es valido que

(Afo)(@) =) Avyfolz) = ) Avy =k = kfo(x),

yeVv yeVv

asi k es un valor propio de A.

Ademds, si A es cualquier otro valor propio de Ay f € L?(V') una funcién propia de valor real de A
asociada con A, con 0 # | f(x)| = méx,cy |f(y)| para algin x € V, entonces

@) = (AN @) = | D Aey )| S 1 @)Y Asy| = kI f ()],

yev yev

esto es, |[A| < k. Por tanto se ha verificado el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. Si X = (V, E) es un grafo k-regular con n vértices, entonces k es el valor propio
mas grande asociado a la matriz de adyacencia de X.

Por otro lado, para cada arista e € F en un grafo X = (V, E), considere e™ como el vértice final de e
y €~ como su vértice inicial. Luego, el operador gradiente d : L?(V) — L?(E) se define como

(df)(e) = f(e™) — f(e7),

y su operador divergente d* = L?(E) — L*(V) es dado por

De esta forma, se define el operador laplaciano A : L?(V) — L?*(V) como A = d*d.
El siguiente resultado establece una manera de calcular el laplaciano en un grafo k-regular.

Lema 2.1 (Lema 1.58, [3]). Si X = (V, E) es un grafo k-regular, entonces A = kI — A.
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Demostracion: Sea f € L?>(V) y x € V. Entonces

(Af)(x) = (@df)@)= > (@)= > (df)e)

ec ec E

ec E ec E ec E eec E
z=et z=ect T =e z=et
y=e" y=e"

ec k& ec k& ec & e €
z=et r=e z=et r=e
y=e" y=et

= kf(x) =) Awyfy) = ((dI = A)f)(2),

yeV

yasi A =kl — A.

Por otro lado, un automorfismo de un grafo X = (V, E), denotado por Aut(X), es cualquier iso-
morfismo de X con X, es decir, cualquier biyeccién f : V — V tal que (z,y) € E si, y solo si,
(f(z), f(y)) € E.

Se dice que un grafo X = (V| E) es vértice transitivo si para cualquier par de vértices z,y € V,
existe un automorfismo f : V' — V de X con f(x) = y. De forma similar, X es rama transitivo si para
cualquier par de ramas a, b € E, existe un automorfismo f : V' — V de X con f(a) = b.

3. Grafos expansores k-regulares. Considere un grafo X = (V, E) con |V| = n. Se definen los
valores propios de su matriz de adyacencia como \,, < Aj,_1 < -+ < Ay < Aq.

Dado que el primer valor propio de un grafo k-regular es A1 (X) = k, como lo observado en la Pro-
posicién 2.1, una sucesién (X,,) de grafos k-regulares conforman una familia expansora si la sucesién
(k — A2(X,)) estd limitada por una constante diferente cero.

Definicion 3.1. Sea X un conjunto finito y fo(x) = 1 para todo x € X. Defina

LQ(X,(C){f:XH(C: Z|f(x)2<oo},

zeX

L3(X,C) = {f € L*(X,C) : (f, fo)y =0} = {feL?(X,@): > @) :o},

zeX

donde

<fa g>2 = Z f(x)mv

zeX
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paratodo f,g € L*(X,C).

El siguiente resultado determina una forma de calcular el segundo valor propio A2(X) para un grafo
k-regular.

Proposicion 3.1 (Proposicion 1.82, [3]). Sea X = (V, E) un grafo k-regular. Entonces

(Af. f)

M(X)= mix 2= mix Af, )y
0= e R e T
f1l2 =1
Equivalente,
A
k—Xo(X)= min % = min  (Af,f),.
rerzviry ||f113 f € L2(V,R)
fll2 =1
Demostracién: Considere una base ortonormal { f1, f2,- -+ , fn} para L?(V,R), de modo que cada f;

es una funcién propia de valor real de A asociada con el valor propio \; = A;(X),con Ay > Ay > -+ > A,
estoes, Af; = A\ fi.
Sea f € L3(V,R) arbitraria con || f||2 = 1. Entonces

F=Ycifs,
i=1

para constantes ¢; € R;1 < i < n.

Note que
0= (f, f1)o = c1(f1, f1)o +c2(fo, f1)o +Cu{fn, f1)s = c1,
asf
F=> e
=2
y
1£113 = (f, £) = <Zczfchgfg> —ZZ% {fir f3) Z
=2 =2 j=2
Luego,
(Af.f)y = <A§jczfz,2cifi> = <Zcz—Afi,Zcifi> <Zcm fZ,Zcz-fi>
=2 2 =2 =2 2 =2 2

n n

ZZCZC] fufj ZC/\ <>\2262:/\2|‘f“§:)‘25

1=2 j=2 1=2

en particular,

A(X) > max (Af, f)s-
f e LV, R)
HFllz =1

ll2 =1y (Afa, fa)y = (Aaf2, f2)y = Ag, se tiene que
3.1 Ao(X) = max  (Af, f)s-

ferd(v,®
fll2 =1

Como fo € L3(V,R),

Por otro lado, dado que X = (X, F) es un grafo k-regular, A = kI — A, estoes A = kI — A,y
[If]l2 = 1, de (3.1) se tiene que
A
k—Xo(X)= min % =  min  (Af,f),.
rerz(vry fl[3 f e L2(V,R)
[Ifll2 =1
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Defina la constante isoperimétrica h(X ) como,
Definicion 3.2. Dado un subconjunto S C V, el borde de S, denotado por 35S, es el conjunto de aristas
de X que van de S a su complemento. La relacion de expansion de X, denotada h(X), se define como
|05

h(X):min{|S|:SCXy2|S| < V}.

Por consiguiente, una familia (X,,) de grafos k-regulares, con |X,| — oo cuando n — oo, es una
familia de grafos expansores, o una familia de expansores, si existe ¢ > 0 tal que h(X,) > € para todo
n € N.

Para identificar si una familia de grafos k-regulares (X,,) son expansores se puede relacionar h(X) con
A2(X,,) o diam(X,,).

3.1. Expansores mediante \,(X). El siguiente resultado establece una relacién entre h(X) y A2(X).
Proposicion 3.2 (Proposicion 1.84, [3]). Sea X = (V, E) un grafo k-regular. Entonces

(3.2) P22 < hix) < VaRGE M (X))

Demostracion: Por definicion de h(X), considere S C V tal que |S] < ‘Z—l y

|0S] |0S]|
X) = = .
A S EREC ]

Consideren a = |S¢|, b = |S|,
a, si x €S,
b, si xze€S
_ g
Y/ = Tk

Como
D gw)=>gw)+ > gw)=>a- Y b=a|S|— bS] =ab—ba=0,

veV veS veS*® veS veS*®

entonces f,g € LZ(V,R).
Ademas,

(Ag,g)y, = (dd*g,g), = (dg,dg), =) _ |dg|’

eclE

= D o) =g+ lgle™) —gle )P+ D lg(e™) —g(e)I?

e€dsS eceS ecSe

= D> lgle™) —gle)P = D> (b+a)>=0S|(b+a)?,

ecds e€dS
y
gll3 = (9, 9)5 = Za2 + Z b2 = a?|S| + %S| = a®b + b%a = ab(a + b).
z€S zeSe
Luego
(Af, f) = ﬁi’ﬂ‘?z = |as‘(abb+ a) _ bh(Xi(bM“) = h(X) (1 + Z) < 2h(X),

pues a > b, esto es, |S| < |S¢].
Por la Proposicién 3.1 se tiene que k — A2(X) < 2h(X), esto es,

k— X2 (X)

2 < h(X).
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Para probar la otra desigualdad, consideren g € L3(V,R) una funcién propia del segundo valor propio
— . - — . v
A, VI ={zeV:g(x)>0},V- ={z€V:g(x) <0} Asume que [V*| < 7‘
Considere f € L3(V,R) dado por

z), si x +
f(x):{g() evr

0, si zeV~™
Note que
A
(3.3) (Af, ];>2 <k~ Xo(X).
1£113
En efecto, siz € V', por el Lema 2.1 se tiene que,
(Af)() = kf(z)—(Af)(= = Ay fy)
yev

= (Z Aoy f )+ D Auyf(y ) kg(z) = > Asyg(y)

yeV — yev+ yev+

— > Aryg(y) = (Ag)(x).

yev

Por la Proposicién 3.1 se tiene que,

<Af7f>2

S (AHWF) = > (AHEFL) < D (Ag)(v)g(v)

veV veV+ veV+

IN

Y (k= Aa(X)g(v)® = (k= Xa(X)) Y g(v)?

veV+ veVt

= (k= X2(X) D f@)* = (k= 2(X)(f, ),

veV
lo cual verifica (3.3).
Si se cumple que
X)? A
3.4) A (AL,
2k If113
de (3.3) se tiene que
h(X)?
< —
2%k =~ k A2()()7

esto es,
h(X) < V2k(k — X2 (X)),

y por tanto se demuestra (3.2).
Para probar (3.4), oriente las aristas de X de modo que f(e¥) < f(e™) y considere

By => (f(e")” = f(e)?).
ecE

Como

(AL, £y = (df.df) = 1f(e) = fleT)I%,

ecE
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y al considerar (a + b)? < 2(a? + b?), se tiene que

By = Y (fe)? = f(e)?) =D (Fe") + fleD(feh) = fle))

eckE eck

< DoUEN) F ) Do) = fe))?
ecE eckE
(3.5) < 2DT(FEND2+ Fe)?) () = fe)?

ecE eckE
= 2D (f(e? + fe))VAT T,

eckE
= [26) f)?VIAF £y = V2R (AF )y (. P

veV
Por otro lado, consideren 0 = By < 1 < --- < B, los valores de f en los vértices V', y L; como el

conjunto L; = {x € V : f(x) > B;}.
Por definicion de L;,

LTCLT,1C"'L1CL():‘/,

yL;CVTpara0 <i<r.
Suponga que e es una arista tal que f(e™) — f(e”) # 0. Entonces f(e~) = B;, f(e™) = B;, con
j <t,asi

e c 8Lj+1 ﬂé)Lj+2 Nn---NoL;

ye ¢ 8L0, 6[117 s 6Lj,8Lj+1, cee ,8Lr.
Ademés,

FeR)? = flem)? = 8] = 8] = (B] = B21) — (B = Bla) -+ (BFa = B7) = D (B} = Bia)-

k=j+1

Asi

(36)  Br=> (fle")’=fle))= Y. > (Bi—Bi1) =Y 10Ll(B; — Bisy).
k=1

eelE ceCE k=j+1
fle™) =5;
flet) =
j<i
Como L; CVTy|VT|< ‘ | entonces h(X) < mm‘%‘lwc‘ = “L T esto es, |OL;| > h(X)|L;]|.

De (3.6) se tiene que

By > h(X)> |Lkl(B; - Bi1)
k=1

(3.7 hX) [|L1](B3 — B3) + |La2|(B5 — BE) + - + | L |(B2 — B2_})]

r—1

hX) ||Lel B2+ (87 = Broy) | -

k=1
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Dado que x € Ly — Ly si, y solo si, f(x) = j;, entonces de (3.7) se tiene que

(3.8) Bp>h(X)) Y f@)?=hX){f ],
=1, evt
f(z) = B;

Por tanto, de (3.5) y (3.8) se concluye (3.4).

De la Proposicién 3.2, el siguiente resultado muestra una forma de identificar o no familia de expanso-
res en grafos k-regulares.

Corolario 3.1 (Corolario 1.87, [3]). Sea (X,,) una sucesion de grafos k-regulares con | X,| — oo
cuando n — oo. Entonces (X,,) es una familia expansora si, y solo si, la sucesion (k— X 2(X,,)) es limitada,
con constante diferente de cero.

Ejemplo 3.1. Dado que el segundo autovalor de los grafos ciclicos con n vértices Cy, es A2(Cy,) =

2 2

2 cos (ﬂ-> entonces k — \y(C,) = 2 — 2 cos (W) — 0 cuando n — oo. Por el Corolario 3.1, C,, no
n n

es una familia expansora.

3.2. Expansores mediante el diametro del grafo. Defina.
Definicién 3.3. Sea X = (V, E) un grafo. Defina B,[v] = {w € V : dist(w,v) < r} como la bola
cerrada centrada en v € X y radio r > 0. Ademds,

Sp[v] ={w eV : dist(w,v) = r}

es el conjunto de todos los vértices cuya distancia desde v € V es igual a r > 0.

El siguiente resultado muestra una forma de limitar el didmetro de un grafo k-regular.

Lema 3.1 (Lema 4.5, [3]). Sea X = (V,E) un grafo conexo finito y a > 1. Suponga que para
cualquier v € V, se tiene que | B, [v]| > a” cuando |B,_1[v]| < % Entonces

2
diam(X) < () log | X|.
loga

Demostracion: Sean vy y ve dos vértices arbitrarios de X. Ya que X es un grafo conexo, considere

r1 € Z como el radio mds pequefio tal que | B, [v1]| > I—‘Z/‘
4]
2

log \Brl [

Comory —1 < ry, |Br,—1[v]| < 57, que por hipétesis, | B, [v1]]| > a™, esto es, logavz]\ > 7.

De forma andloga, considere ro € Z el entero mds pequefio tal que |B,, [vs]| > % Por el razona-

miento anterior se tiene que |B,., [v2]| > a”2, esto es, % > 1.
Como |By, [v1]| + | By, [v2]] > % + % = |V, se tiene que | By, [v1]| N | By, [va]| # 0y asi, existe vs

tal que v3 € |By, [v1]| N | B, [v2]].
Luego, dist(vy,v3) < 71, dist(ve,v3) <71y

log |BT1 [1}1” + log |B7“2 [U2]|
loga loga

dist(vi,v2) < dist(vy,vs) + dist(ve,v3) <11+ 19 <

2
< () sV
loga

yaque |B,, ,[vis]] < [V].
Por tanto,

diam(X) < ( ) log | X].

loga

Otra forma de limitar el didmetro de un grafo k-regular, al usar la constante isoperimetrica, es aplicar
el siguiente resultado.
h(X)

Proposicion 3.3 (Proposicion 4.6, [3]). Sea X un grafo conexo k-regulary C = 1+ 5 Entonces
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Demostracién: Sea v € X arbitrario. Supongamos que existe r € Z, 7 > 1, tal que |B,_1[v]| < 1.

2
Por definicién de h(X) se tiene que

0B, .l _ 0B,
M) S Bl 1B Bealoll”

esto es,
(39) |6Br—1[rUH > h(X)|aBr—1[U]|

Como X es conexo, cualquier arista en dB,._1[v] debe ser incidente a un vértice en S,.[v].
Ademas, como X es k-regular, de (3.9) se tiene que

L 19B, 1] h(X)
- d - d

S []| |Br—[vll;

y as{

h(X)

|Br[o]l = [Br-afv]l + [S:[v]] 2 |Br-alv]| + = =10Br—1[v]] = C|Br—1[v]]-

Por induccién, se tiene que |B,-[v]| > C” cuando |B,_1[v]| < % Luego, por el Lema 3.1 se tiene que

diam(X) < <10g20> log | X|.

Por tanto, el siguiente resultado concluye si una familia de grafos k-regulares no son expansores.

Corolario 3.2 (Corolario 4.8, [3]). Si (X,,) es una familia expansora de grafos k-regulares, entonces
(X,,) tiene didmetro logaritmico, esto es, diam(X,) = O(log | X,|).

Demostracion: Ya que (X,,) es una familia expansora, existe ¢ > 0 tal que h(X,) > € para todo
neN.SeaC’nzl—i—h(%")yC:l—i—%.

Como e < h(X,) entonces 1 + i <1+ @, estoes, C < C), y asi
Proposicién 3.3 se tiene que

_2 _2
oeC. = ToaC: Por la

2 2
diam(X,)) < [ ——— ) log |X,,| < [ —— ) log | X..|,
an(x,) < (2 Y ioell < (125 ) toe X

esto es, diam(X,,) = O(log | X,,|).

El inverso no es necesariamente cierto.

Ejemplo 3.2. Considere (X,,)%2 5 un grafo 3-regular construido de la siguiente manera: X,, tiene un
vértice ubicado en la parte superior del grafo. De este vértice tenemos tres subgrdficos que son drboles
casi binarios, excepto por el hecho de que sus vértices inferiores estdn conectados por un ciclo.

(a) X3 (b) X4

Figura 3.1: Grafos X,,.
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De las ramificaciones en los grafos de la Figura 3.1 se deduce que
| Xn| =1+3(2"—1)=3(2") -2 > 2",

yasin < log, | X, |. Ademds, de la distancia dado por el ultimo vértice amarillo y el ultimo vértice negro
se tiene diam(X,,) = 2n. Por consiguiente, diam(X,) < 2log, | X, |, esto es, diam(X,,) = O(log | X,,|).
Sin embargo, si Sy, es el subgrafo conformado por los vértices amarillos, se tiene que

n 1
<|85|: — 0,n — oo.

Xy
( )_ ‘Sn| 2n -1

Luego (X,,) no es una familia expansora.

4. Propiedades basicas en grafos de Cayley. Para cada subconjunto I" de un grupo (G, o), existe
una representacion geométrica de GG en términos de I', denominado grafo de Cayley. Para su construccion,
considere un grafo X = (V,E) donde V = Gy, (x,y) € E siexiste v € I' tal que y = x o v, esto es,
siz~! oy € I'. Un grafo de Caley no dirigido es denotado por X = Cay(G,T"). Un digrafo de Cayley es
representado por X = Dicay(G,T").

Por ejemplo,

Ejemplo 4.1. Consideren (Z4,+), T'1 = {[1],[3]} y T2 = {[1]}. Los grafos resultantes son X; =
Cay(Z4,T1) y Xo = Dicay(Zy,T'2) como lo observados en las Figuras 4.1(a) y 4.1(b), respectivamente.

0] 1] 0] 1]

3] 2] 3] 2]

(a) Cay(Z4,I'1) (b) Dicay(Zs4,T'2)

Figura 4.1: Grafos y digrafos de Cayley.

Conforme al Ejemplo 4.1, para construir un grafo de Cayley no dirigido X = Cay(G,T), se debe
construir I' C G tal que (z,y) € F satisface x = y o7, e y = x 0y, para algunos 71,72 € I'. Sin embargo,
x =yovy; = (xovy2) o~ loque implica que v 0y, = e, esto es, Y2 = 'yfl. Por consiguiente, y de manera
que no existan bucles en el grafo, I" debe satisfacer.

Definicion 4.1. Sea (G, o) un grupoy I' C G tal que el elemento identidad de G no se encuentra en T,
esto es, e ¢ T. Se dice que T es simétrico si para todo v € T se tiene que v~ € T.

Definicion 4.2. Si " es un subconjunto simétrico de G, entonces el grafo de Cayley de G con respecto
a T es el grafo Cay(G,T") con conjunto de vértices igual a G y existe una arista (x,y) conectando a x e y
sizT oy €T, 0 equivalentemente, siy~' oz € T.

Ejemplo 4.2. Si G = (Z4,+), todos los posibles grafos de Cayley se pueden ver en la Figura 4.2.

[0] e o1 [0] [1] [0] ] [0 1]
[3]e o[2]  [3] 2] [3] 2l 3] 2]
@71 =0 (b) T2 = {[21} (© T = {[1], 131} (@ T = {[1,[2], 131}

Figura 4.2: Posibles Grafos de Cayley para G = (Z4, +).
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Ejemplo 4.3. Si G = (Zy,+) yI' = {[1],[1] 7'}, entonces C,, = Cay(G,T) es el ciclo de n vértices.
En la Figura 4.1(a) se observa el grafo paran = 4.

Ejemplo 4.4. Sea G = (Z3,+), conn > 1, y T el conjunto de todos los x € Z% con exactamente una
coordenada igual a 1. El grafo de Cayley resultante Cay(Z3,T") es el llamado hipercubo n-dimensional.
En la Figura 4.3 se muestran los casosn = 3y n = 4.

010 110

' 0110 1110 0111 1111
0100 1100
. — 0T 1101
0010 1010
W 00 0011 1011
0000 100 0001 1001

001 101
(@n=3 b)yn=14
Figura 4.3: Hipercubos.
Definicion 4.3. Para un grupo (G, o) con un conjunto T' = {v1,7v2, -+ ,yn} C G no simétrico, un

grafo dirigido X = (V, E) = Dicay(G,T) es de Cayley si V = G y para cada par de vértices z,y € G
define una arista (x,y) generado porv; € T siy = x o ;.

Para identificar si X = (V, F) es un digrafo de Cayley se deben identificar las siguientes propiedades

Teorema 4.1. Un digrafo X es de Cayley para algiin conjunto T de un grupo finito (G, o) si, y solo si,
se cumplen las siguientes propiedades.

1. X es conexo.

2. Como mdximo, una arista va del vértice x al vértice y.

3. Cada vértice x tiene exactamente una arista de cada tipo que comienza en x, y uno de cada tipo
que termina en Y.

4. Si dos secuencias diferentes de tipos de aristas que comienzan desde el vértice x y termina al
vértice y, entonces esas mismas secuencias de tipos de vértices que comienzan desde cualquier
vértice u conducirdn al mismo vértice v.

Note que del Teorema 4.1,

e Larazén por la que el grafo X es conexo se basa en que I' genera aristas de X como lo observado
en el Teorema 4.1, y que cada ecuacién y = x o +y tiene una solucion v, y v puede expresarse en
términos del conjunto I'.

e La propiedad 2 se debe a que y = x o -y tiene una solucién tnica. Si v € I, la arista de = a y estd
presente. Si y ¢ T, la arista de « a y no estd presente.

e La propiedad 3 se debe a que la arista que genera -y que sale de x va al vértice x o . La arista que
es generada por y que entra en x es la arista que viene de z o v,

e Lapropiedad 4 se debe a que las dos secuencias representan algtin producto de grupos generadores.
Las dos secuencias producen el mismo elemento del grupo porque la ecuacién y = x oy tiene una
solucién dnica.

Por otro lado, el siguiente resultado muestran los grados de salidas y entradas de los vértices en un
digrafo de Cayley.

Teorema 4.2 (Teorema 2, [4]). Sea X = Dicay(G,T') un digrafo de Cayley y sean 5~ (v), 6% (v) los
grados de salida y entrada de un cierto v € V' y n = |T|, respectivamente. Entonces para cualquier v € V
se tiene que 6~ (z) = 6T (z) = n.

Demostracion: Sea x € V' 'y v € T tal que (x,x o ;) forma una arista en X. Veamos §~ () = n.
Suponga que existen y; # v; € I', con i # j, tal que x 0 y; = x 0 ;.

Como z € (G, o), existe v ' talque xoz~ ! =e.Sizoy =xo0 Vi»

vi=(@ loz)oyy=a"to(zoy) =" o(xony;) = (z7ox) °j =),
lo que contradice que «y; = ;. Por tanto, para cada vértice x € X distintos elementos y de I' dan lugar a
distintas imégenes, esto es, d ~ (z) = n.
Por otro lado, note que para todo v € T, existe 7! € G tal que y oy~
caday €T,

=€ Siy=xo077!, para

1

(zoroy=zo0(y T on) =ux.
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Por consiguiente, 6 (z) = n.
Conforme a lo observado en las Figuras 4.1 y 4.3, el grafo de Cayley X; del Ejemplo 4.1 es 2-regular
y los hipercubos son n-regulares. Por consiguiente, el siguiente resultado muestran algunas propiedades
basicas de los grafos de Cayley.
Proposicion 4.1 (Proposicién 1.29, [3]). Sea X = Cay(G,T") un grafo de Cayley. Entonces
1. X es regular de grado |T|.
2. X es conexo si, y solo si, I genera a G.
Demostracion: En efecto,

1. Sea x € @ arbitrario. Entonces el conjunto de las aristas en X que contienen a = viene dado por
E,={(z,ro07):y€T}puesz lo(zoy) = (r"tox)oy=eoy=r~ €. Por consiguiente,
|E,| = [T,

2. Si X es conexo, para cada par de vértices x,y € X existe un camino P que los une. En particular,
si y = e, con e el elemento identidad de G, existe un camino P = = x9, 21, ,Tp_1,%n = €
donde cada (z;41,2;), coni = 0,--- ,n — 1, forma una arista, esto es, existe ; € T tal que
Zit+1 = T; o y; como lo observado en la Figura 4.4(a). Asi,

T = o'yo_1 :xgo’yl_lofyo_l :~-~:60’}/;_110~'~O’yo_1 :fy;_llou-o’yo_l erl.
Como z es arbitrario, se tiene que I" genera G.
Reciprocamente, si I" genera a G, para cada x,y € G existen 1,72, vk € L'y t1,t0, -ty €T
talquex =y 0y 0 -0y, ey =ty oty 0---0t,. Como

P = x,xoyk__l, e ,xoyk_lo . «o~y1_1 = e,xovk_lo . ~oryl_10t1, e ,xoyk_lo . -fyl_lotlo' <Oty =

es un camino de x a y en X, como lo observado en la Figura 4.4(b), entonces X es conexo.

—1

Y
Yn— —
./lin =€ v fyk—ll tn

N ]

" N . .
Y 2 ¢!
0 : \/tl'
xr = xq e
(a) Caminode x ae (b) Caminode x ay

Figura 4.4: Construccién Proposicion 4.1.

Por otro lado, de un digrafo de Cayley X = Dicay(G,T"), el grupo (G, o) es conmutativo si, y solo si el
conjunto generador I" es conmutativo. El siguiente resultado verifica cuando el conjunto generador |T'| > 2
es conmutativo.

Lema 4.1. El conjunto generador T de un digrafo de Cayley X = Dicay(G,T') es conmutativo si, y
solo si para cada vértice u del digrafo Cayley, se sigue una arista generada por v; € I' a un nuevo vértice
vy luego se sigue una arista de y; al vértice w, y también se puede tomar la arista generada por vy; desde
el vértice u hasta algiin vértice h y luego una arista generada por ; desde h hasta el vértice w

Demostracion: Conforme a lo observado en la Figura 4.5, comouoy; =v,voy; =w,uo~y; =hy
h o ; = w, entonces

vioy=(utov)oy;=uTto(woy) =uTtow=u""o(hoy)=(uT"oh)oy =50,

y se tiene el resultado.

Figura 4.5: Representacién Lema 4.1
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Dado que un grupo (G, o) es libre si existe ' C G, con ' N I'"! = (), tal que genera libremente a G,
esto es, si todo elemento de G se puede escribir en una forma tinica como producto de finitos elementos de
I" y sus inversos, el siguiente resultado muestra la forma del digrafo de Cayley formado por dichos grupos.

Proposicion 4.2 (Proposicién 1.15, [5]). Sea (G, o) un grupo libre y T' C G un conjunto que genera
libremente a G. Entonces X = Dicay(G,T') es un drbol dirigido.

Demostracion: Considere (G, o) un grupo libre, esto es, un elemento z € G se puede escribir de
manera unica como = ;' o ---yfr, cone; = {1} y~y; € ' para 1 < i < n. De manera equivalente a
la demostracién de la Proposicion 4.1(1), se sigue que X es conexo.

Ademds, si X no tiene ciclos dirigidos, entonces X es un arbol dirigido. Suponga que, para un z € G,
X posee un ciclo dado por

€n

C=z,x09",xor 07, ,xonf ooy =u.

Por consiguiente e = ;' o - -- oy, con e el elemento identidad de G, es una relacién no trivial sobre
los elementos de I, lo que contradice el hecho que G es un grupo libre generado por I'.

Debido a que un grafo de Cayley es |I'|-regular, si v € T entonces y~! € . Por tanto, al considerar
I" tal que T NT—! = (), entonces el grafo de Cayley no es regular. Por tanto, para determinar si el grafo de
Cayley proviene de un grupo libre se usa el siguiente resultado.

Proposicion 4.3 (Proposicion 1.15, [5]). Sea (G, o) un grupoy T' C G un conjunto generador de G
tal que T NT~t = (). Si X = Dicay(G,T) es un drbol dirigido, entonces (G, o) es generado libremente
por L.

Demostracion: Suponga que I' no genera libremente (G, o), esto es, existe elementos no triviales G
tal que el producto de estos es la identidad del grupo e. Sea e € G de longitud minima n > 0 tal que
e=nv1to---y5r,coneg = {£1} yy; € I'. Considere y; = ' o---07;* € G,donde i € {1,2,--- ,n}, e

yo = e. Como e es de longitud minima, y; son distintos para todo i € {0,1,--- ,n — 1}, ya que si existen
i,j €{0,1,---,n—1},i < j, cony; = y;, entonces 7f++11 o-- ~Ofy;j = ¢ es de longitud menor que n. > 0.

Entonces yy = y,, y los vértices y; e y;41 son adyacentes en X. Por lo tanto, se tiene un ciclo dirigido en
X, lo cual contradice el hecho que X es un arbol dirigido.

Ejemplo 4.5. El grupo G = (Z,+) es un grupo libre ya que I' = {[1]} es un subconjunto de 7. que
genera libremente a 7. El digrafo de Cayley P, = Dicay(G,T") es observado en la Figura 4.6.

1 2 3 4 5 6

Figura 4.6: Grafo P.

Ejemplo 4.6. ConsiderenT'y = {a, b} un subconjunto generador libre de (G1,0) yTI's = {a,b,c: ac = b}
un subconjunto generado de (G, 0). De la Figura 4.7 y conforme a la Proposicion 4.2, el grafo X1 =
Dicay(G1,T'1) es un drbol y, por la Proposicion 4.3, Xo = Dicay(G2,T'2) no es drbol.

o o o
boatob
b boa™!
. . *—o—¢ aob=a’oc
aoboa™! -4 —0—4 ’
D PRI PR P
I ; a”! e a
= o ¢ @
bt bt
e I = —o—¢
(a) X1 = Dicay(Gl, Fl) (b) X2 = Dicay(G% Fz)

Figura 4.7: Digrafos de Cayley.
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Para finalizar, el siguiente resultado muestra una forma de determinar cuando un grafo arbitrario X =
(V, E) es de Cayley.
Teorema 4.3 (Sabidussi, [6]). Un grafo conexo X = (V, E) es un grafo de Cayley de un grupo (G, o)
si, y solo si, existe H C Aut(X) tal que sea vértice transitivo en V (X).
Demostracion: Sea X = Dicay(G, I') un digrafo de Cayley y defina f : V' — V tal que f(xz) =z o~y
para algiin vy € T
Observe que
e f esuna funcién bien definida, va de G en G ya que usa la operacion binaria,
e Si f(z1) = f(x2), esto es, 21 0y = x5 0, entonces
21 = (z107) 0yt = (z207) 077"
Luego f es una funcién inyectiva,
e Seay € G arbitrario. Siz = y o~y 1, entonces f(z) = f(y Lox) = (yoy~!)oy =y.Luego f
es sobreyectiva.
e Seanz,y € Gy p € I'tal que y = x o 3, es decir, existe una arista en X entre = e y. Veamos que
existe una arista entre f(x)y f(y). En efecto, como y = x o S entonces y oy = x o (8 0 ), esto
es, f(y) = f(z) 0.
Por consiguiente, f es un automorfismo de X.
Reciprocamente, para x € V, considere

I'={v € H : x oves adyacente con x} .

Note que I' es simétrico ya que H actia mediante automorfismos de grafos, de modo que x o 7y es
adyacente con x si, y solo si, z es adyacente con x o v~ 1. Defina X = Cay(H,T') de la siguiente manera:
siz € V, entonces existe un unico vy € I' con x o v = y. De manera similar para las aristas.

Ejemplo 4.7. Considere el grafo dado en la Figura 4.8. Por el Teorema 4.3, dicho grafo es conectado
mas no es Cayley ya no es transitivo de vértice. El vértice superior izquierdo y su vecino a la derecha no
estdn mapeados entre st a través de ningtin automorfismo del grafo.

Figura 4.8: Ejemplo de un grafo que no es de Cayley.

5. Grafos expansores de Cayley. Debido a que los grafos de Cayley son |I'|-regulares, se usa el
Corolario 3.1 para identificar cuando una familia de grafos de Cayley son expansores. El Ejemplo 3.1 es un
aplicacién de dicho resultado. Sin embargo, dado lo complejo en algunas veces en calcular Ao (X), se usa
el didmetro para identificar cuando una familia no es expansora. Para ello, defina lo siguiente.

Definicion 5.1. Sea (G, 0) una sucesion de grupos finitos. Decimos que (G,,) tiene un didmetro lo-
garitmico si para algiin niimero entero positivo d existe una sucesion (I'y,) tal que T, C G con Ty, = d,
de modo que la sucesion de grafos de Cayley (Cay(G.,,T'y,)) tiene un didmetro logaritmico.

Definicion 5.2. Sea ' un conjunto y sea n € Z+. Entonces, un término en I de longitud n es un
elemento del producto cartesiano T x --- x T'=T". Si ' C G para algiin grupo Gy w = (w1, ,wy)
es un término, entonces g € G puede expresarse como g = wi 0 - - - 0 Wy,

Ejemplo 5.1. Sea (Z,+) yI' = {-1,1,2,5}. Entonces w1 = (1,2,1) es un término de longitud 3 en
T,y we = (2,2) es un término de longitud 2 en T'. Observe que tanto wy como ws se evaliian como 4. Por
lo tanto, 4 se puede expresar de muchas maneras diferentes como un término en I'. Ademds, 2 es la longitud
minima de cualquier palabra que se evaliia como 4.

Ejemplo 5.2. Sea (Z19,+) y T = {0, 2,4, 6,8}. Entonces T no se puede expresar como un término en
.

Definicion 5.3. Sea (G, o) un grupo, I' C G y g € G tal que puede expresarse como un término en T.
La norma de g es la longitud minima de cualquier término en la que se evaliia g. El término de longitud
cero se evaliia como el elemento identidad e € G. Entonces la identidad tiene término de norma 0.
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Por consiguiente, el siguiente resultado muestra como calcular el didmetro de un grafo de Cayley.
Proposicion 5.1 (Proposicién 4.17, [3]). Sea (G, o) un grupo finito yI' C G. Sea X = Cay(G,T).
Luego:
1. X estd conectado si, y solo si, cada elemento de G puede expresarse como un término en I.
2. Siz, y € Gy existe un camino en X de x a vy, entonces la distancia de x a y es la norma del
término x~ ' oy enT.
3. Eldidmetro de X es igual al mdximo de las normas de términos en elementos de G.
Demostracion: Vemos:
1. Dado de la Proposicion 4.1, X es conexo si, y solo si, I' genera a G, esto es, cada elemento de G
puede expresarse como un término en I'.

2. Sea (x = xg, 21, -+ , Ty = y) una caminata de longitud n en X de = a y. Como X es un grafo de
Cayley, z;41 = x; 0oy; paraalginy; € I',cont =1,--- ,n — 1.
Entonces
-1 —1 -1
gj:gglof}/o :...:yofynilo...ofyo ,
esto es,

xily:’yoo'uo’yn_l.

Por tanto (Yo, ,7»_1) €s un término de longitud n que se evalda como =1 o y. Por lo tanto,
la distancia de x a y es igual a la longitud minima de todas las caminatas en X de x a y, lo que
equivale a la longitud minima de todas las palabras en esa evaluacién a =1 o y, que es igual a la
norma del términode 'y enT.
3. Siz € G, por (2) la distancia desde el elemento de identidad e hasta = es la norma del término de
x. Por lo tanto, diam(X) es al menos el maximo de la longitud de los términos de los elementos
de G. Porque por (2) cada distancia es una norma de palabras, tenemos igualdad.
Ejemplo 5.3. Sea X,, = Cay(Z3,T',,)) como lo observado en la Figura 4.3. Como la norma de un
elemento de x € 7% es igual al conteo de elementos 1 en x, la proposicion 5.1, diam(X,,) = n.
Ejemplo 5.4. Sea (Z,,,+), I = {[1],[1]7'} y C,, = Cay(Z,,,T"). Por la proposicion 5.1, diam(C,,) =
n = |Cy|. Por consiguiente, (C,) no tiene didmetro logaritmico, y por el Corolario 3.2, (Cy,) no es una
familia expansora.

6. Conclusiones. En este trabajo se identificaron las posibles representaciones graficas en grafos de
Cayley dependiendo las caracteristicas del grupo o su generador. En este caso, si el grupo es libre, entonces
el grafo es un drbol y, si I' es simétrico, el grafo es regular. Ademads, se demostrdé que el grafo de Cayley
es transitivo en los vértices, es decir, dado dos vértices cualesquiera existe un automorfismo del grafo que
lleva un vértice en el otro. Sin embargo, no todo grafo transitivo en vértices es un grafo de Cayley de algin
grupo, como ejemplo se podria tomar el grafo de Petersen [7].

Los grafos de Cayley no es independiente del conjunto de generadores que se toma, como en el caso
de los posibles grafos generados para el grupo (Z4, +). Es decir, que al tomar dos generadores distintos se
obtiene en general grafos no isomorfos. De igual forma, si I' no genera al grupo G entonces habra varias
componentes conexas del grafo, una por cada clase lateral determinada por el subgrupo generado por I'.

En algunas ocasiones la condicién para que (x,y) € F en un digrafo de Cayley es sustituido por
y = o x para algin v € I, pero no implica que se altera la forma del digrafo. Dado que z,y € G,
entonces 1, y~! € G, por consiguiente, una arista (,y) € E bajo la condicién que y = x o vy es
bi-equivalente a formar una arista (y~!,27!) € E bajo la condicién 2= = y oy~ 1.

Por otro lado, si el didmetro de una sucesion de grafos de Cayley no es logaritmica, entonces la familia
de grafos no es expansora. Sin embargo, si el didmetro es logaritmico, no se puede concluir que la familia
es expansora, lo cual es importante determinar el segundo valor propio mas grande de la familia de grafos
y determinar si la sucesion (d — A2(X,,)) es limitada para una constante diferente de cero. En este caso,
existen trabajos dedicados en determinar el espectro de un grafo de Cayley [3, 8, 9].
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