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Resumen
En este articulo se caracterizan proyectivos relativos e inyectivos relativos a partir de un morfismo de
anillos unitarios.
Palabras clave. Clase proyectiva, clase inyectiva, funtor de cambio de anillos, proyectivo relativo e inyectivo
relativo.

Abstract
In this article, relative projective and relative injective are characterized based on a homomorphis of unit
rings.
Keywords . Projective class, injective class, ring change functor, relative projective and relative injective.

1. Introduccion. Dado un morfismo de anillos unitarios ¢ : R — S. Un S— mddulo es proyectivo
relativo si y sélo si es retracto de S ®g C; un S— modulo es inyectivo relativo si y sélo si es retracto de
Homg (S, C). En el apéndice A del articulo [1] se da un método para construir una resolucién proyectiva
relativa de un S—mddulo N imponiendo condiciones adecuadas en Corolario A.2.

Para ello, se considerd un diagrama en la categoria de .S—modulos izquierdos

J

(1.1) ¥y <M Xgy <My, < ,
y
Yo <2 Xoo o X0 o

tal que:

a) La columna y las filas son complejos de cadenas.

b) Paracadar,s > 0 se tiene un R—mddulo X s, aplicaciones de S—médulos s,s : X3 — S ®RX s

Y Trs 0 S ® X g — X,g verificando 7,45,5 = id .
¢) Cada fila es contréctil como un complejo de R—mddulos.
Se dan las motivaciones para la investigacion en el intento de corroborar la prueba de [1, Cap.2] y el de

mejorar el método para obtener una resolucion proyectiva relativa del apéndice A de [1]. El problema fue
verificar que el S—moddulo X,, := @ X5 es proyectivo relativo, el cual apareci6 al detallar la prueba

r4+s=n
de [1, Cap.2]. Para ello se plantea la siguiente :
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Hipétesis. Dado ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios. Todo S-mddulo A es un retracto de algiin
S-médulo S Rr A.

Interrogantes: ;Es posible eliminar la condicién b) impuesta sobre el diagrama (1.1), de modo que atn sea
vélida [1, Cap.2]?, entonces ¢, la restricciéon dada por dicha condicién fue una estrategia para simplificar la
construccién de una resolucién proyectiva relativa de un S—médulo N?.

El propésito de este articulo es estudiar S—mddulos proyectivos relativos, también S—mddulos inyectivos
relativos a partir de un morfismo de anillos unitarios ¢ : R — S para caracterizarlos.

Para obtener la caracterizacién de proyectivos relativos e inyectivos relativos se establecen como los resul-
tados principales Proposicién 5, Proposicién 9, Ejemplo 4, Lema 1 y los dos teoremas de funtores adjuntos.
La presentacion de este trabajo se hace en cinco secciones:

En la segunda seccidn se introduce nociones de funtores adjuntos y funtor de cambio de anillos. Estos
funtores van a ser herramientas para transferir clases proyectivas de epimorfismos y clases inyectivas de
monomorfismos en las secciones restantes.

En la tercera seccion, se establece el primer teorema de funtores adjuntos, luego se da un ejemplo de
clase proyectiva de epimorfismos como consecuencia de dicho resultado.

En la cuarta seccidn, se enuncia y se demuestra el segundo teorema de funtores adjuntos, luego se da
un ejemplo de clase inyectiva de monomorfismos como consecuencia de dicho resultado.

En la quinta seccidn, se aplican los dos teoremas de funtores adjuntos a la caracterizacién proyecti-
vos relativos e inyectivos relativos, respectivamente. Se dan ejemplos de proyectivos relativos, inyectivos
relativos, clases proyectivas de epimorfismos, clases inyectivas de monomorfismos, un proyectivo relativo
que no es proyectivo absoluto. Ademds, se demuestra la hipétesis planteada si el S—mddulo S Rr A es
semisimple.

En la sexta seccidn, se presentan las conclusiones y recomendaciones. Se sugiere que la forma especial de
proyectivos relativos podria ser aprovechada para construir un grupo de Grothendieck.

2. Funtores Adjuntos. En esta seccion, se demuestra que el funtor de cambio de anillos tiene adjunto
izquierdo y adjunto derecho.

Definicion 1. /2, pdgina 64] Sean F : € — ©, G : © — € funtores tales que existe una equivalencia
natural n = nxy : D(FX,Y) — €(X, GY) de funtores de €°P x ® — &. Entonces decimos que F es
adjunto izquierdo de G o G es adjunto derecho de F, y escribimos 1 : F' 4 G. Se llama 1 adjuncion.

Ejemplo 1. Sea A un R — mddulo derecho, B un R — mddulo izquierdo y H un grupo abeliano.
Consideremos los funtores

F:—®RB:m]§—>le,
G=Hom(B,—):2b— Mg,

donde My es la categoria de R — mdédulos derechos y b es la categoria de grupos abelianos.
Por [2, Teorema II1.7.2] se sabe que Hom(A ®g B, H) = Homg(A, Hom(B, H)).
Esto se verifica, tomando las biyecciones f — f' tal que f'(a)(b) = f(a®b); ¢’ <= g tal que g'(a ® b) =
g(a)(b). Por consiguiente, concluimos que F 4 G.
Observacion 1. La ecuacion siguiente expresa la naturalidad den : F 4 G

2.1 nBogoFa))=G(B)on(p)oa,
paratodo o : X' — X, ¢ : FX =Y, 8:Y =Y’ [2,(IL7.1)]. Tomando Y = FX, ¢ = 1y,
se define ey := n(lpx) : X — GFX. Llamaremos a ¢ unidad de la adjuncién 7. Similarmente, para

X = GY, se define 8y :=n~1(1gy) : FGY — Y. Llamaremos a § counidad de la adjuncién 7).
Se nota que (2.1) implica que 7 estd determinado por €, y que 7' estd determinado por J, mediante las

reglas
(2.2 n(e) =G(p)oex  para p: FX =Y,
(23) E() =n"'(¥) =0y F(¢)  para ¢: X = GY .

Dado ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios. El funtor de la proposicién siguiente se llama funtor
de cambio de anillos.

Proposicion 1. Entonces existe F = F,, : mly — m funtor covariante.

Demostracion: Sea M un S—mddulo; luego, (M, +) es un grupo abeliano. Se define el producto por
un escalar R x M — M porr-m = ¢(r)-mparar € R, m € M; de modo que M es un R—médulo. Este
mddulo se denota por F'M. Sea f : M — N morfismo en mfs, entonces f : M — N es morfismo en m]lR.
Este morfismo se denota por F'f. Luego, F' : mks — m) es un funtor covariante, pues para F' se cumplen
las dos condiciones siguientes:
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(1) Sean f : My — Ma, g : My — M; morfismos en m&. Entonces f : My — May g : My — Mj
son morfismos en m]lR. Asi, se obtiene que F'f : FM; — FMsy Fg : FMs — FDM;s son
morfismos en m&. Luego, (Fg)(Ff) = gf = F(gf).

(2) Sea M € |mk|, entonces F(idy;) = idpas. En efecto, idps : M — M es morfismo en mk
tal que idyr(m) = m, Vm € M. Luego, F(idy) : FM — FM es morfismo en mk. Asi,
F(’L'd]y[) =1idy = idppy O

Sean M un R—médulo, GM =S Qr M yGf =S ®r f.

Proposicion 2. Existe G = G, : mb — ml funtor covariante.

Sean M un R—médulo, HM = Homg(S, M)y Ha = Homg (S, ).

Proposicion 3. Existe H = H,, : mg — mk funtor covariante.

Proposicion 4. Sea ¢ : R — S morfismo de anillos unitarios.

1) Si M € |m&|y N € |mk|, entonces existe 1 : Homs(S @ M, N) — Homg (M, N) isomorfismo
de grupos abelianos.
2) Si N € |mk|y M € |mk|, entonces
existe 13 : Homg (M, N) = Homgs (M7 Homg(S, N)) O
La aplicacién n; definida por 71 (g)(m) = g(1 ® m) es un isomorfismo con inversa dada por
n2(h)(s ® m) = sh(m); mientras que la aplicacién 73 definida por 73(g)(m)(s) = g(sm) es un isomorfis-
mo con inversa dada por n4(h)(m) = h(m)(1).
Proposicion 5. Sean F, G y H funtores covariantes de las proposiciones 1, 2 y 3, respectivamente.
Entonces:
1. G es adjunto izquierdo de F; i.e., G——F,
2. H es adjunto derecho de F; i.e., ' —— H .
Demostracion:
1. Se define i : m5(G-,-) — mk (-, F) : (mg)” x mk — & sobre un objeto
(M, N) € |(mh)°P x mk|, como el morfismo

NMN mg(Gﬁ\/l,N)HmfR(M,Fl]lV), en &, dado por:

S@M N

2.4 nun(g)(m) =g(1®m),

y sobre un morfismo (a°?, 8) : (My, N1) — (Ma, No) en (mh)°P x mk, se tiene el diagrama
conmutativo en G,

ML=NM; Ny

me(S®M1,N1) m]lR(Ml,Nl)

mk (S ® My, N) vt mb (Ma, No).
En efecto, con los diagramas conmutativos
pi(p): S®My—— N p2(m(p)) : My —— Ny
i | T
SeM >N, My L
se obtiene:
2.5) pi(p) = Bpid®a) & pa(m(p)) = Am(p)e.

Por otro lado 12 (p1(¢)) : M2 — N3 es dado por:
n201(¢)(m2) = p1(p)(1 @ m2) = Bp(id @ a)(1 @ mz2) = Bp(l @ ama).
Pero S (p)a(ma) = Blm(e)(amz)] = Bp(l ® ams). Luego S (p)a = n2p1(p). Por (2.5),

p2(m(¢)) =n2(p1(¢)). Ademds, por la parte 1) de Proposicion 4, 1y v definido en (2.4) es una
biyeccion. Por lo tanto, G es adjunto izquierdo de F.
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2. Se define ’ : mL(F-,-) — mk(-, H-) : (ms)°? x m, — & sobre un objeto
(M, N) € |(mk)°P x mk| como el morfismo

NN mR(FM N) ——mk(M, HHN ), en &, dado por:
IW Homg (S,N)

(2.6) Nun(9)(m)(s) = g(sm),

y sobre un morfismo (a°?,8) : (My,N1) — (Ma, No) en (mk)°P x mk se tiene el diagrama
conmutativo en &

m=n
goem]lR(Ml,Nl) ﬂlNl L (Ml,HOHlR(S Nl))

m]lR(Mg,NQ) — me(Mg,HomR(S,NQ))
2=y Ny

En efecto, con los diagramas conmutativos

p1(p): My ——= Ny P2 (m(go)) : M; —— Homg(S, N2)  se obtiene:
al Tﬁ O(\L B
My —— N, M; —— Homg(S, Ny),
m(p)
2.7 pi(p) = Bea & pa(m(p)) = Bam(p)en

Por otro lado, 75 (p1 (g@)) : My — Homg (S, N2) es dado por:
2(p1(#)) (m2)(s) = p1(p)(sma) = Bpa(smz).

Pero B.m1(p)a(ms)(s) = Bup(sa(ma
De (2.7) se obtiene, ps (11 ((,0 ) =n2(p1

) = Bypa(smsz); de modo que Buni () = n2(p1(e)).
()

Por otro lado, por la parte 2) de Proposicién 4, el 1}, definido en (2.6) es una biyeccién. Por lo
tanto, H es adjunto derecho de F' [

3. Clase Proyectiva. Un morfismo f : M — N en una categoria € es epic (o epimorfismo) si para

K
todos los morfismos N — { W enC tales que gf = hf se tiene que g = h.
g

Un objeto P de € es proyectivo si para cada epimorfismo ¢ : M — N en €, la aplicacién inducida
ex = C(P,e): €(P,M) — €(P, N) es suryectiva, es decir, el diagrama siguiente conmuta

P
g -7
!
L

M —<% N

Sean 2{ una categoria abeliana y & una clase de epimorfismos en 2 .

Definicion 2. Sea ¢ : B — C un epimorfismo de 2. Un objeto P de 2 se llama proyectivo relativo a €
sie, =A(P,e) : A4(P, B) — A(P,C) es suryectiva . Es decir, dado f € A(P,C), Ig € A(P, B) tal que
ex(g) = f. P es llamado &—proyectivo si es proyectivo relativo a €, para todo € € & .

Proposicion 6. P; © P, es &—proyectivo siy sélo si Py y Py son &—proyectivos.

Demostracion: Sea e € & (arbitrario)y B —— C epic en 2. =) Dado ¢, : P, — C. Tomando
¢ = {(¢1,0) : P, ® P, — C, como P; & P, es proyectivo relativo a e, Fp = (¢1,102) : P, & Py — B tal
que €y = ¢. Luego, e1p1 = ¢ y asi P es proyectivo relativo a €. Similarmente, de P; & P, es proyectivo
relativo a € se sigue que P, es proyectivo relativo a ¢.
<) Si P, y P, son proyectivos relativos a ¢, entonces P; @ P, es proyectivo relativo a €. En efecto, dado
¢ = {(P1,d2) : P ® Py — Csetiene ¢1 : P — C'y ¢po : P, — C morfismos en 2. Puesto que Py y P,
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son proyectivos relativos a €, existen ¥ : P, — By ¢y : P, — B tales que ey; = ¢; parai = 1,2. Asi,
existe 1) = (¢1,19) : P ® P, — Btalque eyp = ¢ O

Definicion 3. La clausura, C(&), de &, consiste de los epimorfismos € en 2 tal que cada objeto
& —proyectivo de 2 es también proyectivo relativo a €. La clase & es cerrada si & = C(&).

Proposicion 7. [2, PIX.1.2] Una clase cerrada de epimorfismos contiene cada proyeccion m: A& B —» A .

Demostracion: Sea & una clase cerrada de epimorfismos en 2, entonces 7 € &. En primer lugar, se
observa que 7 es epic en 2. Dado C € ||y f : C — A morfismo en 2. Por propiedad universal del
producto [3, Definicién 1.4.1] y el hecho que A x B = A @ B, existe morfismo g : C' — A & B tal que
f = mg. Asi, se tiene el diagrama conmutativo

C

Jg /,/
J<’/ lf
A®B T A

Luego, cualquier objeto C' de 2 es proyectivo relativo a 7.
Afirmacion: 7 € C(&). Sea P un & —proyectivo, entonces P es proyectivo relativo a 7r. En efecto, tomando
C' = P resulta que P es proyectivo relativo a 7. Asi, 7 € C'(&). Como & es clase cerrada, C(&) = &. Por
lo tanto, m € & O

Unepimorfismo ¢: A —— B de R-mddulos se descompone si existe un morfismo v : B —— A
de R—mbdulos tal que ev = 15 ,

Proposicion 8. Sea R un anillo unitario. La clase & de epimorfismos de R—mddulos izquierdos que se
descomponen es cerrada.

Demostracion: Sean ¢ € & (arbitrario), M € |mk|y o € mh(M,C). Puesto que ¢ : B — C, se
descompone como morfismo de R—médulos, existe v € mk(C, B) tal que ev = idc. Luego se tiene el

diagrama conmutativo

M

H,B:y(x// la
e
B C

v

Asi, cualquier R—moédulo izquierdo M es proyectivo relativo a €; i.e., M es & —proyectivo.
Afirmacion: C (&) C &. En efecto, sea ¢ € C(&), como cada R—mddulo izquierdo es
& —proyectivo, C' es &—proyectivo. Por definicién de clausura, C' es proyectivo relativo a (.

3;// lidc
<<
B —— C
Por lo tanto, 37 € mk (C, B) tal que (7 = idc. Asi, { € &. Luego, & es cerrada [J

Definicion 4. Una clase cerrada & de epimorfismos de U es proyectiva si para cada objeto A de 2
existe un epice : P — Aen &, donde P es &—proyectivo.

Ejemplo 2. La clase & de epimorfismos de R—mddulos izquierdos que se descomponen es proyectiva.
Demostracion: Segiin Proposicion 8, la clase & es cerrada. Dado A € |m]lR|, existe ¢: P — A ,donde
P es &—proyectivo.

En efecto, Proposicion 7 garantizaque ¢ =n: A® B —» A estden & para cualquier R—médulo B.
Como cada R—mddulo es & —proyectivo; en particular, P = A @ B es &—proyectivo. Por lo tanto, & es
una clase proyectiva [J

En este trabajo, se agrega una condici6n al funtor fiel U : 2" — 2 de [2, Theorem IX.4.1], la cual es
que U preserva epimorfismos para establecer dicho resultado.

Teorema 1. Sea & una clase proyectiva en una categoria abeliana 2. Sea ' una categoria abeliana.
Sean F : A — A y U : A — A funtores tales que F' 4 U. Asuma que U es fiel & preserva epic. Entonces:
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i) & = U~L& es una clase proyectiva de epimorfismos de 2’ ;
1) Si P es &-proyectivo en 2, entonces F'P es &' -proyectivo en ';
i1i) Los &'-proyectivos son sumandos directos de F' P, donde P es un &-proyectivo.
Demostracion: Se puede encontrar en [2, Theorem IX.4.1]y [4, Teorema 3.10.2] O
Sea Z un anillo de enteros. Por definicién de clausura de una clase de epimorfismos tenemos:
Ejemplo 3. La clase & de todos los epimorfismos en ml, es cerrada.
Proposicion 9. La clase &, de todos los epimorfismos de Z—mddulos izquierdos es proyectiva.

Demostracién: Segtin el ejemplo anterior, la clase &7 es cerrada. Dado A € |le ,existe ¢ : P ——» A
en &1, donde P es & —proyectivo.
En efecto, tomando en [2, Proposition 1.4.3] A = Z, para el Z-mddulo A existe un Z-médulo libre P tal

que P/Ker(e) = A para algin morfismo ¢ de Z-médulos. Es decir, existe un Z-médulo proyectivo P tal

que £: P ——» A esunepimorfismo. Por lo tanto, & es una clase proyectiva [

Corolario 1. La clase &/ de todos los epimorfismos de A—mddulos izquierdos es proyectiva.

Demostracion: Sea ¢ : 7. — A tal que (1) = 1, morfismo de anillos unitarios, entonces se obtiene
el funtor de cambio de anillos F = F, : m{ — m},. Tomando U = F en Teorema 1 se concluye que
& = F~1(&)) es una clase proyectiva [J

La demostracion de este corolario da nueva demostracion de [3, Teorema 2.4.4].

4. Clase Inyectiva. Esta seccion estd destinada a la formulacién y formalizacion del dual de [2,
Theorem IX.4.1]. Un morfismo f : A — B en una categoria € es monic (0 monomorfismo) si para todos

h
los morfismos W { A enCtales que fg = fhsetiene g = h.
g

Sea .# una clase de monomorfismos en una categoria abeliana 2. Sea 1 : A — B un monomorfismo de 2.
Un objeto I de 2 se llama inyectivo relativo a p si conmuta el diagrama siguiente

1
N
fT 7
At B
I es llamado .# —inyectivo si es inyectivo relativo a i, para todo 1 € .

La clausura, C(.#), de .#, consiste de los monomorfismos p en 2 tal que cada objeto .# —inyectivo
de 2 es también inyectivo relativo a pi. La clase .# es cerrada si # = C(.4).

Proposicion 10. Una clase cerrada de monomorfismos contiene cada inyeccion

ia:A—— ADB .

Demostracion: Sea .# clase cerrada de monomorfismos en 2, entonces i 4 € ..
En efecto, se observa que ¢4 es monic en 2. Dado C € ||y f : A — C morfismo en 2. Por propiedad
universal de suma directa A @ B [3, Definicion 1.4.6], existe morfismog: A® B — Ctalque f = goig.
Asi, se tiene el diagrama conmutativo

OK
< 3
As“ s AaB

Luego, cualquier objeto C' de 2 es inyectivo relativo a i 4.

Afirmacion: iy € C(4). Sea I un .# —inyectivo, entonces I es inyectivo relativo a i 4. De hecho, toman-
do C' = I resulta que I es inyectivo relativo a i 4. Asi, i4 € C(A&).

Como .# es cerrada, C(MH) = M, luego iy € .4 O

Un monomorfismo px: A —— B de R-mddulos se descompone si existe un morfismo

v:B—— A de R-médulos tal que vy = 14

Proposicion 11. La clase # de monomorfismos de R—mddulos izquierdos que se descomponen es
cerrada.
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Demostracion: Sean p: A ——— B en.#, M € |mh|y a € mh(A, M). Puesto que u se descom-

pone como morfismo de R—mddulos, existe v : B — A tal que vy = id 4. Luego, se tiene el diagrama
conmutativo

Asi, cualquier R—médulo izquierdo M es inyectivo relativo a p; i.e., M es .# —inyectivo.
Afirmacion: C(.#) C 4 .Sea & € C(.#'). Como cada R—médulo izquierdo es
A —inyectivo, A es .# —inyectivo. Por definicién de clausura, A es inyectivo relativo a £ .

A

X
. ~ 3

szT T
\\

N

A>£—>B

Asi, existe 7 € mk (B, A) tal que ids = 7&. Es decir, £ € .. Por lo tanto, .# es cerrada [J
Definicion 5. Una clase cerrada .# de monomorfismos de 2 es inyectiva si para cada objeto A de 2

existe un monic p: A —— 1 en #, donde I es M —inyectivo.

Ejemplo 4. La clase .# de monomorfismos de R—mddulos izquierdos que se descomponen.
Demostracion: Segin proposicion 11, la clase .# es cerrada.

Dado A € |mb|, existe po: A = I en.#,donde I es .4 —inyectivo.

En efecto, Proposicién 10 garantizaque po =i4 : A —— A @® B estden ./ para cualquier R—mddulo
B. Como cada R—mddulo es .# —inyectivo; en particular, I = A @ B es .# —inyectivo. Por lo tanto, .#
es una clase inyectiva [J

Proposicion 12. Los monomorfismos son reflejados mediante un funtor fiel.

Demostracion: Sea U : ' — 2 un funtor fiel. Sea ¢/ : X — Y un morfismo en 2’ tal que
Up' : UX — UY es un monomorfismo, entonces debemos demostrar que ' es un monomorfismo.
Sean g, h : Z — X morfismos en 2’ tales que i’ o g = p’ o h. Entonces vamos a deducir que g = h.
Aplicando el funtor U a la igualdad de composiciones, Uy’ o Ug = Uy’ o Uh. Puesto que Uy’ es mono-
morfismo, Ug = Uh. Pero U es funtor fiel, luego g = h. Asi, u’ es un monomorfismo [J

Teorema 2. Sea ./ una clase inyectiva en una categoria abeliana . Sea ' una categoria abeliana.
Sean F : A — A y U : A — A funtores tales que U 4 F. Asuma que U es fiel & preserva monic.
Entonces :

i) M = U= M es una clase inyectiva de monomorfismos de ' ;

11) Si I es M -inyectivo en 2, entonces F'I es M’ -inyectivo en A’;

iit) Los .#'-inyectivos son sumandos directos de FI, donde I es un .# -inyectivo.

Demostracion: Por proposicién 12, vemos que .#' = {p/ monicen ' |Up' € A'}.
i1) Sea I un .# -inyectivo.Consideremos el diagrama siguiente en 21’

FIr
S 3
J 2

~
~
~

B, —— B
1u'en//l/ 2

Aplicando la adjuncién 7 : U 4 F', obtenemos en 2 el diagrama

I
T~ ’
» S
n=(¢) .o
UB1 >—>\ UBQ
Al

Por hip6tesis I es .# -inyectivo, luego existe ¢’ : UBy — I tal que =2 (¢) = o' o Up.

Considerando (2.1) y aplicando 7 a la ecuacién anterior obtenemos que ¢ = v o i/, donde v = 7(¢’). Por
lo tanto, F'T es .#-inyectivo.

i)(1) Por definicién ./’ es una clase de monomorfismos de 2A’. Ahora, probemos que .#" es cerrada. Si

B € C(A'"), entonces 8’ € .#’. En efecto, suponiendo que 3’ : By = By estien2’ & I’ es un
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'-inyectivo, por definicién de clausura de monomorfismos, obtenemos que I’ es inyectivo respecto a 3’.
Es decir, tenemos el diagrama

I/
ES
WT N

~
~
~

By —= By
B en2A

tal que ¢ = 1) o 3’. En particular, podemos tomar I’ = F'I, donde I es .# -inyectivo. Luego aplicando 1!

al diagrama y la ecuacién anteriores 1 (¢) = =1 () o UB' y

I
. Tl I W)
n (sO)T S

UB1 ——— UBQ
UB en2A

donde U’ es monic en 2 pues U preserva monics.
Esto significa que U3’ € C(.#). Pero ./ es cerrada, luego U3’ € . . Por lo tanto, 3’ € .A'.

i)(2) Dado B’ € || existe u' : B' —— I' en .#’, donde I’ es .4 -inyectivo.

Como B’ € |2, tenemos que UB’ € |2l|. Ahora, por el hecho que .# es una clase inyectiva en 2,
existe pu:UB' —— I en .#, donde I es ./ -inyectivo. Recordando que  : U - F, sabemos que
n=mnpgy:AUB,I) —— WA (B',FI) . Asi, para u € A(UB’, I) existe un tnico p’ € A’ (B’, FI) tal

!

que n(p) = 4.
Por otro lado, tenemos la composicién de morfismos

@.1) v - urr 2,

donde 4 es la counidad de la adjuncién 7.
Tomando ¢ = p/, X = B’,Y = I en (2.3), obtenemos que n~*(p/) = d7 o Up'.

4.2) Asi, =60 U.

Como 4 es monic, se sigue inmediatamente que Uy es monic.
Por la parte ii), F'I es .#'-inyectivo. Como U i/ es monic, por la proposicién 12 1/ es monic. Falta demos-

trarque p': B’ —— FI estien.Z’.

Para ello, sea J un .#-inyectivo, entonces J es inyectivo respecto a Up'. Es decir, debemos obtener el
diagrama conmutativo

J N
“3) o T
UB 5 UFI
Up
En efecto, por (4.1) y (4.2) obtenemos
g I
P o1
UB' - L UFI
Up

Sea {/; = 1)1 o0 d;. Entonces el diagrama (4.3) conmuta, pues

oUpu' = (11 08;7) o Uy por asociatividad se tiene

= 1)1 o u = 1) por el diagrama anterior .

Esto significa que Uy’ € C(.4). Pero .4 es cerrada, luego Uy’ € . Por consiguiente p' € .#".
Tomando I’ = F'I, donde I es .# -inyectivo, queda probada la afirmacién hecha en 7)(2).
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i4i) Los .#-inyectivos son sumandos directos de F'T para algtin .# -inyectivo I.
En efecto, sea C' un .#’-inyectivo, luego UC € |2|. Como .# es una clase inyectiva en 2, existe

w:UC —— I en.#,donde I es .#-inyectivo.

Haciendo B’ = C en la prueba de la parte i)(2), sabemos que existe u' : C —— FI en .#’, donde
FI = I'. Luego, por el hecho que C' es .#'-inyectivo, obtenemos el diagrama conmutativo siguiente

Asivou = 1¢. Segin [5] (B. Mitchell - Theory of Categories - Academic Press), toda categoria abeliana
puede ser inmerso en una categoria de A-mddulos con A conveniente. En vista de este resultado se puede
realizar pruebas en categorias abelianas como se estuviera en categoria de médulos. Por lo tanto, conforme
a [6, Proposicién 3.2.2] obtenemos F'I = Ker(v) @ Im(y’). Como Im(p') = C, C es sumando directo de
FIg

Sea Z un anillo de enteros. Por definicién de clausura de una clase de monomorfismos :

Ejemplo 5. La clase .#1 de todos los monomorfismos en le es cerrada.

Proposicion 13. La clase .#, de todos los monomorfismos de Z—mddulos izquierdos es inyectiva.
Demostracién: Segun el ejemplo anterior, la clase .#; es cerrada.
Dado A € |le|, existe p: A >—— I en.#,donde I es .#,—inyectivo.
En efecto, como un grupo abeliano es un Z—mddulo, por [2, Proposition 1.7.4] el Z-mé6dulo A puede ser
inmerso en un Z-mdédulo divisible D. Puesto que Z es un dominio de ideales principales, por [2, Theorem
1.7.1] D es un Z-médulo inyectivo. Es decir, existe un Z-moddulo inyectivo [ = D talque p: A —— [
es un monomorfismo de Z-mddulos. Por lo tanto, .#; es una clase inyectiva []

Corolario 2. La clase .#{ de todos los monomorfismos de A—mddulos izquierdos es inyectiva.

Demostracion: Sea ¢ : 7. — A tal que ¢(1) = 1, morfismo de anillos unitarios, entonces se obtiene
el funtor de cambio de anillos F' = F,, : mh — le. Tomando U = F' en Teorema 2 se concluye que
M| = F~1(#1) es una clase inyectiva

La demostracion de este corolario da nueva demostracion de [3, Teorema 2.4.11].

5. Aplicacion de los Teoremas de Funtores Adjuntos. Dado un morfismo de anillos unitarios. Se
discute la caracterizacién de proyectivos relativos e inyectivos relativos utilizando clase proyectiva de epi-
morfismos, clase inyectiva de monomorfismos, teoremas de funtores adjuntos y el funtor de cambio de
anillos.

Lemal.Sean ® — %~ ¢
adjunciones, entonces:
1. F preserva monic,
2. F preserva epic.
Demostracion:
1. Si f : My — M5 es monic en €, entonces F'f es monic en 2.

g
Dados N { F(M;) morfismos en D tales que (F'f)g = (F f)h, se va a deducir que g = h.
h

F H

D ¢ funtores covariantes; n: G ——F yn': F——H

En efecto, por hipétesis 1 : G —— F , esto significa que

n:C(G,) = D(,F):D? x € — & es equivalencia natural. Luego, para cada

(X,Y) € |9 x €| se tiene nxy : €(GX,Y) — D(X,FY) morfismo en &, y para cada
morfismo (a°?, 8) : (Ny, M1) — (N2, M3) en ©°P x € se tiene el diagrama conmutativo con
filas isomorfismos

~

C(GNy, My) D (N1, FMy)

- >
TNy My

C(Ga”’,ﬁ)l \L@(ao",Fﬁ)

C(G Nz, Ms) D(No, FMs).

- >
TNy Mo

Tomando N = N; = Ny, a =1idy y 8 = f se obtiene

~

¢(GN, M) D(N, FM;)

- s
T ="NDM;

¢liden, f)f*i iﬁ(idN,Ff)(Ff)*

C(GN,My) —=> D(N,FM,).

—_—
T12="N Mo
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Por la conmutatividad de este diagrama, para cualquier ¢ € €(GN, M) se tiene la igualdad

(Ff)ani(¥) = nafe(¢). Luego

(5.1) n H(FHm () = fo.
Para g € D(N, FM,), n; *(g) € €(GN, M;). Tomando 1) = 17 *(g), por (5.1) se obtiene
(52) o (Ff)g = fni(9).

Como g, h € D(N, FM,) son tales que (F f)g = (Ff)h, aplicando 7, * se obtiene 5 ' (F f)g =
ny L(F f)h. Por (5.2) fn; *(g) = fny *(h). Puesto que f es monic, n; ' (g) = ny * (k). Asi, g = h,
yaque 1, ! es isomorfismo (monic).
g

. Si f: Ny — Njesepicen €, entonces F f es epicen D. Si F(INy) { N son morfismos

h
en © tales que g(Ff) = h(Ff), entonces g = h. En efecto, por hipétesis, n' : F —— H .
Esto significa que  : D(F-,-) — €(-,H) : € x © — & es equivalencia natural de funtores
covariantes. Luego, para cada (X,Y) € |€°P x D] se tiene nyy : D(FX,Y) — €(X,HY) un
morfismo en &, y para cada morfismo (y°P,d) : (N1, My) — (Nz, M) en €°P x D se tiene el
diagrama conmutativo con filas isomorfismos,

D(FNy, My) —> &(Ny, HM;)

"INy My

’D(F—y"p,é)i l@('y"p,Hé)

D(F N, My) —— €(Ny, HM>)

"INy Moy

w € @(FNhMl) = ’D(nyo”,é)(w) : FN2 4>M2

o

FN, —2> M,

y asi

(5.3) D(FYP,6)(h) = 69p(F).

W' € €(Ny, HMy) = €(y°P, H3)(¢') : Ny —= HM,

’Yl H(ST
Ny —Y HM,

y asf

(54 C(yP,Ho)(Y') = (HO)P' .

Por la conmutatividad del diagrama

(Y, H) (0, a1, (¥)) = vy ar, D (FP, 8) (1)),

(5.5) Por (5.3)y (5:4): (HO)(niv, ar, (¥))7 = 1y a0, 00 (F).
Tomando N = My = M, 6 =idy y~y = f se tiene el diagrama conmutativo
D(FNy, N) TN3>(’:(N1,HN)
@(Ffop,idN)J/ iﬂf"p,idHN)
D(F Ny, N) TN4> ¢(Ny, HN)
Luego de (5.5)
(5.6) Y € D(F Ny, N):n3(¥) f = na(Ff).

Como g(Ff) = h(Ff), aplicando na: nag(Ff) = nah(Ff). Segtn (5.6), n3(9)f = n3(h)f.
Puesto que f es epic, n3(g) = n3(h). Asi, g = h pues 13 es isomorfismo O
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Este teorema afirma que si F' tiene adjunto izquierdo, entonces F' preserva monic. Si F' tiene adjunto
derecho, entonces F' preserva epic.

Definicion 6. [4, Definicion 3.9.7] En una categoria €, un objeto B es un retracto de un objeto A si
existen morfismos k : A — Byv : B — Atales que kv = 1g, donde k es una retraccion .

La demostracién del teorema siguiente y de su corolario se puede ver en [4].

Teorema 3. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios. Entonces cada S-médulo que es &'-
proyectivo es un retracto de S @r C, para algiin R-médulo C.

Un S—médulo que es &’ —proyectivo se llama proyectivo relativo. Entonces el teorema anterior afirma
que un proyectivo relativo es un retracto de S ®p C.

Corolario 3. Cada S-médulo &'-proyectivo tiene la forma B = S @ B para algiin R-médulo B.

Proposicién 14. Sea A un S-mddulo. Si existen un R-médulo A, morfismos de
S-médulos s : A - S®pr Ayt:S @ A — Atales que ts = 14, entonces A es &'-proyectivo.

Demostracién: Primero se demuestra que S ®r A es &’-proyectivo. Puesto que A es R-médulo y & es
la familia de epimorfismos de R-médulos que se descomponen, por la demostracién de Proposicién 8 A es
&-proyectivo. Por Proposicién 5 F preserva epic y G - F. Puesto que F es fiel, por la parte i7) de Teorema
1 G preserva proyectivos. Por lo tanto, S ®r A = G(A) es &’ -proyectivo.
Seac € &, a € mg(A,C) ye € m4(B,C), entonces existe 3 € m&(A, B) tal que o = 3. En efecto,
como S ® A es & —proyectivo, entonces existe 3’ € m4(S @ A, B) tal que at = ¢’. Esto significa que el
diagrama siguiente conmuta

“—

t
> A
ﬂ‘/ B/////// a‘/
B C

SQA ———
»

g

Tomando 8 = ’s, se tiene ¢8 = ¢3's = ats = «. Por lo tanto, A es &' —proyectivo [J

Esta proposicién afirma que un retracto de S ®g A es un proyectivo relativo.

Teorema 4. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos. Entonces cada S-médulo que es .#'-inyectivo es
un retracto de Homg (S, C), para algiin R-médulo C.

Demostracién: Como ¢ es morfismo de anillos de R en S, las categorfas mk, y ml son abelianas.
Ademds, existe F' = F, : ms — mb funtor de cambio de anillos.
Por otro lado, existe H : mk — mk funtor tal que A — Homg(S, A), f — Homg(S, f). Considerando
[2, (IV.12.7)] y Proposicién 5 sabemos que F' 4 H.
Segiin [2, (IV.12.4)] F tiene adjunto izquierdo, entonces por Lema 1 F’ preserva monic.
Sea .7 1a familia de todos los monomorfismos de m% que se descomponen. Entonces en virtud de Ejemplo
4  es una clase inyectiva en m.
En seguida, demostremos que F es fiel. Sean fy g € mg(A, B) tales que F'f = Fg, entonces [ = g.
En efecto, f y g € mk(A, B) implicaque Ffy Fg € mk(FA, FB).
Del hecho que F'f = Fg se obtiene F f(Fa) = Fg(Fa) para a € A. Recordando que como grupos
abelianos FA = A, FB = B, se sigue que F'f(a) = Fg(a)y f(a) = g(a). Asi, f = g.
Definimos .#' = F~1 (A ). Por Teorema 2, .#' es una clase inyectiva de monomorfismos en mfs. Ahora,
sea D € |m| un .#/’-inyectivo. Por la parte ii) de Teorema 2, existe C' € |m&| un .#-inyectivo tal que D
es sumando directo de HC' = Homg(S, C). Segin [6, Proposicién 3.2.2] existen morfismos
p €mk(D,HC)yv € mk(HC, D) tales que vi' = 1p. Esto equivale a que el diagrama siguiente en ml
es conmutativo

D
AN
1DT N 3\
D - HC

Por lo tanto, el S-médulo D es un retracto de Homg (S, C') O
Un S—mddulo que es .Z’—inyectivo se llama inyectivo relativo. Entonces el teorema anterior afirma
que un inyectivo relativo es un retracto de Homg (S, C).
Proposicién 15. Sea A un S-mddulo. Si existen un R-médulo A, morfismos de S-médulos
v:A— Homg(S,A)yp: Homg(S, A) — A tales que pv = 14; entonces A es #'-inyectivo.
Demostracién: Primero se demuestra que Homg (S, A) es .#’-inyectivo. En efecto, sea .# la clase de
monomorfismos en m& que se descomponen. Dados f € mk (A, A) y pu € .# con pu € mk(A, B) se tiene
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el diagrama conmutativo

A
fT " =1y

A7 * B

donde vy = idy . Asi, el R—médulo A es .# —inyectivo. Debido a Proposicién 5 F preserva monic y
F - H. Puesto que F es fiel, por la parte ii) de Teorema 2 H preserva inyectivos. Por lo tanto, HA =
Homg (S, A) es .#'—inyectivo.

Seap € .#4', a € ms(B, A)y p € ms(B,C), entonces existe 3 € mis(C, A) tal que v = . En efecto,
como Homg (S, A) es .#'—inyectivo, entonces existe 3 € m&(C, Homg (S, A)) tal que vaw = 3’ pu. Esto
significa que el diagrama siguiente conmuta

P _
A Homg(S, 4)
a \\\‘\\\\B g’

B g S

Tomando 8 = pf3’, se tiene Bu = pB' 1 = pra = a. Por lo tanto, A es .4’ —inyectivo [J
Esta proposicién afirma que un retracto de Homg (S, A) es un inyectivo relativo.
Ejemplos. Se presentan como ejemplos :
i) S ®g A es un proyectivo relativo.
ii) Homg(S, A) es un inyectivo relativo.
iii) &' = F~1(&) es una clase proyectiva de epimorfismos en mk, donde & es una clase proyectiva
de epimorfismos de R—mddulos que se descomponen.
iv) M' = F~1(.) es una clase inyectiva de monomorfismos en ml;, donde .# es una clase inyectiva
de monomorfismos de R—mdédulos que se descomponen.
SiR=127Z,5=Ayg(l) = 1,, entonces :
v) & = F~1(&) es una clase proyectiva de epimorfismos en m,, donde & es la clase proyectiva de
epimorfismos de grupos abelianos.
vi) M| = F~1(.#) es una clase inyectiva de monomorfismos en m),, donde .7, es la clase inyectiva
de monomorfismos de grupos abelianos.
vii) & = F~1(&) es una clase proyectiva en m}, de epimorfismos de A—mddulos que se descompo-
nen como morfismos de grupos abelianos.
viii) My = F~1(>) es una clase inyectiva en m), de monomorfismos de A—médulos que se des-
componen como morfismos de grupos abelianos.

Discusion. Se observa que &5 C & . De esto se deduce que cada A—mddulo proyectivo (&7 -proyectivo)
es proyectivo relativo (&3-proyectivo). La reciproca es falsa.

Contraejemplo. Haciendo R = 7Z, A = Zs, B = Zo y G = Z en Ejemplo 1
Hom(Zo ®z Z2,7) = Homy(Ze, Hom(Zs,Z)). De esto se sigue que Zo Ry, Zo = Zs.
Tomando f(k) = 2k y g como el morfismo canénico, la sucesién de Z-médulos izquierdos

0 Z ! /A Zs es exacta. Aplicando el funtor Zo®z (—) y [2, Proposition IT1.7.3(ii)] se ob-

1
. . I 0 Zg . p
tiene la sucesion siguiente no exacta 0 Zo Zo Zs . Asi, el Z—mbdulo Zs no es plano.

Si A = Z,, entonces se sabe que Zy es un Z—mobdulo no proyectivo. Sin embargo Zs = Zo ®z 7, por
Proposiciéon 14 se deduce que Zy es proyectivo relativo.

No todo submédulo de un A—mddulo es un sumando directo. Por ejemplo, segin [2, Exercise 1.3.7]
(2) = 27 no es sumando directo de Z—mddulo Z porque conforme a [6, Ejemplo 1.5.1]

0 — Homy(Zy, (2)) —= Homgy(Zy, 7.) —> Homgy(Zy, Zs) — 0

no es exacta a pesar de que la sucesién 0 (2) 47— 7, 0 es exacta.

Un A—mddulo se llama semisimple si todos sus submddulos son sumandos directos. Conforme a [6, Co-
rolario 3.2.3] Z4 no es semisimple pues el submddulo (2) = {0, 2} de Z4 no es sumando directo.

En contexto de la categoria de S—mddulos, por Definicion 6 un S—mddulo B es retracto de un S—modulo
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A si Im(v) es sumando directo de A; i.e., A = Ker(k) @ Im(v).

Tomando R = Z3, S = Z4 y ¢ = i lainclusion de Z; en Z, (morfismo de anillos unitarios), se sabe
que Z4 es Zy—mdbdulo ya que Zy es Zs—mddulo. Por lo tanto, Zy ®z, Zo = Zy.
Por otro lado, se muestra que Zs es Z4—mdbdulo como aplicacién 2) de [6, Proposicién 1.1.3].
Sea f : Zy — Z4 tal que f(1) = 2. Entonces f es morfismo de Zs—md&dulos e Im(f) = (2) = {0,2}. En
consecuencia, Zy no es retracto de Z4 ®z, Zo.
Con este hecho se descarta la posibilidad de tomar A = F' A (como R-médulo inducido por el S-médulo
A) para probar la afirmacién de la hipétesis planteada.
Sin embargo, se demuestra lo siguiente. Todo S-médulo A tal que S ®gr A es semisimple es un retracto de
S ®g A, donde A es el R-médulo inducido por A.
En efecto, la aplicacién v : A — S ®g A dada por v(a) = 1 ®g a es un morfismo de S—mddulos pues
v(da) = A®ra = Av(a) para A € Sya € A. Como S ®g A es semisimple, Im(v) es submédulo
de S ®gr A se deduce que Im(v) = v(A) es sumando directo de S ®g A. Puesto que el morfismo v es
inyectivo, A = I'm(v). En virtud de [6, Proposicién 3.2.2] se concluye que A es un retracto de S ®@g A.

6. Conclusiones. Dado ¢ : R — S, un morfismo de anillos unitarios :
i) Los retractos de S ®g A son proyectivos relativos.
i1) Los retractos de Homg (S, A) son inyectivos relativos.
i7i) El S—mddulo X, := @ X, es proyectivo relativo si cada X,., es un retracto de S ®p X s
r4+s=n
(Proposicién 14 y Proposicion 6).
iv) Un S— mddulo es proyectivo relativo si y sélo si es retracto de S ®g C' (Teorema 3 y Proposicién

14).
v) Un S— mdédulo es inyectivo relativo si y s6lo si es retracto de Homg (S, A) (Teorema 4 y Proposi-
cién 15).

Al lector de este trabajo se le puede recomendar el estudio de los tres enunciados siguientes :

i) Por el hecho que S ®g A = G(A) es proyectivo relativo para cada S—médulo A, donde G es
un funtor aditivo, se puede formar con estos objetos un semigrupo abeliano bajo la suma directa,
entonces se podria construir el grupo de Grothendieck correspondiente.

i1) Por el hecho que Homg(S, A) = H(A) es inyectivo relativo para cada S—mddulo A, donde H es
un funtor aditivo, se puede formar con estos objetos un semigrupo abeliano bajo la suma directa,
entonces se podria construir también otro grupo de Grothendieck.
i41) Atn queda abierta el descarte de la hipétesis de la investigacidn, tal vez se podria conseguir cons-
truyendo un S—médulo A que no tenga la forma S ®g A o que no sea sumando directo de uno de
esta forma.
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