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Resumen
En este trabajo analizaremos la estabilidad de los sistemas lineales con saltos markovianos en tiempo conti-
nuo. En primer lugar, se impone que la cadena de Markov sea homogénea y el espacio de estado sea finito.
Luego se presentan los tipos de estabilidad, por ejemplo, estabilidad cuadrdtica promedio, estabilidad es-
tocdstica, estabilidad exponencial. La estabilidad en la media cuadrdtica se analiza mediante la parte real
de los autovalores de una cierta matriz. Finalmente, se presenta una ecuacion del tipo Lyapunov.
Palabras clave. Sistemas lineales, cadena de Markov, ecuacién de Lyapunov y estabilidad.

Abstract
In this paper analyzed the stability of linear systems with continuous Markovian jumps. Firstly, the con-
ditions for the Markov chain to be homogeneous and the state space is finite are imposed. Then the types
of stability are presented, for example quadratic average stability, stochastic stability, exponential stability
and almost certain stability. Stability in quadratic mean is analyzed by the real part of the eigenvalues of a
certain matrix. Finally, an equation of Lyapunov is presented.
Keywords . Linear systems, Markov chain, Lyapunov equation and stability.

1. Introduccion.. Los recientes avances en tecnologia han llevado a estudiar los sistemas dindmicos
con una complejidad, que a su vez exigen sistemas de control cada vez mds eficientes y confiables. Se ha
reconocido ampliamente que los requisitos de comportamientos especificos y desempefios estrictos requie-
ren la inclusién de una posible prevencion de fallas en un disefio de control moderno. En vista de esto, los
sistemas dindmicos que estdn sujetos a cambios abruptos han sido un tema de creciente investigacién en
los tdltimos afios y una variedad de enfoques diferentes para analizar esta clase de sistemas han surgido a lo
largo de las décadas. Una clase particularmente interesante de modelos dentro de este marco es el llamado
sistema lineal de salto de Markov (MJLS), que es el tema de este articulo. Desde su inicio a principios de la
década de 1960, MJLS ha encontrado muchas aplicaciones en una gran variedad de campos. Estos incluyen
vehiculos aéreos no tripulados [1], estaciones de energia solar [2], dindmica satelital [3], economia [4], etc.

2. Notaciones Basicas. En esta seccién se presentan notaciones que utilizaremos en todo el articulo.
El conjunto de los nimeros reales es denotado por R, el conjunto de los nimeros naturales es denotado
por N y el conjunto de los nimeros enteros no negativos es denotado por Z. . El espacio vectorial de las
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n—uplas con componentes reales es denotado por R". El espacio vectorial de matrices con orden m X n
con elementos reales es denotado por R™*"™. La norma vectorial es denotado por ||.||. Ademads la matriza
transpuesta y la traza de la matriz A es denotada por AT y tr(A), respectivamente. En nuestro articulo
el sistema que vamos a analizar es un sistema estocdstico vemos la necesidad de definir ciertos término
probabilisticos.

Se define el espacio de probabilidad (2, F,P), donde 2 es el espacio muestral, F es el sigma o —algebra
y P es la medida de probabilidad. El valor esperado de una variable aleatoria es denotado por E{.}. La
funcién indicadora con respecto a A € F se denota por 1 4. La suma de Kronecker se denota por el simbolo
@ y el operador vec que transforma una matriz a una matriz columna. La cadena de Markov en tiempo
continuo 6(t) que es utilizada en el articulo es homogénea con el siguiente espacio de estados.

S@ = {1727 7N}
La cadena de Markov satisface la propiedad markoviana, es decir,
PO(t) = j10(5) = 1, 0(tn 1) = in_1,-..,0(t1) = ir) = P(O(t) = j16(s) = i)

donde 0 < t; <ty < ... < t,—1 < s < tes cualquier secuencia no decreciente de n + 1 tiempos e
11,92, -,9n—1,1,j son n + 1 estados cualesquiera del conjunto Sp.

En otras palabras, podemos decir que una cadena de Markov es un proceso estocdstico que satisface la
propiedad Markoviana, es decir, si se conoce la historia del proceso hasta el instante actual, su estado
presente resume toda la informacién relevante para describir, en probabilidad, su estado futuro. Ademas
satisface la cadena de markov es homogénea, es decir, si para cada s < ¢ y cada estado 7, j € Sy,

P(O(t) = jl0(s) = i) =P(O(t — s) = j|6(0) = 7).
Definimos por
pij(t) =P(O(t + s) = j|0(s) = 1)), i, € Sp;s,t € RT,

depende del lapso de tiempo que transcurre entre dos instantes cualesquiera y no de los instantes conside-
rados en particular. Ademas

0y = 1 Pi(h) =i (0)
o =l = g, B

donde \;; representa la tasa de cambio de la transicién de probabilidad y IT es la matriz de tasa de transicion
estacionaria de {0(t),t € R*}.

3. Sistemas lineales asociados a una cadena de Markov en tiempo continuo. Sea el sistema dindmi-
co definido en el espacio de probabilidad (2, F,P) y asumiendo que su ecuacién de estado es descrita como
la siguiente ecuacion diferencial:

i(t) = Agryx(t)
3.1 )

9(0) = 90, (E(O) =T
donde A; € R™™" i € Sp; z(t) € R" es el vector de estado; xg € R™ es el estado inicial; {0(¢),t € Rt} es
una cadena de Markov en tiempo continuo que toma valores en un conjunto finito Sy = {1,2,--- ,L}; L €

N llamado espacio de estados y describe la evolucién de 6, en el tiempo ¢. Vamos a asumir que 6(0) y z(0)
son variables aleatorias independientes.

Definicion 1. Se dice que el proceso estocdstico x(t) es solucion de (3.1) si para toda realizacion w de
0(t), la ecuacion (3.1) es satisfecha puntualmente, esto es,

:.C(tv w3 1'(0)) = AO(t,w)x(ta w; 0)

A la solucion x(t) del sistema (3.1) se le llama también trayectoria solucion.
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3.1. Notaciones Principales y la matriz .A. En esta subseccién presentamos ciertas notaciones las
cuales serdn utilizadas mds adelante, las notaciones siguientes son fundamentales para analizar la estabilidad
del sistema (3.1). Paracadat € RT,i € Sy

3.2) Qi(t) = E{a(t)x(t) 11gy=iy } € R
(3.3) Q) = E{z(t)z(t)"} e R™*"
(3.4) Gi(t) = vec(Qi(1)) € R”
q1(t)
3.5) q(t) £
g (t)

Notamos que las matrices presentadas en (3.2) y (3.3) son matrices semidefinidas positivas. Ademas que
Q(t) pueden ser expresado como sigue

Q(t) = B{z(t)x(t)"}

—F {Z m(t)m(t)Tl{G(t)i}}

E{a(t)z(t)" 1ipw)=iy }

|
.MZ

«
Il
—

(3.6) i(t)

|
.MZ
O

@
Il
-

Teorema 1. ([7]) Sea el sistema (3.1) con trayectoria solucion {x(t)}icp+, se cumple la siguiente
ecuacion diferencial

9Q;(1)

(3.7) 7

N
=A;Q;(t)+ Qj(t)Af + Z ijQi(t), 7 € S

i=1
Demostracién: Por la definicién de Q;(¢) y aplicando la derivada con respecto a ¢ se obtiene:

de (t) = E{dm(f)l‘(f)Tl{g(t):j} + J?(t)dl‘(t)Tl{g(t):j} + a:(t)a:(t)le{g(t):j}}

N
i=1
Asi, obtenemos que
N
dQ;(t .
det( - A;Q() + Qi (VAT + D XijQi(t), j € So.
i=1

|
A continuacién se introduce la matriz A que serd de fundamental importancia para establecer diferentes
resultados relacionados con la estabilidad del sistema

(3.8) A2 M7 @ 1,2) + diag[A, @ Ay, ..., AL ® AL

donde & y ® son la suma y producto de Kronecker, respectivamente.

Note que estd matriz tiene la informacién de todos los pardmetros del sistema y ademds contiene la infor-
macién probabilistica de la cadena de Markov en tiempo continuo. Enseguida se muestra que el sistema
puede ser transformado en una ecuacién diferencial ordinaria asociado a la matriz A.

Teorema 2. ([7]) Sea el sistema (3.1), el correspondiente vector columna q(t), definido en (3.5), es la
solucion del sistema

(3.9) 2 (t) = Az(t), 2(0) = q(0) € R
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Demostracion: Vamos a aplicar la funcién vec a la ecuacién (3.7), obteniéndose

vec(Q;(t)) = vec <Aij(t) + QAT + Z AijQi(ﬂ) , J € Sp

= vec(4;Q;()I,) + vec([an(t)A?) + vec (Z /\ijInQi(t)In>

i=1

n

vee(Qj(t)) = (In ® Aj)vec(Q; (1) + (4; ® Ln)vec(Q;(1)) + Y Aij(Ln ® L)vec(Qi(t)).

i=1

De la ecuacion (3.4), se tiene

n

65(t) = (In @ A;)q; (t) + (A; ® L) (t) + Y Nij(In ® L)gi(t).

i=1

Ahora partimos de la ecuacién (3.5), asi

(In ® A1)qi(t) + (AL @ In)qi (t) + Z Xit(In ® In,)qi(t)

(In ® AN)gn (t) + (An @ I,)gn (t) + Z Ain (In ® 1) qi(1).

I,oA+ AL, ... 0 M1 oo A

= : : q(t) + oo ® (In ® Ip,) q(t)

o

0 oo In@ AN+ AN, MN - AN Lz
i
= {diag(I, @ Ay + A1 @ I,,...,. I, @ Ay + Ay @ I,,) + I @ I,,2 }q(t)
={" ® ;> + diag(A; @ A1,..., Ay © AN)}q(t)
= Aq(t).
[ |

Observe que la ecuacion tiene una forma clésica, de donde la solucién es
(3.10) q(t) = e*'q(0)

4. Estabilidad del sistema lineal. Uno de los problemas mds importantes de un sistema lineal es
el andlisis de su estabilidad. Estabilidad es la caracteristica mas importante que debe cumplirse entre los
requerimientos a la hora de disefiar un sistema de control. Sin estabilidad, las otras dos especificaciones,
respuesta transitoria y error en estado estable, son irrelevantes. A continuacidn presentamos las definiciones
de estabilidad para el sistema (3.1).

4.1. Tipos de estabilidad. Definicion 2. Se dice que el sistema (3.1) es
a) Estable en media cuadrdtica (EMC) si para cualquier (0) € R™ y cualquier 0(0) € © se cumple

Jlim Q(k) =0

b) Estocdsticamente estable (SS) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier §(0) € ©, existe una
constante K (x(0),6(0)) = K > 0 tal que:

B { /O T T (bt

¢) Exponencialmente medio estable (EMS) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 0(0) € ©,
existen constantes positivas o y (3 tal que:

E{]|lz(t)]*} < ae™ E{]|zo]?}.

2(0) = 20,0(0) = 90} < K(2(0),6(0)).
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4.2. Test computacional de la estabilidad. En esta subseccion analizamos la estabilidad de (3.1) en
términos del radio espectral de la matriz A. El resultado que se presenta constituye un test facilmente im-
plementable, por ejemplo, en MATLAB, con el que se puede determinar la estabilidad del sistema. Para
llegar al resultado principal presentaremos resultados auxiliares que nos ayudaran para la demostracién del
resultado principal.

Lema 1. El sistema (3.1) es EMC si y solo si para cualquier ©(0) € R™ y para cualquier (0) € © se

cumple
4.1) t_l:_~_1n<>O q(t) =0.
Demostracion:

Asumamos que el sistema es EMC. De la desigualdad

Qi) = [[E{z()z" (1) Liary=n }| < [|E{z®)a” @)} = lQ@)]

se sigue que lim @;(t) = 0y como el operador vec es continuo entonces 1im ¢;(¢) = 0. De aqui se
t——4o00 k—+o00

concluye inmediatamente (4.1).

i 1 t) = t It (1) =01 ivalente a deci i i(t) =0,
Si Jm q(t) = 0 entonces m q;(t) = 0 1o que es equivalente a decir que A Qi(t) =0, se
concluye que el sistema (3.1) es EMC. &

El siguiente resultado provee una herramienta de facil implementacién computacional para analizar si
el sistema (3.1) es EMC, mediante el radio espectral de la matriz A.

Teorema 3. EI sistema (3.1) es EMC si 'y solo si Re(A(A)) < 0.

Demostracion: Si el sistema es EMC, entonces por el teorema 1 se tiene , h’ljrn q(t) = 0. Como z(0) y
— 400

6(0) son arbitrarios y teniendo en cuenta que
Qi(0) = E {2(0)2T(0)} E {19(0)=i} } = E {(0)2T(0)} m;,
entonces por la descomposicién de Jordan de A y por (3.10) se deduce que Re(A(A)) < 0.

Si Re(A(A)) < 0 entonces tomando limite a ambos lados de (3.10) se tiene t_l}gl q(t) = 0, se

concluye que el sistema es EMC. B
A continuacién se presenta un ejemplo para ver como funciona el teorema anterior.

Ejemplo 1. Sea Sy = {1, 2}, se tiene que

1 -2 -4 =2 -2 2
Al = 7A2 = 7H =
0 —4 0 1 2 =2

Notamos que Re(A(A1)) =1 > 0y Re(A(Az)) =1 > 0 esto implica que en cada modo es inestable, pero
notamos que Re(A(A)) < 0 esto implica que el sistema (3.1) es EMC. Esto implica que si cada modo es
inestable no implica que el sistema lo sea.

4.3. Equivalencia de Estabilidades. En esta subseccion se establecen la relaciones entre los diferen-
tes tipos de estabilidad introducidos en la seccion de estabilidad. Se prueba que bajo la condicion de ser Sy
un espacio de estados finito, las nociones de estabilidad (a)-(c) son equivalentes

El teorema 4 se establecen dos desigualdades que van a ser Utiles en la demostracién de los teoremas 5

y 6.

Teorema 4. Sea Q(t) la matriz, entonces:

4.2) %E{le(t)IIQ} < QW) lmax < E{llz(®)]1*}

Teorema 5. El sistema (3.1) es EMC si y solo si es SS.
Teorema 6. El sistema (3.1) es EMC si y solo si es MSE.
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4.4. Ecuacion de Lyapunov. En esta subseccion se presenta una ecuacién del tipo Lyapunov, la cual
notamos que es una generalizacion de la ecuacion de Lyapunov de una ecuacién diferencial ordinaria.
Previamente se presentan algunas definiciones previas.

Definicion 3. El generador infinitesimal débil L(-) del proceso de Markov {(x(t),0(t)),t > 0}, tam-
bién llamado el derivado promedio en el punto (x(t) = x,0(t) = i) actuando en funcion V (-) es definido
por la siguiente expresion:

£V (a(t)6) = lim, E{V(x(t+h),0(t+ h))|x}§t) =2,0(t) =i} — V(,i)

A continuacién, vamos a considerar un sistema dindmico (3.1), para cada t > 0.

Teorema 7. ([11]) El sistema (3.1) es estocdsticamente estable si y solo si para cualquier conjunto de
matrices simétricas {W; > 0 :1 € Sy}, existe un conjunto de matrices simétricas {M; > 0 : i € Sy} que
es solucion de la siguiente ecuacion, para cada i € Sy,

N
(4.3) ATM; + M A; + > NijM; = —Wi.

Jj=1

Demostracion: La demostracion se basa en dos etapas. En primer lugar probaremos que el sistema es
estocdsticamente estable. En efecto, vamos a asumir que M;, para cada i € Sy, resuelve la ecuacion (4.3).
Consideremos la funcién de Lyapunov estocéstica siguiente :

V(x(t),0(t) = 27 (t) My a(t)

En el instante ¢, establecemos lo siguiente: x(t) = x y 0(t) = 4, para i € Sy . El generador infinitesimal
débil actuando en V (+) y que empieza desde el punto (z, %) en el instante ¢ estd dada por:

LV (2(t),9) = lim, %E (V(@(t + 1), 00t + h)) — V(,i)|a(t) = 2,60(t) = i}
= Jim, %E (a7 (¢4 W) Mygama(t + h) — a7 Mizle(t) = 2,60(t) = i}

Dado la ecuacion (3.1), la expresion anterior queda como sigue

N
LV (2(t),i) =Y )" Mjz(t)\ij + ()T M; Az (t) + z(t)T AL M;x(t)

j=1

N
= Z‘(t)T ZMJ‘/\Z‘J‘ + M;A; + AiMl J)(t)

Jj=1

—W;
= —2(t)TW;x(t).

Usando la Desigualdad de Rayleigh, se tiene que
Amin(Wi)zT ()x(t) < 2T (O Wiz (t) < Amax(Wi)2" (H)z(t).
Usando la expresion anterior con una de las desigualdades, obtenemos

4.4) LV (x(t),1) = —x(t)TWix(t) < Amin(Wi)zT (H)z(t) < —lnelgr;(/\m;n(Wi))xT(t)x(t).

Por la férmula de Dynkin, obtenemos:

E{V(2(1),4)]2(0) = 0,60(0) = o}V (x(0),6(0)) = E {/O LV (x(s),0(s))ds

ZL’(O) = 1’0,9(0) = 90}

se deduce que

1€Se

min (A (W) E { /O t 2(t)Tz(t)ds

I(O) = 1’0,9(0) = 90} S V(I’Q,eo) = E{V(Iﬂo,ao)}
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Esto implica que

' E{V (20,00)}
T _ _ < 0,00
E{/o x(t)" z(t)ds | z(0) = x0,6(0) (‘)0} S o O (W)
1€Sy
para cualquier ¢ > 0 dejamos que t — oo. Esto es,
> E{V(20,00)}

E T = = < =4V )

{Z; 2(t)T2(t)ds | 2(0) = z0,0(0) 90}__%%mAmm(wQ»,
T 0

es acotado por una constante K (z¢,6y) dado como sigue

E{V (20,00)}
mgn()‘min(Wi)) ’

1€5¢

K(xm 90) =

Reemplazando lo anterior, resulta

E {/OOO ()T x(t)ds

Por lo tanto, el sistema (3.1) es estocasticamente estable.
Ahora probaremos el otro sentido. Sabemos por hipdtesis que el sistema es estocasticamente estable,

es decir,
E{/mx%wuww

0

x0700} S K(IOa 00)

2(0) = o, 0(0) = 90} < K(2(0),6(0)) < oo, Voo € RY.
Esto nos produce lo siguiente

E {/OOO T ()W, (t)dt

x(0) = g, 0(0) = 90} < o0,

para alguna matriz {W; > 0,7 € Sy} simétrica y definida positiva.
Vamos a considerar que partimos desde el punto (z, ¢) en el instante ¢ (como en el caso de la suficiencia).
Definimos la funcién ¥ de la forma siguiente:

T
4.5) U(T,t,z(t),i) = F / 27 (s)Wy(syz(s)ds
¢

z(t) =x,0(t) = z] .
Haciendo un cambio ©w = s — t , tenemos:

T—t
U(T,t,z(t),i) = F / 2" (u+ ) Wogusnx(u + t)du
0

x(t) = z,0(t) = 21 .
Usando la propiedad homogénea en tiempo continuo, tenemos
(T, t,x(t),i) = V(T —t,x(t),1)

T—t
=FE / 2T (v)Wo(z(v)dv
0

(0) =z,0(0) = z]

Esto quiere decir que ahora las condiciones iniciales estén dadas en el instante inicial ¢ = 0, donde z:(0) =
x =u1x9y0(0) =i= 06y Esto es,
(T, t,x(t),i) = U(T —t,x(t),1)

T—t
=F / 2" (v)Wo(pyz(v)dv
0

,T(O) = 2o, 9(0) = 90‘|

Sea ® la matriz de transicion del sistema (3.1), tenemos

z(v) = ®(v, t)z(t).
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Reemplazando en la expresion anterior, se produce

T—t
U(T,t,z(t),i) =z (t)E /0 @T(v,t)Wg(v)(D(v,t)dv x(0) = x0,0(0) = 90] x(t)

2 2T)M(T — t,4)x(t)

Llegamos a la conclusién que la funcién 27 ()M (T — t,4)z(t) es acotada y monétona creciente, es
decir, es convergente.
De lo anterior, notamos que existe una funcién de valor matricial acotada M; € RV >V tal que

M; = lim M(T\,1).
T— o0
Ademds, la matriz M; es definida positiva {M; > 0,Vi € Sp}. Esto se puede ver claramente de como estd

definido ¥ (T — ¢, x(t),1).
Sea T un tiempo arbitrario y fijo. Para algin T" > s >t > 0, se tiene

%E[\I/(T —t,x,1)] = 11_}11% - [E(U(T — s,2(s),0(s))|x,i) — (T —t,x,1)]

= %\I/(T —t,x,0) + LY(T —t,x,1)

=T (t)[A] M(T —t,3) + M(T — t,4) A;]z(t)
N

+ Z Aijx T () M(T —t, j)a(t) + xT(t)%M(T —t,i)x(t)

=27 (t) {;M(T —t,i) + AT M(T —t,4) + M(T — t,4) A;
N

(4.6) + D NG M(T —t,5) | a(t).

Por otro lado, de la ecuacion (4.5), tenemos

E[U(T — s,x(s),0(s))|x,i] — (T — t,z,i) = E[U(T — s,2(s),0(s)) — O(T — t, x,%)|z,1

=F {E / 2" (v)Wopyz(v)dv|z(s), 9(5)]

/t 2" (v)Wo(pyz(v)dv x,i] xJ}

- F

T
=F {/ 2" (v)Wo iz (v)dv

T
- / 2" (v)Woyz(v)dv|z,i|z, z}
t
s—t
=-F {/ 2" (u) Wy z(u)du|z(0) = z,0(0) = z}
0
s—t
4.7) = —a'E { / T (u, )Wy ®(u, t)du|0(0) = z} .
0
Sin embargo,
s—t T 1 s—t
ilﬁni - tE {/0 D7 (u, ) Wo(u)®(u, t)du|0(0) = z} = l;rr%E { - /0 Wo(uydu|0(0) = z}

= E[Wil0(0) = i] = W,

ya que ®(0) = I (Propiedad del semigrupo).
Esto implica que
d

(4.8) @E\I/(T —t,z,i) = —zT W
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Cuando T" — oo en la ecuacién (4.6), se tiene que

0

Entonces, las ecuaciones (4.6),(4.7) y (4.8) nos da el resultado de la ecuaciéon matricial formulada en el
teorema. H

5. Conclusiones.
e En este articulo se presento la teoria de la estabilidad del sistemas (3.1), la cual es una generaliza-
cion de la teoria clasica.
e Se presento los tipos de estabilidad, la cual son consistentes con respecto al sistema (3.1). Ademas
se verifico que dichos tipos de estabilidades son equivalentes, siempre bajo ciertas condiciones.
e Por udltimo se presentd un test para analizar la estabilidad y para analizar la estabilidad estocdstica
se hace mediante la ecuacién de lyapunov.
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