Journal homepage http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM

SELECCIONES MATEMATICAS
Universidad Nacional de Trujillo
ISSN: 2411-1783 (Online)

2020; Vol. 7(1): 176-182.

COMMUNICATION

Um estudo numérico do modelo de Timoshenko com mecanismos dissipativos

A numerical study of the Timoshenko model with dissipative mechanisms
Bruna T. S. S0zzo® ¢ Frank H. Acasiete Q.®

Received, Mar. 24, 2020 Accepted, Jun. 12, 2020

How to cite this article:
Sozzo B, Acasiete F. Um estudo numérico do modelo de Timoshenko com mecanismos dissipativos. Selecciones Ma-
temadticas. 2020;7(1):176-182. http://dx.doi.org/10.17268/sel .mat.2020.01.17

Resumo
Neste trabalho reunimos trabalhos da literatura que apresentam o estudo qualitativo via semigrupos line-
ares para o Sistema de Vigas de Timoshenko com mecanismos dissipativos. Tais problemas, ndo possuem
solucdo analitica, mas com o uso da teoria de exponenciais de operadores ndo limitados e ferramentas
de Andlise Funcional é possivel fazer a andlise assintdtica para os modelos apresentados. Sendo assim, o
objetivo do trabalho é fazer uma andlise numérica, usando métodos de diferencas finitas, mostrando que
os resultados qualitativos verificados pela teoria de semigrupos, é verificada para viga com o material
concreto e o material aluminio.
Palavras-chave. Estabilidade Exponencial, Mecanismos Dissipativos, Diferencas Finitas.

Abstract
In this work we gather works from the literature that present the qualitative study via linear semigroups to the
Timoshenko Beams System with dissipative mechanisms. Such problems do not have an analytical solution,
but with the use of the exponentials theory of non-limited operators and Functional Analysis tools, it is
possible to perform the asymptotic analysis for the models presented. Therefore, the objective of the work
is accomplish a numerical analysis, using finite difference methods. We show that the qualitative results,
proven by the semigroup theory, are verified for beam with concrete material and aluminum material.
Keywords . Exponential Stability, Dissipative Mechanisms, Finite Differences.

1. Introducao. Quando trabalhamos com projetos voltados a engenharia, como por exemplo, projetos
de avides, turbinas, pontes, automoveis, € necessario aplicacdo de modelos que sejam eficientes durante
o funcionamento. Um fenomeno que deve ser estudado e analisado em todos eles € a vibragdo estrutural.
A andlise de qualquer problema que tenha como foco principal de estudo a vibragdo, pode ser abordado
teoricamente e experimentalmente. Devido a fatores climdticos, alguns problemas podem ser estudados
apenas do ponto de vista teérico, devido a complexidade de algumas situacdes, é possivel estudar apenas
de maneira experimental, e ainda, também é possivel que notemos corroboracao de estudos tedricos e ex-
perimentais. Nos tltimos anos, nota-se o crescente interesse da engenharia em problemas que envolvem
estruturas flexiveis sujeitas a vibracdes. Quando o assunto é vibracdo, a viga é um dos elementos funda-
mentais de uma estrutura. Por este motivo, o estudo qualitativo de problemas relacionados a vibragdes de
vigas tém sido assunto de bastante interesse da matemadtica aplicada. As teorias para vigas comegaram a
ser estudadas no século XVIII, por Bernoulli e Euler [12]. Os modelos mais conhecidos de vigas sdo os
modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov e Timoshenko. Os diferentes tipos de modelos para vigas, possuem
aplicacdes diferentes, com vantagens e desvantagens. Nesse trabalho, iremos nos limitar ao estudo de vi-
gas de Timoshenko, pois seu modelo é mais completo em relacdo ao outros dois modelos. O sistema de
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Vigas de Timoshenko, [1, 2], descreve o comportamento vibratério de uma viga, medindo deslocamento
transversal e angulo de rotagdo descritas pelas funcgdes ¢ e 1, ilustradas a seguir.

-

Segiio longitudinal

Figura 1.1: Viga de Timoshenko.

Fonte: Autor

Devido a essas consideragdes, o sistema de Vigas de Timoshenko é considerado mais geral e realista do
que os demais citados anteriormente. Na figura 1.1, A representa a drea da se¢do transversal da viga e ainda,
o eixo da secdo longitudinal carrega as propriedades da viga, por este motivo, o0 modelo de Timoshenko é
considerado em apenas uma dimensdo. O sistema que descreve o comportamento da viga é dado por

prpre — k(pz + 1) =0 em (0,L) x (0,7,

(1.1)

No sistema (1.1), as varidveis ¢(x,t) e ¢ (x,t), dependem do espago x € (0,L) e tempo ¢t € (0,7,
as constantes p1, p2, k e b representam a massa especifica da viga, a resisténcia a deformacio torcional, o
mddulo de rigidez e o médulo de elasticidade por momento de inércia da secdo transversal, respectivamente.
Mais detalhes para a deduc¢do do modelo pode ser encontrado em [3].

O trabalho principal € dividido em duas secdes, sendo que, a Andlise Qualitativa, que introduz os
problemas e suas respectivas literaturas, as quais fazem uso da teoria de semigrupos para mostrar a anélise
qualitativa de cada problema. A Andlise Numérica, que € a principal contribuicao do trabalho, apresenta
um estudo numérico utilizando diferengas finitas, para os problemas com mecanismos dissipativos atuando
de maneiras diferentes na viga.

2. Analise Qualitativa. Nesta se¢do, enunciaremos o principal resultado da teoria de exponencial de
operadores, quando o assunto € tratar de estabilidade exponencial. Mais resultados da teoria podem ser
encontrados em livros classicos como [7, 5, 6, 10]. A seguir, enunciaremos os problemas que trataremos no

trabalho junto com a anélise qualitativa matematica.
Teorema 1 (Teorema de Priiess). Seja S(t) = et um semigrupo Cyy de contragées em um espago de

Hilbert. Entdo S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se, as seguintes condi¢des sdo verificadas.
1. ix e p(4), YAeR
2. limyy oo [|(GAT — A)7H| < o0

2.1. Sistema de Timoshenko com mecanismos dissipativos nas duas variaveis. O primeiro sistema
trabalhado € o sistema de Timoshenko com dois termos dissipativos friccionais Sy; e v, atuando sob a
deformac@o e sob angulo de rotagdo, respectivamente. Assim de (1.1) segue que

prow — k(z + )z + Bpe =0, em (0,L) x (0,T),

P2ttt — bbag + k(z + 1) + 99 =0, em (0,L) x (0,7),

©(0,t) = (L, t) = 4(0,t) = (L, 1) =0, t=>0,

e(x,0) = @o(x), pe(x,0) = p1(z), ¥(,0) = tho(z), Ye(z,0) = Y1(z), z € (0,L).

2.1

No sistema (2.1), os mecanismos dissipativos atuam uniformemente ao longo da viga de comprimento L, de
modo que, 3 e y sdo constantes positivas. O trabalho [13] mostra o decaimento exponencial para a solugio
do sistema. Jd para 8 = S(z) > 0, Vo € (0,L) e v = v(z) > 0, Vz € (0, L), ou seja, mecanismos
atuando de maneira pontual foi estudado por [18], que também mostrou decaimento exponencial para as
solucdes.
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2.2. Sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo atuando na deformacao. O segundo sis-
tema € o sistema de Timoshenko com um termo dissipativo, atuando sob a deformacao transversal da viga.
Assim

P1Ptt — k(@z + w)w + Bﬂat = 07 cm (Oa L) X (O,T),

p2¢tt - bw'rr + k(‘p”r + w) = 07 cm (Oa L) X (07T
0z(0,t) = @ (L, t) =¥(0,t) = (L,t) =0, t>0
(p(l‘,O) = (Po(l’), Lpt(.’L‘,O) = (,01(.1'), ’(/J(Q?,O) = ’(/}0('%‘)7 1%(.1’,0) = ’(/)1(1‘), T € (OvL)

(2.2)

No sistema (2.2), em que o mecanismo dissipativo atua uniformemente ao longo da viga de comprimento

L, isto €, § € uma constante positiva é estudado por [14], que mostra a estabilidade exponencial com uma

restri¢do. Para que haja estabilidade exponencial é necessario que a identidade PL_rz seja satisfeita, isto

é, a velocidade de propagacdo de ondas no sistema ¢é igual. Para § = S(z) > 0, Vx € (0, L), ou seja, o
mecanismo estd atuando pontualmente no sistema, foi estudado por [4] que também mostrou decaimento
. ~ o .o Pl
exponencial para as solu¢des sob a mesma hipétese, isto €, % = p—;
2.3. Sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo atuando no angulo de rotaciao. O ter-
ceiro sistema € o sistema de Timoshenko com um termo dissipativo, atuando sob o adngulo de rotacdo da

viga. Logo, de (1.1) segue que
P1Ptt — k(@w + 1/1)95 = 07 cm (OvL) X (OaT)a
p2¢tt - b%u + k(@l + w) + ry’(/)t = Ov em (Oa L) X (O7T)a
@(Ovt) = @(Lat) = wr(oat) = wm(Lat) =0, t>0,
e(2,0) = @o(z), pi(z,0) = p1(z), ¥(z,0) = tho(z), Ye(z,0) = Y1 (2), z € (0,L).

(2.3)

No sistema (2.3), em que o mecanismo dissipativo atua uniformemente ao longo da viga de comprimento
L, isto é, v € uma constante positiva, é estudado por [15], que mostra a estabilidade exponencial com uma
restri¢do. Para que haja estabilidade exponencial, os autores mostraram que é necessario que a identidade

P %2 seja satisfeita paray = y(x) > 0, Va € (0, L), ou seja, o mecanismo estd atuando pontualmente

k
no sistema, foi estudado por [8], que também mostrou decaimento exponencial para as solugdes sob a
mesma hipdtese, isto é, p—kl = 'D—;

3. Analise Numérica. Para aimplementa¢do numérica, usamos o método de diferengas finitas explici-
to. Por considerarmos o método explicito, foi realizado um estudo a respeito da estabilidade da solugdo
numérica do problema. Para que haja convergéncia do método, é necessdrio que a desigualdade a seguir,

At < Am\\/fg, seja satisfeita. NOs fixamos o comprimento da viga com L = 1 e calculamos a solucio

dos sistemas para alguns valores de 7', como poderd ver nas figuras a seguir. A fim de ndo violarmos as
condi¢des de estabilidade, fixamos os valores At = 0.025 e Az = 0.05, para espagamento no tempo
e espago, respectivamente. J4 os valores da massa especifica, p, e 0 médulo de elasticidade, £, foram
adotados de acordo com as propriedades mecanicas de materiais tipicos de engenharia, valores do Sistema
Internacional de Unidades (SI), e que podem ser encontrados no livro [19].

Utilizamos a hip6tese de que as vigas possuem suas extremidades engastadas, isto é, condi¢cdes de con-
torno de Dirichlet. Alguns trabalhos mencionados na Secdo 2, também possuem condi¢cdes de contorno de
Neumann, ressaltamos que os mesmos resultados sdo validos quando consideramos condi¢des de contorno
de Dirichet. Como condi¢des iniciais: ¢(z,0) = 4sin(4nx), ¢i(z,0) = 4sin(4drx) + 2A¢sin(4rx),
Y(z,0) = 4sin(4dnrz) e Py (x,0) = 4sin(4nz) + 2At sin(4rz). Para os sistemas descritos acima, utiliza-
mos as seguintes discretizacdes:

oy ot — 20t + ol s — ol — 20t + ot 4o = Wt — gl oy — of — ot
B At? b Az? Tt Az At

e = %Hl - 2% + wf_l T ¢§+1 - QW + d’ffl 0p = 505 - 90571 Wy = W - 7%_1
tt At2 ) xTT sz ) x At ) t At .
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Solucoes para o sistema (2.1): A tabela a seguir contém os valores dos pardmetros utilizados para
a implementa¢@o da solucdao do sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo uniforme nas duas
varidveis. Para o mecanismo atuando de maneira pontual, desde que escolhamos pardmetros que nao violem
a condi¢do de estabilidade do método, sdo produzidos resultados semelhantes. O valores de p1, p2,b e k
foram retirados do livro [19], adotando a drea da secdo transversal igual a A = 0.1 e momento de inércia
I = 1—12 Para mais detalhes de como os calculos foram realizados, definicdes sobre as constantes e seus

valores respectivos, veja [3].

Tabela 3.1: Problema com mecanismo dissipativo nas duas variaveis.

Material 1 02 b k 153 ot € Convergéncia ¢ (t) Convergéncia v (t)
Aluminio 0.279 02325 6.0916 27 01 01 10~* 42.1821 37.5819
Concreto  0.238 0.1941 1.8416 12 01 0.1 1074 35.8918 32.1963

(a) Fungdo de Deformacgio. (b) Funcdo de Rotagdo.

Figura 3.1: Solucédo para viga de aluminio.

L e
£ 1 o0 t
(a) Fungdo de Deformacao. (b) Funcdo de Rotagdo.

Figura 3.2: Solugdo para viga de concreto.

Observe que para ambos os materiais, a estabilizacdo da perturbac¢do atua de maneira mais rapida no
angulo de rotagdo do que no deslocamento transversal, usando os mesmos mecanismos dissipativos. E
ainda vale observar que, a viga de concreto se estabiliza mais rdpido, uma vez que, assumimos o valor do
médulo de rigidez maior para o aluminio.

Solucdes para o sistema (2.2): A tabela a seguir contém os valores dos pardmetros utilizados para a
implementag¢ao da solugdo do sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo uniforme atuando apenas
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na varidvel de deformacdo transversal, isto é, a varidvel . Novamente para o mecanismo atuando de
maneira pontual, desde que escolhamos parametros que ndo violem a condi¢do de estabilidade do método,
obteremos resultados semelhantes. Também consideramos os valores para p1, p2, b e k da referéncia [19],

adotando a drea da secdo transversal igual a A = 0.1 e momento de inércia I = —. Quanto a condigdo
de estabilidade do problema do ponto de vista matemadtico, isto €, aquele obtido pela teoria de semigrupos,
P @, ndo é verificado do ponto de vista fisico, veja [20]. Deste modo, para que haja coeréncia nos

k
resultados simulados, consideramos valores aproximados.

Tabela 3.2: Problema com mecanismo dissipativo na deformacao transversal.

Material 1 P2 b kB v € Convergéncia ¢ (t) Convergéncia 1 (t)
Aluminio  0.279 0.2325 6.0916 27 1 0 1072 +100 +100
Concreto  0.238 0.1941 18416 12 1 0 1072 48.1012 50.9438

(a) Fungdo de Deformacgio. (b) Funcdo de Rotagdo.

Figura 3.3: Solucdo para a viga de aluminio.

(a) Fungdo de Deformacgio. (b) Funcdo de Rotagio.

Figura 3.4: Solugdo para a viga de concreto.

A fim de comparar os valores de convergéncia, para este problema, mudamos o valores dos parametros
[ e a tolerancia e. E possivel observar que a diferenca de convergéncia do sistema (2.1) e (2.2) € muito
grande. Com um mecanismo dissipativo atuando na deformacfo transversal, pudemos observar que a
diferenca de tempo para que o sistema se estabilize é muito pequeno quando comparamos rotacio e des-
locamento. Ainda vale ressaltar que, novamente, a deformacio na viga de concreto é estabilizada mais

rapidamente.
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Solucoes para o sistema (2.3): A tabela a seguir contém os valores dos parametros utilizados para a
implementacdo da solugdo do sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo uniforme atuando apenas
na variavel relacionada ao angulo de rotagdo. Novamente para o mecanismo atuando de maneira pontual,
desde que escolhamos parametros que ndo violem a condig@o de estabilidade do método, obteremos resul-
tados semelhantes. Também consideramos os valores para p1, p2, b e k da referéncia [19], adotando a drea

da secdo transversal igual a A = 0.1 e momento de inércia I = 17 A mesma observagao foi levada em
conta no que diz respeito a igualdade de propagacdo de ondas.

Tabela 3.3: Problema com mecanismo dissipativo no angulo de rotacao.

Material P 02 b kK 0B 7 € Convergéncia ¢ (t) Convergéncia v (t)
Aluminio 0279 02325 6.0916 27 0 1 1072 +100 54.7364
Concreto 0238 0.1941 18416 12 0 1 1072 67.2142 20.5630

(a) Fungdo de Deformagao. (b) Funcdo de Rotagdo.

Figura 3.5: Solugdo para a viga de aluminio.

(a) Fungdo de Deformagao. (b) Funcgdo de Rotagio.

Figura 3.6: Solugao para a viga de concreto.

Para o caso em que temos 0 mecanismo dissipativo localizado apenas no angulo de rotagdo, temos a
estabilizacdo mais rdpida para a viga de concreto. Nossos resultados numéricos também mostram dados
discrepantes de tempo para estabilizacdo quando comparamos eixo de rotacdo e deformagdo transversal,
ou seja, observe que a estabiliza¢io no eixo de rotagdo é muito mais rdpida. E possivel notar uma grande
diferenca de tempo de estabilizagdo quando comparamos com as simulagdes para o caso em que o sistema
possui mecanismo dissipativo apenas no deslocamento transversal.

4. Consideracoes finais.
e Com relacdo as andlises matematica e numérica: Os resultados numéricos comprovaram o que 0s

estudo matematico, utilizando teoria de semigrupos havia mostrado. Uma vez que, a fisica dos

materiais ndo permite que a igualdade %1 = %2 seja satisfeita, ao tomar valores aproximados,

conseguimos um resultado coerente para as simula¢des numéricas.
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e Com relacdo aos materiais: O resultado obtido era esperado, pois o médulo de rigidez do aluminio
€ maior do que o do concreto, desta forma, temos que a perturbacdo em um material de concreto
tende a se estabilizar mais rapidamente.

e Com relag@o aos pardmetros deformacio e rotagdo: Com base nos valores das tabelas 3.1, 3.2 e
3.3, podemos dizer que, para os materiais aluminio e concreto, o angulo de rotagdo € mais sensivel
a perturbagdes. Observe que os problemas (2.1) e (2.3), apresentaram dados que comprovam tal
sensibilidade, menor tempo de estabilizagdo, comparado a deformacao transversal. J4 o problema
(2.2), onde o mecanismo dissipativo esta situado apenas no deslocamento transversal, temos tem-
pos muito parecidos para estabilizacdo. Entdo, para que o sistema se estabilize de maneira mais
uniforme, € necessario dar atencdo ao mecanismo dissipativo situado no deslocamento transversal
da viga, aumentar sua potencialidade dissipativa € uma maneira de uniformizar a estabiliza¢do do
sistema.
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