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Resumen
En este trabajo, presentamos una caracterizacion de la convergencia sobre el grassmaniano de orden n
que nos permite probar de manera directa que este conjunto es compacto y que todo fibrado vectorial es
medible. Finalmente obtenemos un criterio para inducir fibrados medibles.
Palabras clave. Fibrados vectoriales, Variedad de grassman, Topologia diferencial.

Abstract
In this paper, we present a characterization of the convergence on the n-th order Grassmannian that permits
us to show in a direct way that this set is compact and every vector bundle is measurable. Finally, we obtain
a criterion to induce measurable bundles.
Keywords . Vector bundles, Grassman manifold, Differential Topology.

1. Introduccién. SeaR? el espacio euclidiano real d dimensional. El Grassmaniano de R?, denotado
por G(R?), es el conjunto de todos los subespacios vectoriales de R? cuya relevancia es notoria dentro
de la Topologia Diferencial (ver [2]). Actualmente su estudio tiene multiples aplicaciones al tratamiento
de imédgenes para reconocimiento facial (ver [3, 8]). Una manera razonable para comparar los elementos
dentro de G (Rd) consiste en estudiar subconjuntos del mismo con una dimensién fija. Dado 1 < n < del
grassmaniano de orden n, denotado por G,,(R%), es el conjunto de todos los subespacios de dimensién n,
es decir, G,,(R?) = {Z € G(R?) : dim Z = n}. Es posible dotar a este tltimo de una topologia T que lo
torna una variedad topoldgica de dimensién n(d — n) es decir un espacio de Hausdorff, segundo contable
y localmente homeomorfo a R™(?~")_ Para ver esto basta considerar el conjunto V (n, R%) = {4 € R¥*™ :
rank(A) = n}, el cual es un abierto en R9*", asi como la aplicacién

7: V(n,RY) — G,(R?)

A — span{columnas de A}.
Luego la topologia 7 es definida de la siguiente manera
U es abierto en G, (R?) < 771 (U) es abierto en R?*™.

Como caso particular, tomando n = 1y d = 3, obtenemos el espacio proyectivo Po(R) = G (R3) el
cual sabemos es compacto dado que es localmente homeomorfo a la esfera S2. Esto también es cierto en
el caso general (ver [2, 6]), es decir (G,(R?), 7) es compacto. Pero probar esto no es directo por la forma
de los abiertos en 7. A su vez, por el teorema de metrizacién de Urysohn, sabemos que (G, (R9),7) es
metrizable y existen diversos métodos para construir métricas en €l (ver [7]). Luego tiene sentido buscar
una métrica sobre G, (R?) que utilize la linealidad de sus elementos. Esto es logrado al considerar la métrica

D: Gu(RY x G,(RY) — Ry
(X,Y) — ||Px—Py||
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donde Py, Py son las proyecciones ortogonales de R? sobre X e Y respectivamente y || - || es la norma
usual en el espacio de operadores lineales £(R?) (ver [5]). Motivados por las relaciones lineales de esta
métrica, obtenemos una caracterizacién de la convergencia sobre (G, (R?), D) en relacién a las bases de los
elementos de G,,(R?). Esta caracterizacién nos permite probar, de forma rapida, que la topologia inducida
por D es equivalente a 7 y que (G,,(R9),T) es compacto. A su vez, dado que las fibras de un fibrado
vectorial en R? son elementos de algin Gn(Rd) (ver [4]), probamos que todo fibrado vectorial es medible
y obtenemos un criterio para inducir fibrados medibles.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 abordamos los preliminares
necesarios sobre fibrados vectoriales. En seguida, en la seccién 3 estudiamos algunas propiedades de la
métrica D en G, (R?). Luego en la seccién 4 obtenemos una caracterizacion para la convergencia sobre D a
través del Teorema 1. Como consecuencia probamos la continuidad del fibrado vectorial y que (G, (R%), )
es compacto. En la seccién 5, probamos que todo fibrado vectorial es medible y obtenemos nuestro segundo
resultado principal, Teorema 2, donde mostramos un criterio para obtener un fibrado medible. Finalmente,
obtenemos las conclusiones del trabajo en la seccién 6.

2. Preliminares. Iniciamos con la definicién de fibrado vectorial. Mayores detalles pueden ser encon-
trados en [4].

Definicion 1. Sea M un espacio topoldgico, el cual llamaremos espacio base. Un fibrado vectorial §

sobre M, consiste de lo siguiente:

1. Un espacio topolégico F = F(§), llamado espacio total.

2. Una aplicacion continua y sobreyectiva 7w : F' — M, llamada proyeccion natural.

3. Para todo x € M el conjunto F,, = w1(x), llamado fibra sobre z, tiene estructura de espacio

vectorial real.
Ademis se debe satisfacer la condicion de trivialidad local: Para todo « € M existen un conjunto abierto
U, C M con x € U, un entero d,, > 0 y un homeomorfismo
h:U, xR — 7= Y(U,),

de tal modo que 7 o h = m y fijado u € U, la correspondencia v — h(u, v) defina un isomorfismo lineal
entre Ry 771 (u) = F,.

Un fibrado vectorial £ = (M, F, ) muchas veces se representa, cuando M y 7 estdn sobreentendidos,
solo con el espacio total F'. Es consecuencia de la definicién que la funcién x — d,, es localmente constante
y cuando M es conexo podemos hablar de la dimensién del fibrado, como la dimensién de cualquier fibra
de F.

Ejemplo 1. Sea M un espacio topolégico. El producto £ = M x R? induce una estructura de fibrado
vectorial, llamado fibrado trivial. Basta considerar 7 : E — M tal que 7(z,v) = x.

Ejemplo 2. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n contenida en R™**. El fibrado tangente
de M es el conjunto TM = {(z,v) € M x R"** : v € T, M} el cual es un fibrado vectorial sobre M al
considerar la proyeccién 7 : TM — M tal que 7(z,v) = x. En efecto; dado = € M, para cada carta local
(¢, U,) es posible definir un homeomorfismo

h: UgxR' — a4 (U,)
-1
(wv) — (uDgsl )

de donde para cada z € U, se tiene que h(z,-) : R® — 7= 1(2) = {2} x T, M es un isomorfismo.

{2} x R?

> . ddls

.M

Figura 1: Estructura local de un fibrado vectorial.
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3. Propiedades de la métrica D. El siguiente resultado es una caracterizacion importante para el
cdlculo explicito de la distancia entre dos elementos de G, (R?). Una prueba de la misma puede ser hallada
en [1]. Nosotros la incluimos con el fin de hacer autocontenido este trabajo. Para enunciarla es necesario
introducir algunas notaciones adicionales. Dado U C R? denotaremos por S(U) a la restriccién de U a la
esfera unidad esto es S(U) = {u € U : ||u|| = 1}. Por otro lado, dado = € R?) denotaremos por d(x,U) a
la distancia de « a U es decir d(x,U) = inf{||lx — z|| : z € U}.

Proposicion 1. Para cada X,Y € G,,(R?) se verifica que

D(X,Y)=méx<{ sup d(z,Y), sup d(y,X) ;.
z€S(X) yeS(Y)

Demostracion: Sea © € S(X), entonces Py () € Y por tanto
|z = Py (z)l| = [I(Px — Py)(z)|| < [[Px — Py|l.

Como z fue arbitrario, se tiene sup d(z,Y) < || Px—Py||. Andlogamente sup d(y,X) < ||Px—Py||.
zeS(X) yes(Y)
De donde

max sup d(:L'7Y), sup d(y7X) < HPX - PYH = D(X7Y)
z€S(X) yeS(Y)

Reciprocamente, definimos

Ay == sup d(z,Y)= sup [z —Py(z)]|= sup [[(I - Py)@)||=|I-Py|,
2€S(X) 2€S(X) 2€S(X)

Ax = sup d(y,X)= sup [ly—Px(y)|= sup [|(I-Px))l=II-Px].
yeS(Y) yeS(Y) yeS(Y)
Notemos que es posible expresar Px — Py como la diferencia de dos operadores mutuamente ortogonales

Px — Py = Px(I — Py) — (I — Px)Py.

Luego utilizando las propiedades de la proyeccién ortogonal podemos estimar || Px (I — Py )v||.

|Px (I — Py)v||* = (Px(I — Py)v, Px(I — Py)v)
= (P%(I — Py)v, (I — Py)v)
= (Px(I — Py)v, (I — Py)*v)

< Av[[Px (I = Py)v|l[[(I = Py)vl|
En consecuencia || Px (I — Py)|| < Ay [/ — Py/||. De modo que

|IPx — Py|* = |[Px(I — Py)|* + [|(I — Px)Py|
<M = Pyl + I = Px|]?||Py|?
<AV = Py |? + XX 1Py |?

<max{A\%, A\}} = max{\x, \y }2.
Por tanto obtenemos la desigualdad contraria D(X,Y) < méx{Ax,\y}. B
El siguiente ejemplo ilustra la ventaja del uso de la métrica D.

Ejemplo 3. Sean X = {(t,t) : t € R} y Y = {(0,¢) : t € R} elementos del espacio proyectivo
RP' ~ G(R?), entonces D(X,Y) = 1/4/2. En efecto; notemos que para los subespacios X e Y (ver
Figura 2) dados se tiene

S(X) = {(1/\/2 1/\/5)7 (_1/\/5’ _1/\/5)} y S(Y) = {(07 1)7 (07 _1)}'
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Figura 2: D(X,Y) = 1/V2

Por tanto

D(X,Y)=mix<{ sup d(z,Y), sup d(y,X) ;,
z€eS(X) yes(Y)

) { 1 1 } 1
=mMaxs —, —F= ¢ = —=-
V2'V2) V2
Otra propiedad interesante de esta métrica es su comportamiento frente a los automorfismos de R? es

decir aplicaciones lineales inversibles.

Proposicién 2. Sea T : R? — R? un automorfismo. Si X,Y € G,,(R?) entonces
D(T(X), T(Y)) < |IT||T~|ID(X,Y).
Demostracion: Usando el hecho que T' es un automorfismo, se puede verificar que Pr(x) = T.Px.T -1
Luego
D(T(X),T(Y)) = [[Prcx) = Pron) |
= |T.Px. T —T.Py. T
= ||T.(Px — Py). T
<|IT|l[I1Px = Py T
Por lo tanto se obtiene D(T(X), T(Y)) < | T||T7|D(X,Y). &
Notemos que si definimos
T: G,(RY) — G,(RY)
X  — T(X),
la proposicién anterior muestra que 7' es una aplicacion Lipchitz con constante ||T'[[||71||.

4. Convergencia. Ahora presentaremos una caracterizacion de la convergencia en (G, (R%), D) y
posteriormente la usaremos para probar la compacidad del Grassmaniano de dimensién n.

Teorema 1. Una sucesion {S.} C G, (R?) converge a S € G,(R?) siy solo si para cada k € N

existe una base {u¥,--- ,ut} de Sy tal que { lim uf,--- | lim u®} es una base de S.
k—r 00 k— 00
Demostracién: Supongamos que {S.} C G, (R?) converge a S € G, (R?). Sea {uy,--- ,u,} una

base ortonormal de S. Existe ¢ > 0 tal que B(u;,e) N B(uj,e) = @ parai # jconl < 4,5 < n. Sin
pérdida de generalidad supondremos que & < ﬁ Existe ko € N tal que D(Sk,S) = ||Ps, — Ps|| < ¢
para todo k > ko. Entonces || Ps, (u;) — u;|| < € paratodo k > kg y todo 1 < j < n. Luego para cada

1 < j < n basta tomar u;“ = Ps, (u;) con lo cual u;“ — Uy ademés {ul,-- ,uk} es base de S, para

todo k > k¢. En efecto; sean {1, -+ ,a,} C R tales que ZJ 1 ju; = 0. Entonces

E a;u ] E Uy = E OZJ’LL —’LL] E Uy

Luego suponiendo que existe aj, 7 0 entonces Y 7_, [a;| > 0 por tanto

n n n
Zozjuj = Zozj(u?—uj) <6Z\aj|.
j=1 j=1 j=1
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Usando la ortonormalidad y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

n n 2 n n
E |O‘j|2 < (5 E |aj|> <e'n E Ozjz < E oz? absurdo.
i=1 i=1 i=1 i=1

Reciprocamente, supongamos ahora que para cada k¥ € N existe una base {u¥,---  u*} del subespacio
Sk tal que A = {kh'm ul, - ’ka uF} es una base de S. Denotemos por Ay € R**™ a la matriz que
c—> 00 s —» 00

tiene como columnas a los vectores u;“ € R?*!, Sabemos del Algebra Lineal que la proyeccién ortogonal
Ps, : R — RY puede representarse por

Ps, = Ap(Af Ap)TA]L

Ademas . lim A, = fI, donde TI es la matriz cuyas columnas forman la base II. Por tanto, Ps, — Ps de
—+00

donde D(Sj, S) — 0, cuando k — co. Luego la sucesién (S;,) C G,,(R?) es convergente. B

Ejemplo 4. En P;(R) ~ G;(R?), la sucesi6én de subespacios X,, = {(¢,nt) : t € R} converge al
eje Y. En efecto; el conjunto {(1/n,1)}, es una sucesién de bases de X, las cuales convergen a (0, 1)
entonces D(X,,,Y) — 0.

Figura 3: La sucesién X,, converge al eje Y.

Sea (F, M, ) un fibrado vectorial de dimensién n tal que F, C R¥ para cada z € M y algiin k € N.
Definamos

fr: M — GL(RF)
z +— I

Corolario 1. La aplicacion & es continua.

Demostracion: Dado x € M y una sucesién (z,,) en M tal que z,, — x. Por la propiedad de
trivializacion local existe un abierto U, C M y un homeomorfismo i : U, x R" — W’l(Um). Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que los elementos z,,, € U, para todo m > 1. Dada una base

{e1, - ,en} de R™, entonces {h(xm,€1), - ,h(Tm,€,)} s una base de F . Por la continuidad de h,
obtenemos {h(x,e1), -, h(z,e,)} es una base de F,. En consecuencia, usando el Teorema 1 se tiene que
Fp, — F,. ®

Corolario 2. El fibrado tangente T M de una subvariedad M de R? tiene la propiedad de continuidad
en las fibras.

Por otro lado, la caracterizacion de la nocién de convergencia en la proposicion anterior nos permite
obtener una prueba elemental de la compacidad de G, (R?).

Corolario 3. El espacio métrico (G,,(R?), D) es compacto.

Demostracién: Dada una sucesion {S }x en G, (R?). Por el proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt podemos suponer que Sy, admite base ortonormal {u¥, - - -, u*}. Por tanto ||u¥|| = 1 paratodo k €
N, luego existen N; C N infinito y una aplicacién 1 : N — Nj creciente tal que {ufl(k) }1 es convergente.
Supongamos ahora que existan N, C --- C N; C N infinitos y aplicaciones ¢; : N — N, crecientes para
todo 1 < ¢ < r < n tales que {ufl(k)}k, . ,{u,-r(k)}k son convergentes, digamos a uy, - - - , u,. Como
||u’;+1\| = 1 para todo k € N, existe N,; C N, infinito y una aplicacién ¢, 11 : N — N, creciente

r+1(k . . .
tal que {u’ _ﬁl( )} & €s convergente a u,1. Asi obtenemos el conjunto {uy, - - -, u,} el cual es linealmente

independiente por la continuidad del producto interno. Finalmente, usando el Teorema 1 se obtiene que
Sk — {uy, - u,}). B
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La métrica D induce en el grassmaniano G, (R?) una topologia que denotaremos por 7p. Para verificar
que ambas topologias T y Tp son equivalentes es suficiente probar que la aplicacién identidad

i: (GuRY),7p) — (Gn(RY),7)
A — A

es continua puesto que como ya fue mostrado, en el Corolario 3, (G,,(R?), 7p) es compacto.

Proposicién 3. La aplicacion identidad i : (G,,(R?),7p) — (G,,(R?),7) es continua.

Demostracion: Supongamos por absurdo que exista un abierto W € 7 tal que W ¢ 7p. Luego existe
Z € W tal que no es punto interior. Es decir para todo m € N existe Y,,, ¢ W tal que D(Z,Y;,) < %
Entonces Y,,, — Z en la métrica D y 7= 1(Y,,,) N 7~ Y(W) = (). Tomemos A,, € 7~ 1(Y,,) tal que sus
columnas sean ortonormales. Luego A,,, ¢ 7~ (W) y 7~ (W) es abierto en R¥*" de donde pasando a una

subsecuencia si es necesario A,, — A en lanorma de R4*" y ademas A ¢ 71 (W). Por tanto (A) ¢ W
de donde existe o > 0 tal que o < D(Z, w(A)), por desigualdad triangular dado m > 1.

0 < D(Z,7(A)) < D(Z,Ym) + D(Ym, 7(A))
— D(Z.Y) + D(n(An), w(4))

< 4 D(r(An), (4)).

Si A, =[af",---,a"]y A= a1, - ,ay] son las representaciones en vectores columna se tiene

D(m(Am),m(A)) = [ Pra,.) — Pra)ll

=13 @, ey = > ai, Yas
=1 =1

= [ 2_fal Ml = ai) + D _(af" — ai,)a;
1=1 =1

n n
< e —ail + ) e — ail
=1 i=1
n
=2) |a)" — ail.
=1

Como A,,, — A, entonces D(n(A,,),7(A)) — 0, de donde o = 0 absurdo. W
Los siguientes resultados son consecuencia directa de la proposicién anterior.

Corolario 4. Las topologias Ty Tp son equivalentes.
Corolario 5. La variedad de Grassman de dimension n, (G,,(R%), 7) es compacta.

5. Fibrados medibles. En adelante, M sera un espacio métrico, conexo y compacto, que dotado de la
o-dlgebra de Borel, puede verse como un espacio medible (M, B).

Definicién 2. Una coleccién de espacios vectoriales F' = {Fy}zenr C Grn(R?) se dice que induce
una estructura de fibrado medible sobre M, si se satisface la siguiente condicion: Para todo x € M existen
un conjunto medible W, C M con x € W, y funciones v; : W, — R?% medibles para todo 1 < i < n tales
que

{v1(2),...,v,(2)} es una base de F, para todo z € W,

Proposicion 4. Todo fibrado vectorial sobre M es un fibrado medible.

Demostracion: Sea & = (M, F, ) un fibrado vectorial sobre M. Por la condicién de trivialidad local
de £, dado x € M existen un conjunto abierto U, C M, un entero n > 0, que no depende de x por ser M
conexo y un homeomorfismo

he : Uy x R" = 77 1(U,)

tal que para y € U, se tiene que hy(y,-) : R™ — F, es un isomorfismo. Luego si {e1,--- ,e,} es una
base de R™ entonces {h;(y,e1), - , ha(y, en)} es base de Fy,. Por tanto podemos considerar las funciones
v; « Uy, — R? tal que v;(y) = hs(y,e;) paratodo 1 < i < n. Asi, la coleccion {F, },cas define una
estructura de fibrado medible sobre //. B
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Notemos que el reciproco de resultado anterior es falso, esto es, existen fibrados medibles que no son
fibrados vectoriales. Por ejemplo, si M = T2, entonces el fibrado tangente es trivial. Podemos asumir que
es generado por v; = a% y vy = 8%' Luego la familia ' = {F{, )} donde

(v1) sia€ Q;

Flap) =
(vg) otro caso,

s

es un fibrado medible que no es fibrado vectorial.
El siguiente resultado, muestra una forma de inducir fibrados medibles haciendo uso de la medibilidad
en las grassmanianas.

Teorema 2. Supongamos que para algtin n tal que 1 < n < d, la aplicacién

C: M — Gu(RY

z — H,

es medible. Entonces la familia de subespacios { H, }»<as induce un fibrado vectorial medible sobre M.
Demostracién: Sea E € G,,(R?) entonces R? = E @ E+, consideremos el conjunto

V(E) ={U € G,(R") : Un E* = {0}}
el cual es abierto en (G, (R?), D) pues dado U € V(E) tomando

e= min |Py(x)—z| >0,
eEL of=1

luego si W € G,,(R%) es tal que la distancia D(U, W) < ¢ entonces W € V(E). Por otro lado, dado
U € V(E) existe Ly € L(E,E+Y) tal que U = {x + Ly(z) : * € E} para ver esto notemos que
7 : E® E+ — E mapea U isomorficamente sobre E. Basta mostrar que x|y es inyectiva: dados
u1 = a+ by, uy = a+ by entonces by — by = u; —uy € U N E+ = {0} luego by = by por tanto u; = us.
Entonces podemos considerar el operador lineal Ly = w1 o (7g|y) ! tal que

Ly E — Bt
u=a+b ~—— Ly(a)=0.

Sea {a1,...,a,} unabase de E. Dado U € V(E), {a1 + Ly(ai1),...,an + Ly(ayn)} es una base de U.
Definamos para cada 1 < ¢ < n las funciones

w: V(E) — RI
U +— a;+ Ly(a;).

Afirmamos que para todo 1 < i < n, la funcién u; es continua. En efecto; sea U € V(E) y {Ux}x C V(E)
tales que Uy — U luego existen bases, que podemos suponer con elementos unitarios {s¥,... sk} y
{s1,...,8n} tales que s? — s;. Notemos que probar u;(Uy) — u;(U) se reduce a probar que Ly, (a;) —
Ly (a;). También existe {x}, ...,z } base de E tal que s§ = z%+ Ly, (%) donde la convergencia s% — s,
implica que xf —z;y Ly, (xf) — Ly(x;) luego s; = xj+ Ly (z;), por tanto a; = 2?21 Bjkxf para cada
k > 1. De donde para mostrar que las sucesiones (/3 ]k)k son convergentes, basta mostrar que son acotadas

paratodo 1 < j < k. Para ver esto, sea V' = [x’f .- xfl], entonces VIV es inversible. Haciendo a; = Ve,
donde o = (3%, ..., %) vemos que VTa; = VTV« de donde

a=VIV)y“tvTa,.

Luego tenemos ||| < M||a;||, con M = ||(VTV)~1VT||. Por tanto
Ly, (a:) = Lu, (Y Bfa%) =Y BiLy, (a¥) = BiLu(z;) = Lu(ai).
=1 =1 =1

Como G, (R?) es compacto podemos obtener un cubrimiento finito V(E}), ..., V(E,) de conjuntos me-
dibles que sin pérdida de generalidad podemos considerar disjuntos dos a dos. Luego dado x € M existe
1 <ip < ntal que H, € V(E;,). Tomemos W, = (~'(V(E;,)) medible, entonces paracadal < i <n
basta tomar v; : W, — R tal que v; = u; 0 (. W
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6. Conclusiones.

1. A través del Teorema 1, podemos obtener de manera natural una prueba para la compacidad del
Grassmaniano G/(R?).

2. Toda variedad diferenciable admite continuidad de las fibras del espacio tangente. En efecto; sea M
una variedad diferenciable de dimensién n. Sin pérdida de generalidad, por teorema de Whitney,
podemos considerar que 7M C M x R? donde d > 2n + 1. Considerando el fibrado vectorial
F = T'M con fibras en G,,(R%), entonces por Corolario 1 la aplicacién

o: M — GL(RY

r — T, M

es continua.

3. El Teorema 2 muestra una condici6n suficiente para que un subconjunto en G, (R?) sea un fibrado
medible.

4. Todos los resultados probados pueden ser nuevamente obtenidos tomando un espacio vectorial V'
de dimensidn finita como base de referencia en el Grassmaniano y en los fibrados vectoriales.
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