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Resumen

Iniciaremos nuestro estudio, focalizdndonos en la teoria de los espacios de Sobolev periddico, para esto
citamos a [1]. Luego, probaremos que la ecuacion de Boussinesq no homogéneo posee solucion local y que
ademads la solucion depende continuamente respecto a los datos iniciales y a la no homogeneidad, esto lo
hacemos de un modo intuitivo usando la teoria de Fourier y en una version elegante introduciendo familias
de operadores fuertemente continuos, inspirados en los trabajos de Iorio [1], Santiago y Rojas [4], [3]y
[2].

Palabras clave. Familia de Operadores fuertemente continuos, ecuaciéon Boussinesq, Teoria de Fourier, Espacios
de Sobolev periddicos.

Abstract

We will begin our study, focusing on the theory of periodic Sobolev spaces, for this we cite [1]. Then, we
will prove that the non-homogeneous Boussinesq equation has a local solution and that the solution also
continually depends on the initial data and non-homogeneity, we do this intuitively using Fourier theory
and in an elegant version introducing families of strongly continuous operators, inspired by the work of
lorio [1], Santiago and Rojas [4], [3] and [2].

Keywords . Family of strongly continuous operators, Boussinesq equation, Fourier Theory, Periodic Sobolev
spaces.

1. Introduccion. Sea la ecuacién homogénea de Boussinesq:
(L.1) Uit — aUspe = —bUrsen

cona > 0y b > 0 constantes reales. Esta ecuacion describe las ondas en aguas poco profundas, que pueden
ser vistas en el mar, lagos y rios. La ecuacién (1.1) fue originalmente derivado por Boussinesq, en el afio
1872.

El modelo homogéneo (1.1) con datos en espacios Sobolev periédico fue propuesto por lorio en [1], de
modo que nosotros partiremos probando y estudiando este caso, motivados con la teoria de Iorio [1],
Santiago y Rojas [4],y [3] para el caso de la ecuacion de la onda.

Siguiendo las ideas plasmadas en Santiago y Rojas [2] para la ecuacién de onda no homogénea
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estudiaremos el caso no homogéneo de (1.1), esto es, analizaremos la existencia, unicidad, dependencia
continua y regularidad de la solucién del modelo no homogéneo.

El presente articulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 2, indicaremos la metodologia
usada y citamos la referencia usada para los resultados preliminares que se pueden necesitar. En la seccién 3,
probaremos que el problema asociado a la ecuacion de Boussinesq estd bien colocado. Haremos el andlisis
de la diferenciabilidad de la solucion versus los datos iniciales. En la seccién 4, probaremos que el problema
asociado a la ecuacién no homogénea de Boussinesq estd localmente bien colocado y ademds obtendremos
la dependencia continua de la solucién respecto a los datos iniciales y a la no homogeneidad. Finalmente,
en la seccion 5, damos las conclusiones de nuestro estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico, en este trabajo usamos la teoria de Fourier en espacios de So-
bolev periddico y familias de operadores fuertemente continuas. Como referencia en la revision de algunos
resultados previos que usaremos, citamos a lorio [1] y, Santiago y Rojas [4], y [3].

Toda esta teorfa la usamos en el andlisis de la existencia y buena colocacién del problema asociado a la
ecuacion de Boussinesq, realizando una serie de calculos y aproximaciones en el desarrollo del trabajo.

3. Existencia de solucién de la ecuacién de Boussinesq. En esta seccién, empezaremos probando
que existe solucién de la ecuacién homogénea de Boussinesq en espacios de Sobolev periddico, usando la
teoria de Fourier.

Teorema 1. Sea s € R fijado y el problema

u e C ([0, +o0[, H3,,) ,

O?u(t) = 3§u(t) — 8§u(t) e Hse’f,
3.1 Q) | pe

u(0) =¢p € Hy,,,

dyu(0) = € H L.

entonces existe una vnica solucion v € C ([O; +oo[, H, 5”) del PVI (Q1), con dependencia continua res-

pecto a los datos iniciales. La prueba se sigue de las proposiciones 1- 6.

1
Proposicion 1. Si denotamos por (k) = |k| (1+ k*)2, para k € Z, entonces

+00 iy
62 = 3 (os@®npm) )+ > (FHEIIGw ) oute)
k=—o0 k=—o0

es candidato a solucion de (Q,), donde estamos denotando @y () = e?*?,

Demostracion: Aplicaremos la transformada de Fourier a la ecuacién a fin de obtener el candidato a
solucién

—_—

OFu(t) = d7u(t) — Ozu(t)
= (ik)*u(k,t) — (ik)*a(k,t)
= —k*(1+ kY a(k, t)

Asi, para cada k € Z, se obtiene la siguiente familia de EDOs homogéneas de segundo orden

u eC ([0’ +OO[?£§—1 (Z))
02u(k,t) + K2 (1 + k2)t(k,t) =0
u(k,0) = @(k)

~

Oyu(k,0) = (k)

(3.3) ()

Cuyo polinomio caracteristico es A2 + k(1 +k2) = 0. Analicemos las soluciones para los siguientes casos:

1. Sik = 0entonces A\; = Ag = 0, u(0,t) = C1 4+ Cat. Parat = 0 tenemos u(0,0) = C; = $(0) y

derivando parcialmente con respecto a ¢t tenemos 9;u(0,0) = Cy = " (0). De donde obtenemos la
solucién (0, £) = 3(0) + $(0)z.
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2. Sik # 0, de la ecuacién A2 + k2(1 + k%) = 0, se obtiene
N2 = k2 (14 12) = A = i (] (14+52) ) = %io(k)

Luego, u(k, t) = C; cos (o(k)t)+Cs sen (o (k)t). Ahora, de los datos iniciales tenemos u(k, 0) =
C1 = @(k) y derivando parcialmente con respecto a ¢ tenemos

Ok, t) = —C1 (o(k)) sen (o (k)t) + Co (c(k)) cos (a(k)t)

~

Para t = 0 se tiene 0,u(k,0) = Cy(o(k)) = ¢ (k). Desde que k& # 0 podemos despejar y
ﬁwﬁ) y ast @k, £) = G(k) cos (a(k)t) + P (k) ——sen (o (k1)

obtenemos Cy =
o(k)
Por tanto, nuestra solucién tiene la forma de la siguiente serie de Fourier

+oo
k=—oc0
+oo R - 1 R -

=#§;fﬂmdeWH%M%wﬁmw%m)%@H{ﬂ@+%®0%@)

Como 111’1% W = t, podemos considerar m(?’if)t) = t, nuestra solucién tiene la cara
— g g k=0

+00 +00

W)= Y (smam)m+ > (A0 ) o). m
k=—o0 k=—oc0

La cara de la solucién puede ser reescrita en términos de operadores

(3.4 ul+t) = Cr(t)(9) + Ca(t) (1)
+00 400

donde C1(1)(¢) = 3 (cos (o)1) 3(k)) Bx(2) y Co(B)(8) = 3 (Se“§f£f0t>akk>) B4 ()
k=—o00 k=—oc0

Proposicién 2. Sea T' € R fijo y s € R, entonces parat € [0,T]

ulz,t) = u(t) € Hyep v [lu(t)]ls < V2¢/max {1,721/ |l + 1015,

Donde u(x,t) estd dada por (3.2).



Papuico V, Santiago Y.- Selecciones Matematicas. 2020; Vol. 7(1): 74-96 77

Demostracion: Seant € [0;T]y r € R. Consideremos la norma de u(t) en H,,

lu@®IF =2 Y (1+K)" [aCk, )|

el
—on _O;g:m (1+K2)" |cos (o (k) £) B(k) + Se“((;g:) 8 ae) 2+ \@(0) +t$(0)]2

<in _OE_M (1482 ( (0 002w +| DD 5y ) IO + [ed(0)|
<dn Oﬂim (1+ 1) ) + Oﬂim “Of(k’;) 50|+ P +|150)|

= ir o¢§m (L+ 1) Bk + Oﬂim (”,’j') 90|+ 1O + |9 0)]

> 1+k2)7 2 ~ 2
Il + 2 <|,€|2)]w<k>\ +2r[t(0)|
O;ﬁk*—oo

2
’ t<T

O;Hf——oo

1]~ 2 ~
<2 (<p| +on (1+k2) 1’w(k)‘ +27r‘t¢(0)

2 ([lol? + 27 max {1, 72} Z (1+4£2)"~ ’;/;(k)f)

k=—o0

. 2
=2 (gl + max {1, 72} 92, )
= 2max {1, 72} (Jlgll? + 4], ) < o0

siempre que 7 < s. Por tanto u € H,, parar < sy en particular u € Hy,,. W
Los argumentos usados en la demostracion justifican que desde un principio se haya considerado ¢ €

s s—1
Hpefr‘yw € Hpe'r .

Proposicion 3. Sea T € RT fijoy s € R, entonces u € C ([0,T], H;er) Donde u estd dada por (3.2).
Demostracion: Consideremos t’ tal que t > ¢’ > 0. Debemos demostrar que

(3.5) lim, [lu(t) — u(t), = 0.
Veamos
Jut) — u(t); = 2x Z (1+ K" [a(k, t) — a(k, "))
k=—o0
=27 Z (1+ k)" |(cos (o (k) t) — cos (o (k) t') §(k)
0#k=—o00
sen (o (k) t) —sen (o (k) ')\ ~, .| o~ 2
+ ( T >¢<k> >+\<t—t>w<o>\].

Si denotamos por

N (k1) = (cos (o)1) = cos (o (b)) () + (=T Zsen TR g

para k = 0 se tiene que N (0,t) = 0y para k # 0 tenemos que tthl N(k,t) =0,comot—t < T entonces
— !

hm (t—t )w(O) = 0. Solo necesitamos la convergencia uniforme de la serie para el intercambio con
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el limite y obtener (3.5). Para ello tomemos el n-ésimo término de la serie, lo mayoraremos por una serie
convergente y aplicaremos el M—Test de Weierstrass. Denotemos por

Ngy = 27‘(‘(1 + k2)r (COS (0, (k) t) — cos (0, (k) t/))(/ﬁ(lﬂ) + <Sen (0' (k') t) — sén (0' (k) t’)) {b\(k‘)

obtenemos

nis < 2m(1+ K2)" <2 B(k)] + % W(’“)DQ

< 2m(1+ k2)"2 <4 3(k)|? + ﬁ ‘J(/{)DQ.

Aplicando la serie en ambos lados de la desigualdad

> omess| Y weRVIBREE Y 2w R i)
0#k=—o00 0#k=—00 0#k=—o00
<8 (llell? + 112,
< 0o

Siempre que r < s. Usando el M-Test de Weierstrass hemos demostrado la convergencia uniforme de la
serie. ll

Proposicion 4. Dada v € C ([0, +oo[, H3,,.), definida por (3.2), entonces 0 u(t) = d2u(t) — Ozu(t)

4 per
en Hpom.

Demostracion: Para probar que 07 u(t) = dzu(t) — dgu(t) € Hj.*, debemos demostrar

atu(t + h) — 8tu(t)
h

— %u(t) + Otu(t) — 0, cuando h — 0

(3.6) ’
s—4
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Para ello consideremos la norma en H’

per>

2

79

a fin de determinar el valor de r adecuado. Veamos

3.7 ‘ Orult + h})L — 9l _ p200) + atue) -
——on io (1+k2)" at“@h}z_atu/(m) — 2u(?) + Pul?) 2
P
=2r f (1+K%" Ouull,t+ hf)b — (i) — (ik)? Ak, t) + (ik)* Uk, t) 2
ko
= o f (1+&2)" Orulkt+ ) = (k) +o(k)?a(k, t) 2
. 5 (11 2y |2kt + M) - 0k, D)(p) | DCalkt + M) - 0Cak, ()
o
o (k)2 [cos( ) 3 (k) sen(fg) W(lﬂ)} 2

—

0,C1 (K, 1) ()

=27 Z (1+4%)"

k=—o0

<atc1 (k,t+ R)(p) — + o(k)? cos (a(k)t) @(M) +

2

(8,502(16 ,t+h) lﬁ})l 8t02(k,t)(1/1) + o(k)sen (o (k)t) 72(@)
+00 kt+ (k) 2
gz{aﬁ > (e | PO OGN L 02 os (ol 20| +
k=—oc0
+00 ktt o (k1 2
o 5 sy atcz(k,t+h>(¢2—3t02(’f’t)(¢>+ (k)sen (o (k)t) 1 (k) }
k=—oc0
, ‘atcl(t+h)(}1 0,C (t +k§m Zcos (o(k)t) p(k)|| +
3.8) 6tC’2(t+h)(¢}1 9 Co(t) + Z k)sen (o (k)t) P (k)
k=—o0 r

Probaremos que el lado derecho de (3.8) tiende a 0, cuando ~ — 0. Observemos que, si probamos la
finitud del primer sumando del lado derecho de (3.8), habriamos determinado un valor de r adecuado
para el espacio de Sobolev periddico; de igual manera con el segundo sumando. Asi, determinarfamos un
Hyp,, donde habitaria nuestra O?u(t). Para ello probaremos que las series que representan cada uno de los
sumandos de (3.8) es convergente y por tanto la suma de estas series es convergente, con ello acotariamos
la serie (3.8) con una serie convergente. Luego por el M—Test de Weierstrass la serie (3.8) es converge y por
tanto el limite puede ingresar dentro de la norma en (3.6) obteniendo el resultado esperado.

Iniciemos determinando el espacio donde habita d,u(x), para ello recordemos que

u(-, 1) = C1(t)(p) + C2(8) ().
Como Ci(t)(y) = :f cos (o (k) £) (k)@ entonces
=, -
9 C1(t)(p) = k:z—oo —o(k)sen (o (k)t) P(k) Py
Debermos demostrar
(3.9) H Gilt+ h)(*”g — G0 _ }:f —o(k)sen (o (k) ) 3(k)@x| — 0, cuando h — 0
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para un 7 adecuado. En efecto

+oo
Ci(t+ h)(@f)L —Ci()(¥) _ k:z_:oo —o(k)sen (o (k) ) P(k)®y|| =
+o00 - 3 TRY, 2

Gl =2y (e kty |SELENE OGN o) en o k)1 201

k=—o0

o *i’ (14 k2| (o (k) (t+h>)<ﬁ(kf)L—cos (0 (k) () p(k)

k=—o00

(3.11) + o (k) sen (o (k) t) 5(k)|?

Ahora, definamos la funcién f(7) = cos (o (k) (t + 7)) para 7 € [0, h], entonces f es continua en [0, h] y
diferenciable en ]0, h[. Por el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € |0, h[ tal que

(3.12) hf'(c) = f(h) = £(0)

Reemplazando en (3.11) tenemos

+o0
=27 Z (14 k%) |o(k) sen (o (k) (t + ¢)) (k) + o (k) sen (o (k) t) B(k)|?

k=—o0

+oo
=21 > (1+k*)" (a(k))* [sen (o (k) (t + c)) + sen (o (k) t)|* |5 (k)|
k=—o0
“+oo
<2m > (L+ KR 413(k)

k=—o0

+oo
<4 <27r SRR |¢<k>|2>

k=—o00

+o0

=4 (27? 3 @Ry @(k)ﬁ)
k=—o0

= 4]l

<4l

< o0

siempre que r+2 < s. Esto implica que nuestro r adecuado satisface la desigualdad » < s—2. Asi, mediante
el M—Test de Weierstrass, hemos demostrado que la serie (3.10) es convergente y por tanto el limite, cuando
h — 0, puede ingresar dentro de la norma en (3.10), obteniendo el resultado que esperdbamos.

+oo
Abhora, para C3(t)(¢)) = Z M@(k)ék, se tiene

k=—o0 O‘(k)
400 N
Cx(t)(4) = Y cos(o(k)t) (k)
k=—oc0

Debemos demostrar

“+o0
02(t+h)(1/1})l — G 3" cos (o(k)t) d(k) Dy

k=—o0

— 0, cuando h — 0

(3.13) H
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para un 7 adecuado. En efecto,

“+oo
Ca(t + h)(wf)L — Cy(t) () _ Z cos (o (k)t) zZ(k)fbk _
k=—o0 r
+oo .3 TARY 2

(3.14) — o k;@a 42y | Calh b+ hW})L — D) o (k) (k)

IR | sen (@ (k) (t + 1)) (k) — sen (o (k) (1)) (k)

o 2 (R o ()h
(3.15) — cos (o(k)t) (k) ’

Definamos la funcién g(7) = sen (o(k)(t + 7)) para 7 € [0, h], entonces g es continua en [0, h] y diferen-
ciable en |0, i[. Usando el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € ]0, h tal que

(3.16) hg'(c) = g(h) — g(0)

Reemplazando en (3.15) tenemos

+oo
=21 Y (1+k%)

k=—o00

cos (o (k) (¢ + ¢)) B(k) — cos(o(k)t) (k)

+00 9

=21 3 (14K Jcos (0 (k) (¢ +¢)) —cos (o (k)t)ﬂ&(k)’

k=—o0
+oo - 9
<or S (L4 k)4 ‘w(k)‘
k=—o00

+oo 9
<4 (27r S o+ @(k)‘ )

k=—o0

=44,
<Al
< o0

De donde ¢ € H;;} C Hyp,,, siempre que r < s — 1. Asi, hemos acotado la serie (3.14) por una serie

convergente. Por tanto, el limite, cuando h — 0, puede ingresar dentro de la norma en (3.13) y obtener el
resultado propuesto.
Por tanto,

Owu(z,t) = C(t)p + Cy(t)y € Hy,, para 7 <s—1

En particular, podemos considerar dyu(x,t) € H3.!.

Ahora, veamos el espacio donde habita 9?u(t). Analicemos para ello las segundas derivadas parciales.
“+o0
Iniciemos con 0;C5(t)(¢)) = Z cos (o(k)t) ¢(k)Py, derivando parcialmente tenemos
k=—oc0
RCo(t)(¥) = D —o(k)sen (o (k)t) P(k)®y
k=—oc0

Debemos demostrar que

0:Ca(t + h)(¥) — 0, Ca(t
h

—0,sih—0

“+o00
@) " ok)sen (o (k)t) (k) Py

k=—o0

(3.17) ‘

r
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El cual es parte del objetivo planteado al principio. Veamos

0,Co(t + h) (1) — DC(t ?

h

+oo
) (@) I Z o (k)sen (o (k)t) ¢ (k)Dy,

k=—o0 r
~+00 T, TR 2
a1y =on Y (1 gy | AREIENE ZHCEIW) o ycen (o (k1) d1
k=—o00
on 3 (14 k) [ClBEHR) J(k; — cos (o(k)(1)) (k)
k=—o00
(3.19)  +o(k)sen (o (k)t) (k) ‘2

Consideremos la funcién f(7) = cos (o(k)(t + 7)) y aplicando el Teorema del Valor Medio (3.12), reem-
plazando en (3.19) tenemos

+oo
=21 > (1+K) (a(k))2‘sen(a(k)(t+c))$(k)+sen(a(k)t)$(k)
k=—o
00 2
<2m Y (L4 k)T Isen(a(k>(t+c))+sen(o(k>t)|2]w(k)ﬂ

k=—o0

+oo
< Y (1 +k2)”24’$(k)

k=—0o0

T 2
<4 (271' 3 (1+k2)7’+2‘$(k)‘ )

k=—o0

‘ 2

=4[[Y[], 45
<4l
< o0

parar + 2 < s — 1; es decir 7 < s — 3. Podemos considerar 97C»(t)(¢)) € HE.,3. Asi, hemos acotado la

per
serie (3.18) por una serie convergente. Por tanto, podemos intercambiar el limite y la norma en (3.17).
—+oo
Finalmente, analicemos 0,C1 (t)(y) = Z —o(k)sen (o(k)t) p(k)Py. Derivando parcialmente tenemos
k=—o00
00 )
O;C1(1) () = Y — (oK) cos (o (k)t) k)P
k=—oc0

Debemos demostrar que

+oo
20y |2t h)(“oli —0GE) ™ ((k))eos (o (k)t) (k)B4 || = 0, sih 0
k=—

r

para un r adecuado. En efecto,

“+o0
SO = 0O S (o)) cos (o)1) BRI 21| =
k=—oc0

Oy (kT () — 0,Ci D () i

+oo
G2l =2r Y (1+k)" + (o(k))? cos (o (k)t) B(k)

h
k=—o0
o0 R .
“on 3 (14 ) o ST R) WZL —sen (o (k)(1)) §(k)
k=—o0

322+ (o(k))? cos (o(k)t) B(k) ‘2
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Usando la funcién g(7) = cos (o (k)(t + 7)), definida anteriormente y la ecuacién (3.16), reemplazando en
(3.22) tenemos

(o (k)2 cos (o (R)(t + ©)) Bk) + (o(k))? cos (o (k)t) 3)|

=27 Z +k2

k=—o0

+00
=21 > (14K (a(k))" cos (a(k)(t + c)) + cos (o (k)t)|* |G (k)|

k=—o0
+oo
<2m Y (L) R 4B(k)]

k=—o0

<4 (27r io (1+ K721 + k%) Iﬁ(kﬂg)

k=—o0

“+o0
—4 (271' > (4R |<2(k:)|2>
k=—oc0

= 4[l@ll, 44

< 4llell,
< 0

siempre que  + 4 < s. Esto implica que, nuestro 7 adecuado satisface » < s — 4. En particular, podemos
considerar 92C' (t )( ) € H:_*. Por tanto,

per *
Ofu(x,t) = CY(t)(p) + C3 (t)(¥) € Hy, para 7 <s—4

En particular, podemos considerar 87 u(z,t) = C{ (t)¢ + Cy (t)y € H3_*. Ademis, la convergencia de la
serie (3.21) permite el intercambio del limite y la norma en (3.20). ®

Proposicion 5 (Dependencia continua en compactos). Sean u = C1(t)(p) + C2(t)(¥) € Hp,, y
i =CL(t)(@) + Ca(t)(¥) € Hp,, soluciones de (Q1), esto es

0?u = 02u(t) — Otul(t) 0%u = 8217(15) — odu(t)
w(0) = ¢ € Hy,, ;o u(0)=¢ e Hy,
(9tu(0) = d} € H;erl Btu(O) = "/} € H;erl

s—1

N Hyob ~ H.,
Sip — ¢ y ¥ —— 1) entonces u —— 1.

Demostracion: Consideremos la norma en Hy,, y determinemos el valor de 7 adecuado

Ju(t) ~ @02 = |Cr(0)(0) + o) ~ (0@ ~ @) ||
= ety e -8+ ey (v -9)||

+oo
=21 Y (L+k%)

k=—o0

<27 Z 1+ k)72

k=—o0

— o io (1+k2)72 “cos (o (k)t) (af @) ()

k=—o0

2

—

Culk D) (0 = @) + Calk,t) (¥ = ¥)

2 (|0 (- 5|+

+estey (w-0)

’ 2
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+oo 2 2
—GlI? + 4n oy |Se0(0(R)E) ([~ = ol (5
<2lo=dll+ar| 3 a0 (7-7) | +2|(7-7) o
[ 4o S 2 S 2
-l +an | S w2y (w—w) )|+ (w—w) (0)
_O;észoo

considerando ¢ € [0; 7]

+oo ~ 2 N ~ 2
el Hdn| Y ()M | (5-9) | +ar00 ‘ (7-7) o
_O;észoo
donde M (t) = méx {1;#*}
+o0 ~ 2

<2l - 32+ 2M(1) [% > syt (3-0) w ]

=2llp— &I} +20 ) || - | _
De donde obtenemos

~12

(3.23) sup [Ju(t) = @(t)|} < 2l — G +2M(0) v ]|

te[0;T]

El cual es finito para 7 < s. Asi, podemos considerar en particular 7 = s. Obtenemos que v — wen H,,,.,

cuando p — @en Hy,,. y v — Yen HsZ1. W

per

Proposicion 6. Sean ¢, ¢ € H,., y 1, Y e H32,L. Supongamos que existen u = C (t) () + Ca(t)(¥)

yu = C1(t)(¢) + Ca(t) (%) dos soluciones de (Q1), entonces u = wen Hp,,.

Demostracion: La desigualdad (3.23) nos permite demostrar que la solucién es tinica. En efecto, de
(3.23) tenemos
2
)=
s—1

() = @®)IZ < supfu(t) — ()|} <2 (w— Bl + M) v &
t€[0;T)

de donde concluimos que u = .

Corolario 1. La tinica solucion de (Qq) es

+o0 too
w(et) = 3 (cos (o()) BR) By() + 3 (f{,ﬁf)%(k)) Bu(a)
k=—o0 k=—o00

Corolario 2. Sea t € R fijo. Los operadores lineales C, (t) : H,, — H,, y Ca(t) : H3z' — HS.!
satisfacen ||Cy(£)(9)l|s < llells y [1C2(O) ()]l s—1 < [|9]]s-1-

Demostracion:

+oo
I =20 3 (4R |l

k=—o0

=21 > (1+k*)* [cos (o (k)t) B(k)|”

<2m > (L+K)0 Bk

k=—o0

= llells
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COWIE =20 3 (1412 |l

k=—o0

+oo
=2r » (1

k=—oc0

+oo
1
2
<2 QL U Gy

k=—0o0

:2772 (14 k)" k2‘w ]

k=—oc0
— o io (14 K2)~ klz ‘@(1@)‘2+2w‘t$(0)‘2
0#k=—00
Too -2 2
<o Y (14K ]w(k)‘ +27T‘t1/2(0)’

0#k=—o00

+oo
—or 3 (1 +#2) ]&(k)

k=—o0

‘2
= 1911 -

4. Ecuacion de Boussinesq no homogénea. Estudiaremos la existencia de la solucién de la ecuacién
de Boussinesq no homogénea en espacios de Sobolev periddico.
Teorema 2. La ecuacion

u e C ([0, +oo, Hy,,.) ,
O2u(t) = O2u(t) — Oru(t) + F(t) € H3 2,
@.1) Q) | P
u(0) = ¢ € Hy,,,
atu(O) = '(/} € H;erl.
donde, F € C ([0;T], H3:,'), entonces existe una vinica solucion u € C ([0, +oo| , H3,,.) del PVI (Qs).

Seguiremos los mismos pasos usados en el caso de la ecuacién homogénea.

1
Proposicion 7. Si denotamos por o (k) = |k| (1 + k*)2, para k € Z, entonces

+o0 too
W)= 3 Goslo®n e+ Y (*HAD50 ) o)
k=—o0 k=—o00
= tsen(o(k) (t—1)) ~,, - - b B B B
(4.2) +0¢§_m VO o(h) F(k,t)dl @H/O (t—%) F(0,)dt

es candidato a solucion de (Qz), donde estamos denotando ®y(x) = etk

Demostracion: Usando la transformada de Fourier, al igual que el caso homogéneo, obtenemos la
siguiente familia de EDOs

u e C([0,+ool, 621 (Z))

O2u(t, k) + (k% + 1) K2k, t) = F(k,t)
u(k,0) = o(k)

ayti(k, 0) = ¥ (k)

(4.3) (Q2,x)

De la cual ya tenemos la solucién del caso homogéneo

n(k,t) = C1()(P) + Ca() (%)
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1
donde C1(t) = cos (o(k)t) y Ca(t) = —=sen (o (k)t). Ahora, obtendremos una solucién particular de la
(k)
g

ecuacion (4.3), para ello usaremos el método de variacién de pardmetros. Consideremos la siguiente funcién
“.4) up(k,t) = U(£)C1(t) + V(8)Ca(t)

de manera que se cumpla

Il
=

U'(H)C1(t) + V' (£)Ca(t)
U'()C3(t) + V' (£)Ch(t) = F(k,t)
Reemplazando las derivadas de C(t) y C2(t) obtenemos el siguiente familia de sistema de ecuaciones,
para k € Z — {0}
sen (o (k)t)

o(k)
—o(k)sen (o (k)t) U’ (t) + cos (o (k)t) V/(t) = F(k,t)

cos (o (k)t) U () + V/(t) =0

donde el determinante del sistema es
cos (o (k)t)

—o(k)sen (o(k)t) cos(o(k)t)

F(k,t) y V'(t) = cos (o(k)t) F(k,t). Luego

t t

4.5) U(t):/ —Mﬁ(m)d{y V(t):/ cos (o (k)E) Pk, T)di
0 0

Reemplazando en (4.4)

(k. £) = cos (o ()t) /0 t —%ﬁ(lﬂ,t)dt + BT cos (o (k)i ) Bk, i )di
_ /t —sen (o (k)t ) cos (o(k)t) Bk F)di + /t sen (o(k)t) cos (o (k)t) Flk.T)di
0 o (k) 0

_ /f’ sen (o(k)t) cos (o(k)t) — sen (o(k)t) cos (o(k)t) ~, - -
0 o(k)

Sik =0, U(t,0) = 1$(0) + t1b(0). Asi i, (t,0) = U(t)1 + V(¢)t. Aplicando el método de variacién de
parametros, obtenemos el sistema de ecuaciones

U'(t)1+ V'(t)t =0
U'(t)0+ V' (t)1 = F(0,1)

cuyo determinante es 1 y obtenemos las soluciones
o t ~
Ut) = / PR,y V() :/ F(0,1)di
0 0
t o to t R
entonces i, (0,t) = —/ tF(0,%)dt +/ tE(0,t)dt = / (t —1) F(0,)dt. Por tanto
0 0 0

/tsen(a(k)(tf))ﬁ(k,g)dt” , k#0
_ 0

~

/t(t—f)F(O,f)df k=0
0
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Asi, la cara de la solucién de la ecuacién no homogénea es

+oo

u(,t) = > <cos (o(k)t) B(k) + wqm)) Oy ()
k=—oc0
up (x,t):=
+o00 tg o _ R o . L o
+0#§_w (/O en ( (:()k()t mp(h,t)dt) (IDk(m)+/O (t—1) F(0,f)dt
up(z,t):=

donde uy; es la solucidn de la ecuaciéon homogénea de (Q2) que ya fue probada y u p es la solucién particular
de (Q2). N
k)(t—t
Como lim i (0( I ))
k—0 O’(k)
solucién

en (o(k)(t — ?))

T = t —t y reescribir la

=t - %v, podemos definir

~—

Q

wg (z,t)

sen (o (k) (t — 1))
+ Z (/ 1) F(k, t)dt)@k( )

k=—o00

up(z,t)

Proposicion 8. Sea T' € R fijo y s € R, entonces parat € [0,T)

(4.6) up(t) € Hp., y  up(®)ll, <TIF]

s—1,00"7

donde F € C ([0, T], Hy.,') y IIF|l,_1 o0 = suPregory [F (1)l

per

Demostracién: Para probar que up(t) € Hp,,, usemos la normaen H,,,

up@)||” = 2 Z (1+4%)"

k=—o0

<2n 1+ k%)"
Z(

k=—o0

“+o0
<or >0 (1+kA)

k=—o0

<on f (1482 (/Ot Fk.7) df)

k=—o0

cor 3 (1ea) (/Ot ﬁ(k,£)2dt~>t

k=—o0

</ o Z (1+ %) |F(k,T) dt”)t

k=—o0

:( / ||F<t>|i_1df)t
0
t ~
< sup [P ([ 1a7)
tE[OT] 0

2

sloo

(4.7) <ST?|F|2., o < o0
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para r < s. Asi, podemos considerar up € 567. y de (4.7) obtenemos (4.6). B
Proposicién 9. Sea T € R fijo y s € R entonces u,, € C ([0,T], H3,,).
Demostracion: Sean t1,to € [0,T] tales que 0 < t; < to < T. Debemos probar

lup(ti) —up(t2)||, =0 cuando t; —to

Para un valor de r adecuado. Veamos

tsen(o(k)(ti —¢) ~, .,
Jup(t2) — ()2 = 20 Y (142 Pk, )i
k;@ | =
B 2 sen (o(k)(ta —t')) ~ / ?
/O e F(k,t")dt

—+o00

ZQW 1+k2

- /t2 sen (o(k)(ty — t')) F(k, t')dt’
0

/Otlsen (o(k)(ty — ') F(k,t')dt'

2

Acotaremos la serie, para ello consideremos el n-ésimo término

(14 &))"

o(k)? /o 1 sen (o(k)(t; —t')) F(k,t')dt'

Nkt = 27

2

- /j sen (o (k)(ty — t')) F(k,t')dt’

om(1 4 k)t /t1 sen (o(k)(ty —t')) F(k,t')dt’
0

2

- /t2 sen (o (k) (ts — ) B (k, ')’
0

/ " en (o(k)(ty — ') F(k,t')dt'
0

)

sen (o(k)(ty — ') F(k,t')

dt’>2
< 2m(1 4 k%) 12 [(/Otl dt’>2 + (/Otz F(k,t)
2m(1+ k)" 12 K/Ot th’) ty + (/Ot?

Aplicando la suma infinita en ambos lados de la desigualdad

2m(1 4 k)"t (

2
+

/ " sen (o (k) (s — ) F(k. )t
0

ty
2m(1 + k)t (/
0

to
“,
0

dt'

sen (o(k)(ta — t')) F(k,t)

F(k,t)

.y
)

F(k,t) F(k,t')

+oo t; +oo N 2
> e <2 K/ > om(1+ k) ’F(k,t’) dt’) t
k=—o0 0 k=0
ty +0oo N 2
+ (/ > 214! ’F(k,t’) dt’) tQ]
0 k=—oc0




Papuico V, Santiago Y.- Selecciones Matematicas. 2020; Vol. 7(1): 74-96 89

tl t2
<2 [( [ e dt’) ht ( A dt’) 4
0 0
t1 ta
2|F|§_1[(/ 1dt')t1+</ 1dt’>t2]
0 0

2
= 2Pl (5 + 1)
2
<4||F|;_, T

< o0

siempre que r < s. En particular podemos considerar 7 = s. Usando el M—Test, hemos probado la conver-
gencia uniforme de la serie y por tanto podemos intercambiar la suma infinita con el limite para obtener

Jm lup(t1) —up(t2)[l, =0

Proposicion 10. Dada v = ug +up € C ([O, +oo[, HS ), entonces

per
A7 u(t) = B2u(t) — dpu(t) + F(t) en Hi" .
Demostracion: Para probar 97u(t) = dzu(t) — dqu(t) + F(t) € Hy:,*, debemos demostrar

6tu(t + h) — (9tu(t)

- — O%u(t) + dpu(t) + F(t)

— 0, cuando h — 0
s—4

4.8) ‘

Para ello, consideremos la norma en H,,, a fin de determinar el valor de r adecuado. Veamos,

h
Opup (t+ h) — Orup (t)

— 0%u(t) + Ou(t) + F(t)

T

— aiuH(t) + 6;1’(1,[{(15)

h
Orup(t+h) —

h
Orug (t+h) —
h

Bpup(t)

+ — Pup(t) + Otup(t) + F(t)

T

Opup (1)

— Pup (t) + Oup(t)

h ‘

§

T

’lLH(t)
Opup(t + h) — Orup(t)
h

— Q2up(t) + Orup(t) + F(t)

T

up(t)

Para el caso de la norma sobre la parte de la desigualdad, que representa la solucién de la ecuacién ho-
mogénea, ya se probd que esta tiende a 0, cuando h tiende a 0. Solo debemos probar que la norma de
la parte que representa a la solucién particular de la ecuacion tiende a 0, cuando h tiende a 0. Para ello
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trataremos de acotar la serie que representa esta norma.

Orup(t + h) — Oyup(t)

— OZup(t) + Opup(t) + F(t)

h r
= By (ke t + h) — Dyuy (k, ’
o 3 4wy |2 BN 20D g - B )
k=—oc0
Novu, (k. t + ) — dyuy (ks t)
2 t%p tUp\lvy
_zwk;m (1+k?) .

Yo (k)? /Ot i ("%; ) Bk, t)df — P(k, )

Byuy (k. t + h) — Dy (K, t)
h

+oo
=21 Y (1+Kk%)

k=—o0

2

+/t (k) sen (o(k)(t — 1)) F(k,t)di — F(k,1)
0
+oo

k=—o0

B (/Ot —o(k)sen (o(k)(t — 1)) F(k,t)di + F(k, t))

- 6tup(t + h) - atuP(t) .
B h

—

By (k, t + h) — Dy (K, t)
h

2

+oo

4.9) > (/Ot —o(k)sen (a(k) (t — 1)) F(k,#)di + F(k, t)) Dy,

k=—oc0

r

Analiceramos el caso de las derivadas de primer y segundo orden de la solucién particular.

@ (k,t) = o(k)sen (o (k)t)/o sen(<(’;)t) Pk, T)df — cos (o (k)t) Wﬁ(k,t)
t di 4 8 (o(k)t) ~
+ cos (a(k)t) /0 cos (o(k V) (%) cos (o(k)t) F(k,t)

= sen (o(k)t) / t sen (o(k)i) F(k,)di + cos (o (k)t) / t cos (o(k)) F(k,t)di
= /O t (sen (o (k)t) sen (o (k)E) + cos (o (k)t) cos (o (k)T )) F(k,)di

(4.10) - / cos (o (k) (¢ — ©)) Bk, )i
0
Asi
o0 t
ul (k,t) = s(o(k) (t—1)) F(k,b)di | ®
k_zm(/ocow (t-1)) )o

Para el caso de la derivada de segundo orden
t
t, (k,t) = o(k) cos (a(k)t)/o sen (o(k)t) F(k,t)dt + sen (o (k)t) sen (o(k)t) F(k,t)

—o(k)sen (o(k)t) /O cos (o(k)E) F(k,#)di + cos (o(k)t) cos (o (k)t) F(k, )

4.11) = —o(k) /t sen (o (k) (t — 1)) F(k,1)di + F(k,t)
0
Luego
+o00 t N o N
up(k,t) = Y (/0 —o(k)sen (a(k) (tf))F(k,t)dt+F(k,t)> o

k=—o0
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Ahora veremos los espacios H,,., para un r adecuado, para los cuales la derivada de primer y segundo
orden son validas. Para ello, usaremos el M—test de Weiertrasss para probar

—u +oo t ~ ~ .
l{im up(t—i—h})l olt) _ Z (/0 cos(a(k)(t—t))F(kJ)dt)<I>k =0

h—0

k=—o00

Para ello, partamos de

—u +oo t - ~ JOR
up(t+h})L p(t) 3 (/0 cos (o (k) (t—t))F(ht)dt) ot

k=—o00

=27 Z +k2

k=—o0
—+oo
=2r Y (L+k%)
k=—o0

t+h N 5 B t N 5 B
—cos(a(k)(t+h))/0 sen (o(k)F) F(k,F)d — sen (o (kt))/ cos (o (k)F) F(k, F)di

Gl 1) = Tyt )y /cos ) (¢ — ) B(h, F)di

k=—o00

1
ho (k)

@.12) +cos(a(kt))/0tsen(a(k)) ktdt] (/ Ci (bt — 1) (F (m)))

Aplicaremos el Teorema del valor Medio. Para ello definamos la funcién

t+7 N L
G(7) :=sen (a(k)(t + 7)) /0 cos (o(k)t) F(k,t)dt

t+7 N o
~ cos (o (k) (t + 7)) /O sen (o (k)T) F(k, T )dF

G es una funcién continua en [0, h] y diferenciable en |0, h[, por el Teorema del Valor Medio existe ¢ € |0, |
tal que

hG'(c) = G(h) — G(0)
donde

t+7 N 5 B
G (7) = o (k) cos (o (k) (t + 7)) /0 cos (o (k)T) F(k, 7)di

t+71 .
o (K)sen (o (k)(t + 7)) /0 sen (o (k)T) F(k, T )di

t+1
o(k) </0 (cos (o (k)(t + 7)) cos (o (k)t)

:0(k)/0t+TCOS(t+T—t)ﬁ(k t)dt

o(k) /OHT Oy (kyt 47— 1) (F(k D))l

reemplazando en (4.12) tenemos

+oo t ~ ~ i~
up(t + h})L — up(t) _ Z (/0 cos (U(k) (t - f)) F(k,t)dt) Py,

k=—oc0
=27 Z 1+ k:2

k=—o00

(4.13)

/HC Cr (kot + 1) (F(k,T))di - /t Cy(kot+c—1) (F(k:,f))df’

Recordemos que, si tenemos dos funciones integrables f y g sobre un intervalo [a, b] se cumple la desigual-
dad de Cauchy—Schwarz para integrales

bf(:v)g(x)d:c 2< b(f(x))Qd:c b(g(w))2dgc
/ / /
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En el caso que g(z) = 1, para todo x € [a, b], tenemos

( / bf(w)dx>2 < ( / () dx) (b a)

Aplicando esta desigualdad en la serie que representa (4.13), tenemos

+oo t
u,,(t+h})L —ul) ( / cos (o (k) (t—ﬂ)ﬁ(k’ﬂdf)q’

k=—oc0
+oo
<2m Y (144772

k=—o00

+ /Ot Cr (ht + 1) (F(kD))di
<27 kiﬂ(l + k)2 K/fc

()

t+c +oo - )
<2/+ (277 > A+ (k,t+c—f)(F(k:,f))’>df><(t+c)
0

k=—o0

2

U N (ot e T) (P T))di

2
(4.14)

Cy (ot +e— 1) (F(k, D)) df)x(t+c)

— ‘ 2

Cr (kt 4o 1) (F(k,f))\zdz') ‘ t}

t 400 e 2
+2/ (277 S @+ |Cy (kt+c—1) (F(k;,f))’ )dfxt

k=—o0

—2 (/OHCHCI (t+ec—17) (F(kj))”fdf) X (t+¢)
2 (/Ot ICy (¢ + ¢ 1) (F(kj))”fdf) «t

t+c t
<2 </ HF(k,f)Hidf) (t+c)+2 </ ||F(k,f)||zdf> x tparar < s
0
t+c _
2(/ sup HFktH dt) (t+c)+ ( sup HFktH >><t
0 te[0,T] 0 t€lo,T]

<2|FI2 ;o % ((t+¢)*+¢*) donde t+c,te(0,T
4IP3 o (T7)
< 00

N

Esto prueba que la serie dada en (4.14) converge uniformemente. Por tanto, el limite cuando h — 0 puede
ingresar en la norma y asi

lim
h—0

+o00 t ~ -~
up(t + h})L —up(t) Z (/O cos (a(k) (t = 1)) F(k:,t)dt) Py

k=—00

Analicemos el caso de la segunda derivada. Debemos demostrar

+ +
wh(t+h)—ul(t)  EX 2

=Y k) ( /O sen (o(k) (¢~ 7)) ﬁ(k,adf) o~ F(hD)a,

k=—o0 k=—oc0

—0

r

cuando h tiende a 0, para un r adecuado. Usaremos el M—Test de Weiertrass para probar la convergencia
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uniforme de la serie que la representa. Veamos,

up, (t + h) — uy,(t) = ¢ P >
; ;:Zoo (/Oa(k)sen (a(k) (t - 1)) F(k,t)dt) Dy, ;;oo F(k,1)®, T
+oo / iy t R 2
=27 Z (1+ k2" Gt h})L ») —|—/ o(k)sen (o(k) (t —1t)) F(k,t)dt — F(k,7)
k=—oc0 0
+oo 1 t+h N L
=27 Z (1+ k)" . [cos (a(k)(t+ h))/o cos (o(k)t) F(k,t)dt
k=—oc0

2

t+1 o~ 5
tsen (o(k) (¢ + 7)) /O sen (o (k)F) F(k, 7)di

H es una funcién continua en [0, h] y diferenciable en |0, k[, asi por el Teorema del Valor Medio existe
¢ €10, h[ tal que

hH'(c) = H(h) — H(0)
donde
t+7 N o
H'(1) = —o(k)sen (a(k)(t + 7)) /0 cos (o(k)t) F(k,t)dt
+o(k)cos (a(k)(t+ 7)) /t+T sen (o (k)i) F(k,&)di + F(k,t +7)
0

t+T1
— —o(k) ( /O (sen (o (k) (¢ + 7)) cos (o (k)T)
— cos (a(k)(t + 7)) sen (o(k)E)) F(k, i‘)di‘) ¥ Bkt +7)
= —o(k) /HT sen (t+7 —1) F(k,#)di + F(k,t +7)
0

= —o(k) /OHT Co (bt +7—1) (F(k,©))dE+ F(k,t +7)

reemplazando tenemos

U;(tﬁ’h)*lt;)(t)i—‘roo i PP 7—&-00 o
5 k;oo (/O o(k)sen (o (k) (t t))F(k,t)dt) oy, k;mF(k’t)cpk T

=27 Z +k2

k=—oc0

t+c — R
k)/o Co kot + 1) (F(k,D))di + Pkt + )

2

4.15) +o(k) /Ot Co (k,t— 1) (F(k,T))di — F(k,T)

Apliquemos la siguiente propiedad

(a+b+c+d)? <4(a®+b* +c* +d?)
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continuando en (4.15)

2

~ 2
+‘F(k,t+c)’

o (k) /Ot+c Co (bt +c—1) (F(k,))di

+oo
<2r Yy (1+k2)r4<

k=—o00

t S 2 2
k>/0 Cy (k,t =) (F(kj))df‘ +|Bek.)| )

+oo t+c
<4 (% > (1R (@) () /

k=—

Cy (k,t+c—1) (F(k,t))| di

— ‘ 2

+2r Z (1+K%)" kt+0)’2
k=—o00
+27TZ (14" /‘02 t—t (kt))‘ di
k—_
00 N 2
+or 3 (14 k) (k,f)’ >
k=—o0
t4c +oo —_— 2
<4<(t+c)x/ <27r Z (1+k2)7‘+2‘02 (k,t+C*£) (F(k,i))’ >d£
0 =—00
+o0 Ak 2
+or S (1R F(k,t+c)‘
k:;oo o - ,
+tx/ (27r > k2 |Co (et =) (F(k D)) )ﬁ
0 k=—o00

+21 Z (1+ k)" [Pk, T)| )
k=—o0

t+c
<4 ((t+c) X /0 |Ca (t+c—1) (F(k,f))|\f+2d£+ |F(k,t +¢)|?

+t></ |Ca(t—1) (F(k t))||r+2dt+||F(k )| >
tte - 3
<4((t+c)></ EG, D)), dE+ [ F st + 0,
0

t
+tx/ HF(k,E)Hinﬂ|F(k7t)||3> Cr42<s—1
0

t+c
<4 (t+c)></ sup ||F(k,1) || dt + sup | F(, t)||s 3
0 #efo,T) te[0,T

t
+t></ sup ||[F(k,T)||7_ di+ sup. HF(k oIl 3)
0 ic[o,T) telo,T

<A((t+ 0 X IFI2 g o+ 211FI2 m+t2 < NIFI2 s o)
AT X NFI g o+ 2 F I g e + T2 X NI o)

<4 (2 X Py e +20F )2 )
BIIFI a0 (T2 +1)

< 0

N

Por el M-Test de Weierstrass, hemos probado que la serie converge uniformemente. Luego, el limite puede
ingresar en la norma y obtener el resultado esperado. B

Proposicion 11 (Dependencia continua en compactos). Sean v = ug +up € H? per YU =Ug+up €
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H?.. tales que

per
0?u = 92u(t) — O2u(t) + F1(t) 0%u = 02u(t) — Oru(t) + Fu(t)
u(0) = ¢ € H,, . (0) =g e H,
0yu(0) = ¢ € Hy! 0,1i(0) = ¢ € H3!

. por per. ~ o Hpo Hper
Si Fy Fs, Py Y —— P entonces u — .
Demostracion: La demostracion solo depende de la dependencia continua de la solucién particular

lup(t) = ap(®); =

tsen (o(k)(t — ') ~ " sen (o (k)(t — ') ~ ?
_ /0 L Rkt /0 LBtk |
. o | [T sen (a(k)(t — 1)) ~ tsen (o (k)(t — 1)) ~ ’
=2 k;w (14 k?) o (k) Fy(k,t)dt! /0 (k) Fy(k,t")dt’
_ -~ 1 + k2 ! NS N g4 K NS N g4l ?
=or Z /Osen(a(k)(tft))Fl(k,t)dt 7/0 sen (o (k)(t — t')) Fo(k,t')dt

400

Z 27r 1+k2

acotando el n—ésimo término, tenemos

2

/0 sen (o (k)(t — 1)) (1?1 - ﬁz) (k, t')dt’

)

(1+ k2 2

o (k)2

Nkt = 2T

/0 sen (o (k)(t — 1)) (ﬁl - E) (k, ') dt!

2

dt’)

or(1 + k2)" ! /0 sen (a(k)(t — t')) (ﬁl - ﬁg) (., t')dt’

2

om(1 + k2)"~! (/Ot sen (o(k)(t —t')) (ﬁl - ﬁg) (k,t)
= 2n(1 + k2)! (/Ot (ﬁl - E) (k,t") dt’>2
=27 (1+ k)" (/Ot (A=) t)‘d )2

Aplicando la suma infinita en ambos lados de la desigualdad

+oo
ant Z27T1—|—k‘2 (/)Fl F2 kt)

k=—o00

dt’) x t

( t io om(1 + k)"~ 1‘<F1 FQ)(k t)‘ dt’) x

0 k=—c0

- / IF(E) - Falt)IZydt ) x

<< / sup [ Fi(#) - F2<t'>||i1dt'>xt
0 t’€l0,T)
SIF = By o T2

rloo

<00, parar < S.

Luego, ||lup(t) —up(t)||, < ||FA — Fs| T. Asi

s—1,00

(4.16) sup [lup(t) — up(t)||, < [[F1 = F

s—1 oo
te[0,T7]

y por tanto, de (4.16), obtenemos que v — % en H?_ , cuando Fy — Fren H5- 1. W

per? per *
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Proposicion 12 (Unicidad de la solucién). Sean t € [0,T], u = ug(t) + up(t) € Hy,, yu =
ug(t) +up(t) € Hy,, tales que

0?u = 0%u(t) — Otu(t) + Fi(t) 0%u = 02u(t) — O*u(t) + Fu(t)
’LL(O) =pE H;ser ) E(O) = ()5 € H;er
815“(0) = € ng—rl 8ﬂ(0) = ’(Z S H;e_rl
Es decir, satisfacen (Qz), entonces u = uen H,,,..l
Demostracion: Solo nos bastara probar que up = up en H;er. En efecto, de (4.16) tenemos

|up(t) —up(t)||, < S[up} lup(t) —up@)|l, < |F1— Fall,_; T =0
te[0;T

de donde concluimos que up = up. B
Corolario 3. La tinica solucion de (Q2) es

“+ o0

we)= 3 (cos(atn@®) + 70V 50)) a0
k=—o0
+oo t _
+ Y </ Sen(af()k()t mﬁ(k,f)di) . (x).
k=—o0 0

5. Conclusiones. En el estudio realizado de la ecuacién de Boussinesq en espacios de Sobolev Pe-
riédico, tanto en el caso homogéneo (Q;) como en el correspondiente problema no homogéneo (Q-), se ha
obtenido importantes resultados, entre los cuales destacamos:

1. Usando la teoria de Fourier, se ha demostrado la existencia y unicidad de la solucién del modelo
(Q1), asi como la dependencia continua de la solucién respecto a los datos iniciales.

2. En el analisis de diferenciabilidad de la solucion versus los datos iniciales obtenemos resultados
como el averiguar en que espacio H,, existe 97u = Ozu(t) — dju(t) y que esto depende del
espacio donde se considere los datos iniciales.

3. Usando la teoria de Fourier, se ha demostrado la existencia y unicidad de la solucién del modelo
no homogéneo (Q2).

4. Ademds, se ha obtenido la dependencia continua de la solucién del problema (Qs) respecto a los
datos iniciales y a la parte no homogénea del problema.
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