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Resumen

En este articulo, primero probamos que el problema de valor inicial asociado a la ecuacion de onda ho-
mogénea en espacios de Sobolev periodico tiene solucion global y la solucion posee dependencia continua,
respecto a los datos iniciales, en [0,T], T > 0. Hacemos esto en un modo intuitivo usando la Teoria de
Fourier y en una version elegante introduciendo familias de operadores fuertemente continuas, inspirados
en los trabajos de lorio [4] y Santiago and Rojas [7].
También, demostramos que la energia asociada a la ecuacion de onda es conservativa en intervalos [0, T),
T>0.
Como resultado final, probamos que el problema de valor inicial asociado a la ecuacion de onda no ho-
mogénea tiene solucion local y la solucion posee dependencia continua con respecto al dato inicial y a la
parte no homogénea del problema.

Palabras clave. Familia de Operadores fuertemente continuos, Operador coseno, Ecuacién de onda no homogénea,
Espacios de Sobolev periddico, teoria de Fourier, calculo diferencial en espacios de Banach.

Abstract

In this article, we first prove that the initial value problem associated to the homogeneous wave equation in
periodic Sobolev spaces has a global solution and the solution has continuous dependence with respect to
the initial data, in [0,T], T > 0. We do this in an intuitive way using Fourier theory and in a fine version
introducing families of strongly continuous operators, inspired by the works of lorio [4] and Santiago and
Rojas [7].
Also, we prove that the energy associated to the wave equation is conservative in intervals [0, T], T > 0.
As a final result, we prove that the initial value problem associated to the non homogeneous wave equation
has a local solution and the solution has continuous dependence with respect to the initial data and the non
homogeneous part of the problem.

Keywords . Strongly continuous operators, cosine operator, Non homogeneous wave equation, Periodic Sobolev
spaces, Fourier theory, Differential Calculus in Banach Spaces.

1. Introduccion. Empezamos comentando acerca de la ecuacién de onda (1746)
(1.1) U — @2 Ugy = 0.
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Sabemos que esta ecuacién diferencial es de tipo hiperbdlica y de segundo orden, donde a > 0 es
una constante equivalente a la velocidad de propagacion de la onda y como datos iniciales consideramos
u(0) = ¢ € H., y u(0) = ¢ € H3,!, donde s es un nimero real y H5,, es el espacio de Sobolev
periddico de orden s.

La ecuacion (1.1) describe la propagacion de ondas, como ondas sonoras, ondas de luz y ondas en el agua,
siendo importante en acustica y electromagnetismo, ver [2]. También, esta ecuacion es de gran importancia
en mecdnica cudntica, ver [3] y dindmica de fluidos, ver [1].

Asi, queremos resaltar la obra de Iorio [4], por los trabajos relacionados al modelo (1.1). También
citamos a Santiago and Rojas [7, 6] cuyos trabajos motivaron este estudio. Probaremos la existencia y
unicidad de solucién global de (1.1) y su dependencia continua en intervalos compactos, introduciendo fa-
milias fuertemente continuas.

Finalmente, probaremos que el modelo no homogéneo de (1.1) posee solucién local dnica, obteniendo tam-
bién la dependencia continua de la solucién respecto a los datos iniciales y a la parte no homogénea.

El trabajo lo organizamos del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos la metodologia usada, citamos
la referencia adecuada para los resultados preliminares que el lector pueda necesitar. También presentamos
dos importantes diagramas que resumen nuestro estudio de inmersién y transformada de Fourier en distribu-
ciones periddicas y espacios de Sobolev. En la seccién 3, introducimos familias de operadores fuertemente
continuas y obtenemos importantes propiedades en el espacio infinito dimensional /.. En la seccién 4,
probamos que la ecuacidon de onda homogénea posee solucién global. En la seccién 5, probamos la de-
pendencia continua de la solucién de la ecuacién de onda homogénea en [0, 7], T > 0. En la seccién 6,
analizamos la energia asociada a la ecuacién de onda (1.1) y probamos que es conservativa, lo que también
nos permite demostrar la unicidad de solucién para el caso no homogéneo. En la seccién 7, obtenemos una
solucién particular del problema no homogéneo de la ecuacién de onda. En la seccién 8, probamos la exis-
tencia de solucién local de la ecuacién de onda no homogénea. En la seccién 9, probamos la dependencia
continua respecto a los datos iniciales y a la no homogeneidad.

Finalmente, en la seccién 10, expresamos las conclusiones de nuestro estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico, en este trabajo usamos principalmente los siguientes topicos:
Teoria de Fourier en espacios de Sobolev periddico, andlisis arménico, teoria de familias de operadores
fuertemente continuos, método de variacién de parametros para EDOs. Como referencia para ver algunos
resultados previos que usaremos, podemos citar lorio [4], Santiago et al [5] y Santiago and Rojas [7, 6].

Queremos resumir en dos diagramas las importantes propiedades de las distribuciones periédicas P’y
los espacios de Sobolev H ., respectivamente. Esto es, las siguientes inclusiones son continuas con imagen
densa

P - L¥([-m7]) — P

ATV ATV ATV
S(z) <= 12 <= S(2)

y para s > 0:
H;er — H;())er = LQ([fﬂ-?WD — H;z;j’
ATV ATV ATV
2(z) < 12(2) - 2,

Usamos toda esta teoria en el andlisis de existencia y dependencia continua de la solucién de la ecuacién de
onda, realizando en el proceso una serie de calculos y aproximaciones.

3. Familias de Operadores y Propiedades. Para estudiar la existencia de solucién de la ecuacion
de la onda en espacios de Sobolev periddicos, empezaremos introduciendo varias familias de operadores.
Aqui, probaremos muchas de sus propiedades obtenidas. Estas familias de operadores surgen al conseguir,
via Fourier, el candidato a ser solucion de la ecuacién de onda homogénea. Empezamos con el siguiente
resultado.

Proposicion 1. Sea a > 0y s € R. Se cumplen los siguientes enunciados.
oo

1. Si¢ € P’ entonces (cos(alk|t)p(k))r € S'(Z) y C(t)¢ := Z cos(alk|t)p(k)p), € P', Vit € R.

k=—o00
oo

2. Si¢ € P’ entonces (sen(alk|t)o(k))x € S'(Z) y S(t)¢ = Y sen(alk|t)p(k)gr € P, V¥t €R.

k=—o0
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3. Sitp € P entonces (2D (1)), € §7(Z) y

alk|
- klt) ~
W(t)y = Z w¢(k)¢k € P',Vt € R, donde estamos considerando:
k=—o0
3.1 sen(alkl|t) .
alk| k=0

4. Las aplicaciones C(t), S(t) y W(t) son operadores lineales de P’ en P', desde que la transfor-
mada de Fourier es lineal en P'.

C(0)=1,500)=0yW(0) =0, donde I es el operador identidad y 0 es el operador nulo.

Los operadores C(t), S(t) y W(t) son continuos de P' en P'.

7. Para f € P’ se verifica:

AN

(32) Ct)yf=awf,
donde (3.2) es en el sentido:
W(t+h)—W(t)

lim < fro>=<Ct)f, o>, VoeP.
h—0 h
8 Si¢pe H pET entonces C( )(b € Hy., y[|C(t)olls < [|#ls, VE € R.ice. C(t) € L(H,,,), Yt € R.
Mejor aiin, C(t)¢p € H}.. Vr < s, satisfaciendo: ||C(t)¢ll, < [|¢[ls, Vr < s, Vt € R. ie.
C( ) € L(H;;er7 per) vr < s, Vi € R.
0. i € Hyyt entonces WO € Hy,, y (WOl < \/mix {2, (2)} [¥]lr. te. W(D) €
L(H35! ), i € R

Mejor aiin, W (t)y € H Vr < s, satisfaciendo:

per ’

(33) IW (e, < \/max{ta (2)} Iollacs, ¥r < s,

ie. W(t)e L(H3,' H)., ), Vr < s,Vt € R.
Se observa que la desigualdad (3.3) nos va indicando que la dependencia continua de la solucion
serd local.

Demostracion: Facilmente se prueban los primeros cinco items. Probaremos los items restantes.

6. En efecto, sea 1, — 1) en P’, probaremos que S(t)y, — S(t)1 en P'. Asi, sea ¢ € P arbitrario,

tenemos

+oo
< St = S(Ep, o> =21 Y {sen(alklt)dn(k) - sen(alk|t)d(k)}3(~k)

—QWkEOO{wn — ()} p(—k)sen(alk]t) — 0,

€S(Z)

cuando n — +o00. Andlogamente, conseguimos

+oo
< C(t)n = Oty > =21 Y {cos(alklt)n (k) — cos(alk[t)P(k)}B(~F)

k=—o0

=2m Z {©n(k) — (k)} @(—k)cos(alklt) — 0,
h=—o0 €S(2)

cuando n — +o00. Esto demuestra la continuidad de C/(¢).
Igualmente, tenemos

< W~ Wi > =20 5 {2y sl G| oy
k=—o00
+oo
=25 Y ()~ D) Bk A 0,
k=—o00 N )

€S(2)
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cuando n — +o00. Esto demuestra la continuidad de W ().
. Para f € P’ probaremos:

lim < W(t+h)—W(t)
h—0 h

fe>=<C@t)f.p>, VoeP
En efecto, sabemos que si f € P’y ¢ € P entonces vale

+oo
(3.4) % <fip>= Y Fk)B(~k) <oo.

k=—o0
Usando (3.4) obtenemos

Wi h})L —W()

f=C)f,e>

sen(alk|(t+h))  sen(alk|t)

(3.5) =2 ) L —cos(alklt) p F(R)P(-F),

M (k,t,h)=

k=—oc0

donde M (k,t,h) — cos(alk|t) — 0 cuando h — 0.

Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie (3.5) para habilitar el intercambio de limi-
tes. Usando el teorema del valor medio a f(t) = sen(a|k|t) sobre [t, t+h], tenemos: M (k,t, h) =
cos(alkl), &€ € [t,t+ h].

Mayoramos el k- ésimo término de la serie (3.5) obteniendo: Iy (t, h) < Qf(k)g’i(—k) y de (3.4)
tenemos Zfzz f(k)@(—k) < oo, entonces usando el Teorema M- Test de Weierstrass conse-
guimos la convergencia uniforme de la serie (3.5). Por lo tanto, es posible intercambiar limites y
obtener

lm < W(t+h)—WI(t)
h—0 h

f- ()f,<p>—hm2ﬂ'ZIkth—27rZ hm]kth)—().

*700\_\,_/

. Si¢ € H,,,, probaremos que (cos(a\k|t)@))k€z € 12. Como el coseno es acotado, tenemos

“+o0
2 Z (1+ k)*[cos(alk|t)p(k)[ = 2m > |cos(alk|t)* (1 + k2)*|o (k) ?

k=—o0 k=—o0

+oo
<2 > (L+E) ISR = |6]2 < oo .

k=—o0

Ast, |C(¢)9||s < ||#]|s- Andlogamente, se obtiene: ||C'(¢)o||» < |6l < [|p]]s Vr < s.

klt) ~
9. Siy € Hj.,!, probaremos que (Ww(k) € 12 Obtenemos la siguiente estimativa:
a keZ
“+o00 2
o Z (1+k2)s sen(a|k‘|t)$(k)
0#k=—o00 (L|k|
+oo 2
sen(ak|t)’ ovs |~ |2
- S (1 + k2)® (k)]
PN
=1 1+ k? ~
<o Y bsentalill (S5 ) 048 B0
0#£k=—o00
+o00o 2 .
<or Y, SRRk
0#k=—00
2 ~ 2ys—11,701.\|2
(3.6) =)o Y (O+E) o)
0#£k=—00

I /\

gHw”s‘ 1 <
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pues para k # 0 se tiene 1 < k? y por consiguiente 1'};52 < 2. Usando (3.6) obtenemos

+oo

IWOwE < 2T + ()2 30 @RI
0#£k=—o0
Smax{t%(;)}zw;fm<1+k2>s1$<k>| = max {12, (5 ) vl

Similarmente para r < s obtenemos:

= o | sSEN(alK]E) ~
G 2 Y (LK) Ww(k) <
0#k=—00

2
( ) A+ K00
O;ﬁk—foo
2

IWJII —1 < oo

También, usando (3.7), obtenemos para todo r < s:

“+o0
W@l < 2B + (2) 2D DICEY R Ol
0#k=—00
2 = -
< méx {ta <az>}27r S+ k2 Dk
k=—o00

— i {e () iz < max{e (S) hoiz, < . m

A seguir enunciamos y demostramos algunos resultados importantes obtenidos a partir de las familias
de operadores introducidos en la Proposicion 1.

Teorema 1. Sea a > 0, s € R fijado y W definido en la Proposicion 1. Entonces W(t) €
L(H: Y H”,.), Vr < s, YVt € R ylaaplicacion: t € R —s W (t) es fuertemente continua, i.e.

per » *<per

(3.8) Iim |[W(t)p — W(t )|, =0 Vo € HEM VYt € R, Vr < s.

e per ?

Ademds, se verifican las siguientes convergencias:

t+h)p — t
(3.9) Jim || Ve = W(H)o Cypll =0,vr<s,
h—0 h —1
(3.10) lim |2V LR =0 WO | o pew ol 0, v <,
h—0 h r—2

siendo la convergencia uniformemente respecto a t, donde:

21792 ~— 2.2 Senalklt)
e S e
k=—o0
En particular, W (t) satisface la ecuacion de onda

W (t)p — a?0?W (t)p =0 € H;ETQ
W(0)p=0
atW(O)‘P =pE H;(’rl

con la derivada respecto al tiempo calculado en (3.9) y (3.10) parar = s.
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er

Demostracion: Primero, probaremos (3.8) para el caso 7 = s. Sea ¢ € Hp !yt € R, tenemos

W () — W(t)ells = 27[t3(0) — '3(0)|*

+00 ’
P Z (14 k2 {sen(a|k|t)aTkTen(a|kt ) } (k)

0#£k=—00
(3.11) = 2n(t3(0) — '3(0)[?

2

2

+00 ’
+ 27 Z (1 + k2)s {sen(a|k|t)aTkTen(a|kt )} |(/ﬁ(k)|2 ]

0#£k=—00
M(t):=

Se observa que lim;_,;» M (t) = 0. Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para el
intercambio de limites. Para eso, tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie
convergente, i.e.

I i= (14 R MOP B0 = (1482 sen(alklt) - sen(alklt)? 5o (1 + K| E(R)

a2|k|2
< @y 5 (B ol < a2l
donde hemos usado 1 < |k|? para k € Z — {0} y 1",;—;“2 < 2parak € Z —{0}.
Asf, tenemos: 27 Ji" Iy < %27r +ZOO (1+k?)*@(k)]* < 0o,y usando el Teorema del M-
0#k=—00 0£k=—o0

Test de Weierstrass resulta que la serie converge uniformemente. Luego, esta permitido el intercambio de
limite, esto es,
—+o0
. _ / 2 _ s —
lim [W (0~ W(K)pl2 =0+2n 3 lim Teo =0,
0#£k=—00 N— —r
=0
De modo andlogo se demuestra que th—>ntl’ W (t)p — W(t)e||2=0,Vr <s, Yo € H;;Tl .

Ahora, probaremos (3.9) para el caso r = s. Sea p € H3_.' y t € R, tenemos

per

W(t+h)p—W(t 2

H ( )(Z ()w_C(W _

s—1
2
+o00
G12y o S (et |frenlalblEh) = sentalklt) o corn L a2
alk|h
0#k=—00
M(t,h):=

Observamos que limy, o M (t,h) = 0. Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para
habilitar el intercambio de limites. Para ello procederemos mayorando el k- ésimo término de la serie. Pre-
viamente, usando el Teorema del valor medio, aplicado a la funcion f(y) = sen(a|k|(t+y)) en el intervalo
[0, h], con h > 0, obtenemos que existe £ € [0, | tal que f(h) — f(0) = hf'(§) = halk|cos(a|k|(t + &)).
Mayorando M (t, h), tenemos

(3.13) |M(t, h)| < [cos(alk|(t + €))| + |cos(alk|(t))] < 2.
Pasamos a mayorar el k- ésimo término de la serie usando (3.13) y obtenemos
o = (14K THME R PIGR)? < (1+K2) 7 14)8(k) 2.

+oo +o00
Con ello 27 Z Inep < 8m Z (1+ K25 HP(k)[* < 4]jp|?_, < oo, y usando el Teore-
0#£k=—o00 0#k=—00
ma del M-Test de Weierstrass resulta que la serie en (3.12) converge uniformemente. Luego, estd permitido
el intercambio de limite, esto es,

2 +oo

= 2 { = .
LY I Iy =0
s—1 07#k=—00

W(t+h)p — W(t)

T~ —Cle

lim
h—0
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De modo andlogo se demuestra que
W(t+ h)p —W(t)p
N - Ct)e
r—1
Finalmente, probaremos (3.10) parar = s. Sea p € H, ;;1 yteR,

2
=0, Vr<s,VoeH:!.

lim per

h—0

W (t+ h)p — W () 2

h

+a’| DI*W ()¢

s—2
2
+oo
(314) 7 Z (1 + k2)s—2 {COS(&let + hf)b) - COS(a|k|t) + a|ksen(a|k|t)} |(ﬁ(k’)|2 .
0#k=—o0c0

Ml(t7h)2:

Observamos que limy,_,o M7 (t, h) = 0. Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para
habilitar el intercambio de limites. Para ello procederemos acotando el k- ésimo término de la serie. Previa-
mente, usando el Teorema del valor medio, aplicado a la funcién f(y) = cos(alk|(t + y)) en el intervalo
[0, ], con h > 0, obtenemos que existe £ € [0, h| tal que f(h) — f(0) = hf'(§) = —halk|sen(alk|(t+&)).
Mayorando M (¢, h) tenemos

(3.15) |Mi(t,h)| < | — alk|sen(alk|(t + &))| + |alk|sen(alk|(t))| < 2alk|.
Pasamos a acotar el k- ésimo término de la serie usando (3.15) y obtenemos

Inen = (L+E2) Mt R PIGR) P < (14 £%)° 740k 3(k)* < (1 + &%)*24a®(1 + &2)[B(k) [
=4a®(1+ k> H@(k)|?

—+oo —+oo
Asi, 27 Z I t.n < 8ma® Z (1+ k%) 1@(k)|? < 4a?||p|>_, < oo, y usando el Teore-
0#k=—00 0#k=—o00

ma del M-Test de Weierstrass la serie en (3.14) converge uniformemente. Luego, estd permitido el inter-
cambio de limite, esto es,

OW (t+h)p — AW (e 5 LN _
Jim, : + a?|D*W (t)e T o o;};_m I Ty = 0.

De modo andlogo se prueba:

2

lim || 22V (E 4 R)e = 0V (1) —0,Vr<s,VoeH . 1
h—0 h r—9 p

+a’|D*W (t)e

Observacion 1. Del Teorema 1 se obtienen los siguientes enunciados:
1. W(t) € L(HS,', HS,.,) Vt € Ry la aplicacién: t € R — W (t) es fuertemente continua, i.e.

per 1 *tper
Vr < s se tiene:

(3.16) lim [|[W (t)e — W(t")p|s =0 Ve € H;;l )

t'—t
2. Ademads, valen las siguientes convergencias:

W(t+ h)p —W(t)
h

(3.17) lim YOty

h—0

:O’

s—1

QW (t+ h)p — 8, W (t)
h

(3.18) lfm Y L 2 DPW (1)

h—0

=0.
s—2

3. La igualdad (3.17) nos dice que O;W (t)p = C(t)p en H;e_rl y que la igualdad (3.18) dice
2W (t)p = —a®|D|*W (t)p en HS,2.

per

Teorema 2.Seaa > 0, s € R fijadoy C definido en la Proposicion I. Entonces C(t) € L(H,,,, H],,)
Vr < s, Vt € Ry la aplicacion: t € R — C(t) es fuertemente continua, i.e.

(3.19) lim [|C()¢ — C(t)l» =0 Ve € Hy,,, Vr < s, Vt €R.
! —
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Ademds, Vr < s vale las siguientes convergencias:

(3.20) lim Clt+h)eo = )¢ + a|D|sen(a|D|t)p =0,

h—0 h 1

t+h)op—

(3.21) lim [|2E ¢+ @ &C@¢+aﬂmﬁxﬂ¢ =0,

h—0 h r—2
siendo las convergencias uniformemente con respecto a t, donde

+oo . +o0 R
a|D|sen(a|D|t)¢ := > alk|sen(alk|t)p(k)¢x , a*|DPC(t)d:= Y a’[k|*cos(alk|t)p(k)es -
k=—o k=—c

También, se verifica que la aplicacion: t € R — 0,C(t) es fuertemente continua sobre H. ;;}, Vr < s.
En particular, C(t)¢ satisface la ecuacion de onda:

FO(t)p — a?02C(t)p =0 € HS.?
C(O)¢ = ¢ € H;er
con la derivada respecto al tiempo calculado en (3.20) y (3.21) para r = s.

Demostracion: Primero, probaremos (3.19) parar = s. Sea¢ € H.,. yt € R,

+oo

0@ - CE)elZ =20 3" (1+ k)" |{cos(alklt) — cos(alklt')} ()|
k=—o0
0 2
“+oo
(3.22) =27 Z (1 + k)* |{cos(alk|t) — cos(alk|t')} ‘(E(k)’z
0#k=—o00 M ()=

Se observa que lfim;_,;» M;(t) = 0. Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para
el intercambio de limites. Para eso, tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie
convergente, i.e.

e = (L4 R (0 R |30)] = (14 K2)leos(alkle) — cos(alklf ) PIBRZ < 401+ K2)*I3(R)2.

+oo too
Asi, 2w Z I ¢ < 4(2m) Z (1+k%%|p(k)|* < 4[|4]|> < 0o, y usando el Teorema del
0#k=—o00 0#k=—00
M-Test de Weierstrass resulta la convergencia uniforme de la serie. Luego estd permitido el intercambio

+oo
de limite, esto es, lim ||C(t)p — C(t")¢||> = 27 Z lim I, =0.
t—t’ t—t’
07#k=—00 " —
=0
De modo andlogo se demuestra que thntl |C(t)p — C(t)g||2 =0, Vr < s.
— !
Ahora, probaremos (3.20) parar = s.Sea ¢ € Hp,, yt € R,

2

Hc@+m¢—0@¢+ﬂprMDw¢

h s—1
2
+oo
(323) o7 Z (1 + k2)s—1 {COS(le'(t + h})l) - COS(G“{‘t) + a|k|sen(a|k|t)} ‘g/b\(k)‘z
0#k=—00

]\41 (t,h):z

Observamos que limy, o M; (¢, h) = 0. Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para
habilitar el intercambio de limites. Para ello procederemos mayorando el k- ésimo término de la serie. Pre-
viamente, usando el Teorema del valor medio, aplicado a la funcién f(y) = cos(a|k|(t+vy)) en el intervalo
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[0, ], con h > 0, obtenemos que existe £ € [0, k] tal que f(h)— f(0) = hf’(§) = —halk|sen(alk|(t+&)).
Mayorando M (¢, h) tenemos

(324 |My (¢, h)| < lalk|sen(alk|(t + £))| + [a|k|sen(alk[(t))| < 2alk|.

Pasamos a mayorar el k- ésimo término de la serie usando (3.24) y obtenemos

Iy = (L4 K2 M (8 h)P|o(k)[ < (1 + K2)* M a? [k [o(k)|* < 4a(1 + k2)* 711 + k2)|o(k)
= 4a2(1 + k%)*|o(k)[?.

+0o too
Asi, 27 Z I pn < 8ma’ Z (1 +k*)*|p(k)|? < 4a?||#||? < 0o, y usando el Teorema del
0#k=—o00 0#k=—o00

M-Test de Weierstrass tenemos que la serie en (3.23) converge uniformemente. Luego, estd permitido el

intercambio de limite, esto es,

Clt+h)g—C(t)e
h

2 +o00
=27 E Hm[kchO.
h—0 77
s—1 0k=—00 " —
=0

Ct+h)p—C(t)o

h
A seguir probaremos (3.21) parar = s.Sea ¢ € Hy,, yt € R, tenemos

lim
h—0

+ a|D|sen(a|D|t)¢

2

De modo anélogo se prueba lim
h—0

+ a|D|sen(a|D|t)¢ =0, Vr <s.

r—1

9C(t+h)¢ — 0, C(H)o

(3.25) W

2 +oo 2
o Y (1+k2)5*2‘$(k)‘

=2 0#£k=—00

+a’|D*C(t)¢

2

{ —alk|sen(alk|(t + h)) + alk|sen(a|k|t)

- + a2|k‘|2005(a|k‘|t)}

My (t,h):=

Observamos que limy,_,o Ms(t, h) = 0. Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para
habilitar el intercambio de limites. Para ello procederemos mayorando el k- ésimo término de la serie. Pre-
viamente, usando el Teorema del valor medio, aplicado a la funcion f(y) = sen(alk|(t+y)) en el intervalo
[0, h], con h > 0, obtenemos que existe £ € [0, | tal que f(h) — f(0) = hf'(§) = halk|cos(a|k|(t + &)).
Mayorando Ms(¢, h) tenemos

(3.26) [Ms(t, h)| < |alk|cos(alk|(t + €))] + |alk|cos(alk[(t))] < 2alk].

Pasamos a acotar el k- ésimo término de la serie usando (3.26) y obtenemos

Ty = (L4 K2 20?6 Mo (8, h)Plo () < (14 K%)*24a* (k)2 |6(k)|”
<4a*(1+ k) 21+ K)2|o(k) [ = 4a* (1 + K°)°|o (k) .

+o00o +o00
Asi, 27 Z Ijt.n < 8ma* Z (1+k*)*|p(k)|? < 4a*||p||? < 0o, y usando el Teorema del
0#k=—0c0 0#k=—00

M-Test de Weierstrass tenemos que la serie en (3.25) converge uniformemente. Luego, estd permitido el
intercambio de limite, esto es,

- |eCt+Rh)p— 0 C)d | 5 1a 2 R B
lim ; + a?|D|?C(t)¢ = o o#;;oo’l‘% Ion=0.
=0
OO (t + h)p — 0,C(t)¢ 2

+a’|DPC(t)¢

De modo anélogo se prueba }Lﬂ% ‘ =0, Vr<s.
—

h
Finalmente, probaremos

per

(3.27) lm [|8:C()¢ — 0, C(¢)d]|s-1 =0, Vo € Hp,,., VE € R.
I
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Sea¢ € Hy,, yt € R, tenemos

+oo

10,006~ 2.0WNI, =2n 3 (1 + k)~ {alklsen(alk|r) — alklsen(alk?)} 3(k)|
#k=—00
’ 2
+oo . 2
(3.28) —2r 3 (14 k) a2 [k|? | {sen(alklt) — sen(alk|t')} )q’)(k)‘
0#k=—o0c0

Ms(t):=

Se observa que lim;_,;» M3(¢) = 0. Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para
el intercambio de limites. Para eso, tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie
convergente, i.e.

e = (14 K2 a2 M) | 30| = (14 ) a2l sen(alklr) — sen(alki!) 21 6(h)
< 4031+ B)IG(R)

“+00 —+o00
Asi, 27 Z I+ < 4a*(27) Z (1+ k?)%|p(k)|? < 4a?||¢||? < oo, y usando el Teorema
0#£k=—00 0#k=—00
del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie converge uniformemente. Luego, estd permitido el inter-

+oo
cambio de limite, esto es, lfm [|0,C(t)¢ — 0,C(¢)¢|2_y =27 Y lim [z, =0.
t—t’ t—t’

07 k=—00 N —r
=0

De modo andlogo se demuestra que thrrtl 10:C (1) — 0, C(t)g||>_, =0, ¥r<s.
— ’
Observacion 2. Del Teorema anterior es inmediato:
1. Laigualdad (3.20) para r = s nos dice que 0,C(t)¢ = —a|D|sen(a|D|t)p en H3_!.
2. También, la igualdad (3.21) para r = s nos dice 07 C(t)¢ = —a?|D|*C(t)p en H3: 2.
3. Lafamilia {C(t)}+cr es conocida como la familia de operadores cosenos.

4. Existencia de solucion global de la ecuacion de onda homogénea. A seguir enunciaremos y
probaremos que la ecuacion de onda homogénea en espacios de Sobolev periédico posee solucion.
Teorema 3 (Existencia de Solucion). Sea s un niimero real fijo y el problema

u € C([O,oo),H;ET) N C’l([O,oo),HIfe_Tl)
0?u — a?d?u=0¢€ HS,?

(Pg) t pe

u(0) = ¢ € Hy,,

Ou(0) = € HS. 1

per

con a > 0, entonces existe una iinica u € C([0,00), H,,.) N C'([0,00), H3.!) solucion de (P;).
Demostracion: Hacemos la prueba en siete etapas.
1. Primero obtendremos el candidato a solucidn. Para conseguir ese candidato tomamos la transfor-
mada de Fourier a la ecuacién 0?u = a?0%u y conseguimos: 074 = —a’k*u, que para cada
k € Z es una EDO con datos iniciales @ (k, 0) = ¢(k) y dya(k,0) = (k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden,

i. e. los PVI’s

@ € O([0,+00),13(Z))

0?u(k,t) = —a?ku(k,t)

ik, 0) = p(k) con ¢ € 12(2)
dvi(k, 0) = (k) con ¢ € 12, (Z),

Vk € 7Z, que resolvemos para los siguientes casos:
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Caso k = 0: La EDO a resolver es §71(0,t) = 0, luego la solucién es u(0,t) = ct + d, con
constantes ¢y d por determinar. Usando el primer dato inicial obtenemos a(O) u(0,0) = d.
También, como 0,u(0, t) = ¢, usando el segundo dato inicial obtenemos {Z)\(O) = 0,u(0,0) =
c.

Luego, 7(0,1) = ¢(0)t 4 ¢(0).

Caso k # 0: Tenemos P(r) := r? + a?|k|?, luego las raices de P ( i.e. resolver P(r) = 0) son
r = +talkli. Asi, obtenemos u(k,t) = Arcos(alk|t) + Brsen(alk|t), donde Ay y By son
constantes por determinar. Usando el primer dato inicial obtenemos a(k) = u(k,0) = Ay.
De la igualdad 9,u(k,t) = —Agalk|sen(a|k|t) + Bralk|cos(alk|t), con la evaluacién en
t = 0y usando el segundo dato inicial, obtenemos: &(kz) = 0yu(k,0) = Byalk|.

Ahora, como k # 0, obtenemos B = w(lljﬁ .
a
alklt
Finalmente, u(k,t) = ¢(k)cos(a|]<;|t) + q/)( )sen(|k||)
a

Resumiendo, hemos conseguido lo siguiente

k. 1) = cos(a|k|t)?( ) + sena(ﬁclflt){b\(k), Sik 0

5(0) 0), sik=0

de donde obtenemos nuestro candidato a solucion:

+oo

+oo
= 30) +t0(0) + Y cos(alkl)d(k)pr + Y

0#k=—o00 0#k=—o00

sen(alkt) ~
Ww(k)d)k

+oo

k
4.1 = Z cos(alk|t)p(k) i + Z > |C;€|| 95 (k)dx

k=—o0

donde estamos denotando ¢, (z) = ¢*** y usando lo que se convencioné en (3.1): %
t.

2. De (4.1) tenemos: u(t) = C(t)p + W (t)y = oW (t)p + W (t)y € Hy,, .

. Evaluando, obtenemos: «(0) = C(0)¢ + W(0)y = ¢+ 0 = ¢.

4. Usando los teoremas previos, especificamente las igualdades (3.10) y (3.21) para r = s, tenemos
que u(t) = C(t)¢ + W (t)y satisface en H3_,2:

per

k=0

(O8]

O2u(t) = 0FC(t)p + O2W (1) = a?02C(t)p + a2 W (1)1
= a?02{C(t)p + W(t)} = a*d2u(t).

Esto es, satisface la ecuacién de la onda: d2u(t) — a?02u(t) =0 € H;M,Z en el sentido:

atu(t + h,) - atu(t)

b =0.

s—2

4.2) lfm

+ a®|D|u(t)
h—0

91

También, usando los teoremas previos obtenemos: 9;u(0) = 9;C(0)¢d + AW (0) =0+ = .
6. De (3.8) y (3.19) para r = s, obtenemos que u € C([0, c0), HS ). En efecto,

per

0 < flu(t) = u(t)]ls = IC(H)¢ + W) = {C(t)d + W (')}l
= [{C(t)¢ - C(t")o} +{W () — W ()}
<CH)d = C(t)ells + W (t) = W(E )5,

tomando limite cuando ¢ — ¢’ tenemos

0 < lm [lu(t) —u(®)]s < lim |C(t)¢ — C(t")g|ls + lm [W(t)¢ — W ()]s = 0+0=0.

t—t’

Por lo tanto, lim |lu(t) — u(¢')||s = 0.
t—t’
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7. Similarmente, usando (3.19) para r = s, (3.27), la inmersién H,, C H, Se, y que

du(t) = 0{C(t)p + W(t)p} = 0 C(t)¢ + O W () = 0, C(t)p + C(t)1),

se consigue demostrar que d;u € C([0, 00), H.,!). En efecto,

0 < |Bru(t) — Byu(t))[s-1
= |la|D|sen(a| DIt)¢ + C(t)¢ — {a|D|sen(al D[t')¢ + C(t') ¢} s—1
= [{a|D[sen(al D[t)¢ — a|D|sen(al DIt')¢} + {C ()¢ — C(¢')¢}H|s—
< lla| DIsen(a| D[t)¢ — a|D|sen(a| D|t")¢[ls—1 + [C ()1 — C(¢)]|s—1
= 10:C(t)p — 0 C(t)lls—1 + |C(t)Y — C{ )51,
tomando limite cuando ¢ — ¢’ tenemos
0 < lim [|0pu(t) — Opu(t)|s—1 < Mm [|0:C(t)p — 0 C(t)blls—1 + Mm |C(t)1) — C() )]s
t—t’ t—t’ t—t’
=04+0=0.
Por lo tanto, tthl 10su(t) — Opu(t')]|s—1 =0. 1
— ’
En consecuencia tenemos el siguiente resultado
Corolario 1. La tinica solucion de (Ps) es

—+oo

_ zkz SGTL ‘k|t ikx
u(z,t) = Z cos(a|k|t + Z Tl Y(k)e™™
k=—o0 -
donde estamos considerando la convencion (3.1): % ’k =1t.
=0

5. Dependencia continua de la solucion de (P,). Obtenemos el siguiente resultado:
Proposicion 2. Sea T' > 0, la solucién de (Ps) satisface:

5.1 ()., < CUS )z s s VE € 0,TT,
(5.2) sup [lu(t)|lms., < ClS ) e sprev

per PCT

te[0,T]

donde C := méx {1, \/méx {T27 %}} > 0.

Ademds, se satisfacen las siguientes desigualdades:

(53) 100u(t) gz < (@ DI, ), sz Yt € [0,00).

(5.4) sup ||8tu(t)||Hs;.1 <(a+Dl(& )y H3SL -
tG[O,JrOO) P per P

Demostracion: La desigualdad (5. 1) se obtiene directamente de u( ) = C(t)¢p + W (t)y y las cuentas
hechas para probar que C(t)p € Hp,, y W( )Y € Hy.,.,para¢ € HS_ y 1 € Hs. ! respectivamente.

Por otro lado, afirmamos que para ng € Hp,, vale

(5.5 10:C(#)¢lls—1 < allglls VteR.
En efecto, usando que |k|? < 1+ |k|? Vk € Z y que el seno estd acotado por 1, obtenemos:

“+o0
10:C(0)pl13_y =27 Y~ (L+K?)°"[alk|sen(alklt)d(k) [

k=—o0

—atar S (1K) lsen(alki) 1A

k=—oc0

< a’2m Z (L+ R0 = a®l|g]2.

k=—o0

La desigualdad (5.3) sigue de 0,u(t) = 0;C(t)¢ + C(t)y y de la desigualdad (5.5). B
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Corolario 2 (Dependencia continua de la solucion sobre Compactos). La solucién de la ecuacion de
la onda depende continuamente respecto a los datos iniciales, en intervalos compactos [0,T], con T > 0.
Ademds, la aplicacion:
-1 -1
tHy., x Hyrb — C([0,00), Hpe,o)

per per

(¢,%) — Oyu, donde u es solucion de (Py),

es continua.
Demostracion: Su prueba es consecuencia inmediata de la Proposicion anterior. B

6. La energia asociada a la ecuacion de onda. El Lema que estudiaremos nos permitird deducir la
unicidad de solucién de la ecuacion de onda.

Definicién 1 (La energia asociada a la ecuacién de onda). Seaa > 0, T > 0y u € C([0,T], H,,,.)N
CL([0,T], HS,) tal que

per
6.1) O2u(t) = a*02u(t) € H;;?

con dato inicial en Hp,, X H;e_rl.
2
+|0su)3-s -

s—2

1
Definimos la energia asociada al sistema (6.1): E4(t) = Eq(t,u) := Haatu(t)

Lema 1. 9, FE,(t) = 0Vt € [0, 7).
Esto implica que E(t) = E;5(0), Vt € [0,T). Esto es, la energia se conserva.
Demostracion: En efecto, calculamos

Eq(t+h) — Eq(t)

1 1
= {150t I + 1ot w2

h
1 2 2
o1 - a0l .
1 1 1
1 1
- < gﬁtu(t), Eatu(t) > — < pult), Opu(t) >}
_ 1 1 9pu(t +h) dpu(t +h)
=< aatu(t+h),a . >+ < Jpu(t + h), W >
10wu(t) 1 Oz u(t)
<-— ,Eatu(t) >-<— , Opu(t) >
1 1 Opu(t + h) 10wu(t) 1
Il(h)::
Lu(t+ h Lt
6.2) < Bu(t + h), % >_<? Z( ) out) > .
Iz (h):=
Analizamos I (h):
1 1 t+h) £ t 1 t) 1
Il(h) =< aatu(t—i— h), aatU( i f)L atu( ) > - gatl;;( ), g&gu(t) >
=< 1c?tu(t + h), Lowm(t 1) = Sult >
a a h
= < Lot +m), Lowult ) Zonl®) | 1Ot h) — dult) Lowu(t) >
a a h a h a

) 1 1., 1, .1
entonces }lllir}) ILi(h) =< gatu(t), gat u(t) >+ < gat u(t), ;&su(t) > .

Para el caso real tenemos

ltn Iy (1) = 2 < ~0,u(t), ~02u(t) >= 2 < Byu(t), - Pu(t) >=2 < dyu(t), Pult) > .
h—0 a a a



Santiago Y, Rojas S.- Selecciones Matematicas. 2020; Vol. 7(1): 52-73 65

Y ahora analizamos I5(h):

(k) = < Byu(t + h), 224EE h]z £0ult) | _ axz(t),azu(t) >

_ < Ot + h), 2 h})L —0ault) | | < au(t+ ), a””z(t) S axz(t) Dpult) >

_ Ot h), Opu(t + h})l — dyu(t) . Ou(t + h})L - &Cu(t),awu(t) -
entonces }lLiHB I(h) =< 0yu(t), 0,0z u(t) > 4+ < 00 ul(t), dyu(t) > .

—
Para el caso real tenemos:
i Io(h) = 2 < Byu(t), deduu(t) >= 2 lim < yu(t), 2l EM = 0ul)
h—0 h—0 h
— ot < 02u(), ERN UG o s2ue), ) >
h—0 h

Asi, para el caso real, resulta

lim
h—0

Et+h) - E() _ lim I;(h) + lim Iy(h) = 2 < Qpu(t), O?u(t) > —2 < O2u(t), Opu(t) >= 0. A
h h—0 h—0

Como consecuencia inmediata de este Lema obtenemos los siguientes resultados de unicidad de solu-
cion.

Corolario 3. Existe a lo mds una solucion de la ecuacion de onda no-homogénea (i.e. con no homoge-
neidad F # 0).

Demostracion: Sean u, U soluciones locales de (P4") entonces w := u — u es solucién de la ecuacién
de onda homogénea (P) con datos iniciales w(0) = 0y dyw(0) = 0. Usando el Lema previo tenemos que

1
QHE(t,w) =0Vt €[0,T], estoes, Es(t,w) = Es(0,w) = ||=0w(0)]|2_5 + |0w(0)2_5 = 0.
a
Luego, [|20w(t)||2_y = 0y ||[0,w(t)[|2_, = 0, de donde tenemos que en H3:,? se tiene dyw(t) = 0,

per
Yt €[0,T]y O,w(t) =0, Vt € [0,T]. Asi, w(t) = ¢, Vt € [0,T], con ¢ constante independiente de ¢ y .
Estoes, c = w(t) = w(0) =0 € Hy,,, luego u(t) = u(t), vt € [0,T]. W

Corolario 4. Existe a lo mds una solucién de la ecuacion de onda homogénea (F = 0).
Demostracion: Sean u, u soluciones de (P,) entonces w := u — u es también solucién de la ecuacién

de onda homogénea (P) con datos iniciales w(0) = 0y ;w(0) = 0. Usando el Lema previo tenemos que
1

OE(t,w) =0Vt € [0,T],estoes, Es(t,w) = Es(0,w) = ||=0w(0)||%_y + |0:w(0)||?_5 = 0.
a

Luego, || 10,w(t)||?_, = 0y [|[0,w(t)||?_, = 0, de donde tenemos que en H3.? se tiene dyw(t) = 0,

per

Vvt € [0,T] y d,w(t) =0, vVt € [0,T]. Asi, w(t) = ¢, Vt € [0,T], con ¢ constante independiente de ¢ y
z. Estoes, ¢ = w(t) = w(0) = 0, luego u(t) = u(t). W

7. Existencia de solucion Particular de la ecuacion de onda no homogénea. A continuacién pone-
mos en evidencia una solucién particular de la ecuacién de onda no homogénea con datos iniciales nulos.

Teorema 4. Sea a > 0, s € R fijado, G € C([0,T), H:.,'), W definido en proposicion 1y uy,(t) :=

per

fot W (t — 7)G(7)dr. Entonces w, € C([0,T], H},,) NC'([0,T],H) 1), ¥r <s.

per
Consiguiendose obtener: Oyu,(t) = fot QW (t — 7)G(7)dr con respecto a la norma de H) ', Vr < s.
Ademds, uy(t) satisface

up € C([0,T], Hp,,.) N CH([0, T, Hpe,')

Ffuy(t) — a?Auy(t) = G(t) € Hy.?
(PQJJ)

up(0) =0

atup(O) =0

con la segunda derivada calculada en la norma de H;e_rg.
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Demostracién: Probaremos que u,, es continua. En efecto, parat < t'y 7 € (¢,t’) tenemos

”up(t)_up(tl)us = (t—T)g(T)dT—/O w tl—T T)d’]’

/O{W(th)f Wt —7)}G(r (' —7)G(7)dr
.0 < [ Wi =n =W =gl + / W~ )G
Por otro lado, conseguimos:
(7.2) /0 KWt —71)—-W(E —1)}G(1)|sdT < E/o dr = et < €T,

siempre que |t — t'| < . También, obtenemos:

[ el < [ \fmaste o2 Zyigm) e

S\/méx{(t’—t 2} sup ||g Ms— 1/ dr

(7.3) \/max{ t' —t)? }(t —t) sup ||G(7)]|s—1-

T€[0,T]

Usando (7.2) y (7.3) en (7.1) obtenemos tthl lup(t) — up(t')]|s = 0.
Y
Via inmersiones en espacios de Sobolev, probamos andlogamente que tHHtl lup(t) — up(t)]|r =0, Vr <s.
—t/

s—1.
En segundo lugar, tenemos en H ;"

Doy (£) = Wt — )G(£) =W (¢ — 0)G(0) - 0+ /t QW (t — )G (r)dr = /t OW (t — 7)G(r)dr .
0 0

—_———
=0
Similarmente, vale ;u,(t) fo W (t —7)G(7)dr en H} 1 Vr < s.

Ahora, probaremos que d;u,, es contlnua Parat < t'y T € (t,t'), tenemos

(|0 (t) — O (t) || s—1

/at (t-7)g de/at (t = 7)G(r)dr

Ot{atW(t—T) — oWt —7)}G(r

/at (t' — 1)G(r)dr N

(7.4) / O (t — 1) — W (E' — 1)}G(T)lardr + / 10Vt — )G(r) a1

Por otro lado, tenemos:

¢ ¢
(7.5) / HoW (t —71)— W[t —7)}G(7)|ls—1dT < e/ dr = et < €T
0 0

siempre que |t — t’| < . También, resulta

t’ t’ t’
/ 10t — 1)G() | acrdr < / 1G() acrdr < sup [[G(r)]ls—r / dr
t t t

T€[0,T]

(1.6) < (' —1) sup G(r)]s-1-

T€[0,T]

Usando (7.5) y (7.6) en (7.4) obtenemos: th'ngl 10rup(t) — Brup(t')]|s—1 =0.
— ’

Via inmersiones en H,,,., probamos andlogamente que tthl |0rup(t) — Opup(t)|lr—1 =0, Vr <s.
— ’
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Finalmente, tenemos en H5_>

0fup(t) = O, (t — )G(t) =W (t — 0)G(0) - 0 + /Ot O;W (t — )G (r)dr
=G(t

)
—g(1) +/0 W (t — 1)G(r)dr = G(t) + a /0 O2W (t - 7)G(r)dr
=G(t)+ a25‘§/ W (t — 7)G(T)dr = G(t) + a*02u,(t)
0
y evidentemente u,(0) = 0y d;u,(0) = 0.1

8. Existencia de solucion local de la ecuacion de onda no homogénea. Ahora, estamos listos para
enunciar el siguiente Teorema de existencia de solucién de la ecuacién de onda no homogénea.

Teorema 5 (Existencia de solucién local). Sea T' > 0, a > 0, s € R fijadoy F € C([0,T], H,,)

Ofu — a*d2u = F(t) € H3.?
(P)| u(0) = ¢ € H,,
atu(()) = ’(/J S Hs—l

per

entonces existe una tinica u € C([0,T], H5,,) N C*([0,T], H3;,') solucién de (Py’).
Mejor aiin, u € C([0,T], H},,.) N C'([0,T], Hy.,'), Vr < s.
Demostracion: La prueba lo haremos del siguiente modo.
1. Primero, obtendremos el candidato a solucién. Para conseguir esto, aplicamos la transformada de Fourier

a la ecuacién no homogénea (P{"): 97u(t) — a?0%u(t) = F(t) y obtenemos

Pk, t) = a®(ik)*u(k,t) + F(k,t) = —a?|k|*u(k,t) + F(k,t),

que para cada k € Z es una EDO no homogénea con datos iniciales u(k, 0) = (E(k‘) y 0:u(k,0) = o (k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden no

homogéneas.

u € C([0,T],13(Z))

@) O2u(k,t) = —a?lk]?U(k,t) + F(k,t)
a0 = ) cond e 2(2)
Oyi(k,0) = (k) con € 12_,(Z)

Vk € Z, que resolveremos a continuacion.
Primero, observamos que la solucién de (€2 ) es de la forma:

8.1 u(k,t) = un(k,t) + up(k,1)

donde w@y, es la solucién de la ecuacién homogénea de (€2 ), esto es,

Oy (k,t) = —a?|k|2un(k,t)
(8.2) un(k,0) = o(k)

oun(k,0) = o(k)

Y U, es la solucion particular de la ecuacién no homogénea (£2;;) con datos iniciales nulos, esto es,

Rap(k,t) = —d?lk|*Tp(k,t) + F(k,t)
(8.3) Uy(k,0) = 0
Oty (k,0) = 0.
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Para cada k € Z, 1a EDO (8.2) fue resuelta cuando estudiamos la ecuacién de onda homogénea. Asi, la
solucidn es:

cos(alk|t)d(k) + D (k) ik #0

(8.4) up(k,t) =< ~
#(0) + t2(0) sik=0.

Para resolver (8.3) usamos el método de Variacion de Parametros. Esto es, para k # 0, la cara de la solucion
particular u, es u,(k,t) = Ag(t)cos(a|k|t) + By(t)sen(a|k|t) , satisfaciendo:
Al (t)cos(alk|t) + By.(t)sen(alk|t) = 0
—alk| A}, (t)sen(alk|t) + alk| By (t)cos(alk|t) = F(k,t)

uy(k,0) =
Oy (k,0) =0,
donde Vk € Z — {0}, Ay y By, son funciones por determinar.

Ahora, determinaremos las funciones Ay y By, Vk € Z —{0}. Iniciamos calculando el Wronskiano cuando
k #0:

B B cos(alk|t) sen(alklt) |
w = w(cos(alk|(-)), sen(alk|(-)))(t) = = alk| #0.
—alk|sen(alk|t) alk|cos(alk|t)

Usando la Regla de Cramer, cuando k& # 0, obtenemos:

0 sen(alklt)
F(k,t) alk|cos(alk|t) .
AL(t) = ) | | _ _ sen(alk|t) Pk, 1)
alk| alk|
Andlogamente, si k # 0, obtenemos
cos(alk|t) 0
—alk|sen(alk|t) F(k,t) R
By (t) = | _ costalklt) iy 4y
alk| alk|

Luego, para k # 0 resulta:

Ak(t):—/o Wﬁ(k,ﬂdr, Bk(t):/o Wﬁ(k,ﬂdr.

Asi, usando sen(xz — y) = sen(z)cos(y) — cos(z)sen(y), para k # 0 obtenemos

wik.) = [ 56”(“|:||]£t_7))ﬁ(k,r)df.

Para £ = 0 la EDO no homogénea es

Iniciamos calculando el Wronskiano de {1, t}:

1 ¢
w=w(l,t)= =1#0.
0
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Usando el método de Variacién de Pardmetros tenemos que u,(0,t) = f(t) + tg(t) , satisfaciendo:

donde f y g son las funciones a determinar. Asi, f'(t) = —tF(0,t) y ¢'(t) = F(0,t), de donde obtene-
t ¢

mos: f(t) = —/ TF(0,7)dr y ¢(t) = / F(0,7)dr, respectivamente.
0 0

t
Luego, para k = 0, tenemos: u,(0,t) = / (t —7)F(0,7)dr, satisfaciendo las condiciones iniciales nu-
0

las.
En resumen tenemos

tsenalk|G=1) Bl Pdr  sik 0
(8.5) Uy (k,t) =4 O alk (k,7)dr #
JH(t— )P0, 7)dr sik=0.

De (8.4) y (8.5) en (8.1), conseguimos el candidato a solucién de (PQF):

+oo +oo
u(t) = Y Ak, t)op= Y {wn(k,t) +up(k, t)}ox
k=—o00 k=—00
+oo +oo
(8.6) =Y ik top+ Y plk.t)ér
k=—00 k=—oc0

wup, (t):= up(t):=

donde uy, es solucién de la ecuacién homogénea de (PJ), que ya fue probado anteriormente, y up es la
solucién particular de (P£") con condiciones nulas, que fue probado en el teorema previo y consideramos
G:=FeC(0,T),Hs,) c C([0,T],H:,') donde debemos notar que

per per
=~ sen(alk|(t — 7)) »
up(t) = Z Up(k, t) ox :/ (t—T) (0, 7)dr + Z / A F(k,7)dr
k=—00 0 O;ék— s alk|
kl(t—7)) ~
/ (t — ) F(0,7) d7+/ serlalME=7) &g, )b
0 0k alk|
t
8.7) - / Wt — 7)F(r)dr.
0
2. Observamos que u(t) € Hp,,. Ademds, como uy, y u, pertenecen a C([0,T], H,,,) entonces u =
up, + u, pertenece a C([0,T], Hy,,). Similarmente, como uy, y u, estan en C'([0,T], Hy;,") entonces
u = uy, +u, € CH[0,T], H;erl).

Similarmente, se prueba que u = uy, + u, € C([0,7],H:.,) N CY([0,T], H'!), ¥r < s. También, u

5 per per
satisface en Hp_,*:

OFu(t) = 02 {un(t) +up(t)} = OFun(t) + 02u,(t) = a®0?up(t) + {a®0%u,(t) + F(t)}
= a?0%u(t) + F(t)
satisfaciendo: u(0) = up(0) + up(0) = ¢+ 0= ¢ y u(0) = yun(0) + du,(0) =9 +0 =1 . W
Corolario 5. La iinica solucién de (Pf) es

—+oo

u(t, z) :$(0)+MZ(0)+/0 (t—7)FO.m)dr+ Y {an(k.t) + (k) e,

0#k=—o0c0
donde up,(k,t) y u,(k,t) estdn expresados en (8.4) y (8.5) respectivamente.

9. Dependencia continua de la solucién de (PJ). A continuacién enunciaremos y probaremos la
dependencia continua de la solucién de (PY") respecto a los datos iniciales y a la no homogeneidad F.
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Teorema 6 (Dependencia continua de la solucion respecto a los datos iniciales y a la no homoge-
neidad). Sea T > 0, a > 0, s un mimero real fijado, ¢; € Hy,,., ¢¥; € Hy. !, Fj € C([0,T],H;,,) ¥

per

. . F; .
denotemos por u; a la correspondiente solucion de (P,”), para j = 1,2. Entonces

, 2
©.1) sup_[ua(t) — ua(t)]|s < llo1 — @alls + ,/max{T% 2}||w1 —¢alle1 +
t€[0,T7 a

B 2
max {TQ, a2} T||Fy = Falls—1,00 5

9.2) SELIP ] |0su (t) — Opua(t)]|s—1 < aller — @2lls + |1 — Va2lls—1 + T || F1 — Falls—1,00
te[0,T

donde ||F||s—1,00 :=sup,cjo 77 [[F(7)[[s-1-
O mejor aiin, Vr < s se verifican las siguientes desigualdades:

, 2
9.3) sup u1(t) — uz(t)|l» < llo1 — p2lls + /max {TQ, 2}|w1 = P2lls—1+
t€[0,T] a

, 2
max {TQ, 012} T HFl - F2Hs—1,oo )

94 S[UP ] 10rur (t) — Opua(t)|lr—1 < allpr — @alls + |11 — Yalls—1 + T | F1 — Fals—1,00 -
te[0,T

Demostracion: Sea u; solucion de (PQF ‘) parai = 1,2, entonces

ui(t) = §i(0) + t4h;(0) + /O (t = TVE(0,7)dr + Y {in (k,t) + 5 (k. t) Y

k#0
t
9.5) =C(t)p; + W(t)y; +/ W(t —7)F;(7)dT .
—_— 0
uih(t): u,;p(t):

Tomando la diferencia de uy (t) con uz(t), tenemos en Hp,,.:

9.6)  ui(t) —ua(t) = C)(p1 = p2) + W(H)(¢1 — ¢2) + /0 W(t = 7){F1(r) — Fa(7)}dr .
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Ahora, usando la desigualdad triangular de la norma || - ||, la inmersién de Hpm en Hs2 b, [[W (), <

llls=1, Vr < scon® € pm} y IC®#)ll- < |I8ls, Vr < scon ¢ € Hp,,, obtenemos

fus(6) = @), < 11 = pa)l + 1WA = vall + | [ Wit =R - Fatrhar

r

<[IC@®)(pr = w)lls + W (@) (1 = ¢2)lr + /IIWt—T){F1() Fy(r)}rdr

< |1 — @2lls +WH¢1 Pal|s—1 +
2
/\/max (t— )2 2}F1 ) = By(7)|lardr

2
< llgs = palls + max{t2 2}||¢1 Yallon +

. 2
(T:}épﬂ ||F1(T)—F2(T)Sl>/ \/max (t—7—)2,a2}d7—

}||¢1 Palls—1 +

@

<lle1 — @2lls + maX t2

Rl

, 2
t-/mix {tQ, 2} sup || Fi(7) — Fa(7)|ls—1
T€[0,T)

[ 2
9.7 < |lo1 — @2lls + 1/ méx {T27 a2}||¢1 — talls—1 +

, 2
T- maX{T2,2} sup ||Fi(7) — Fo(7)||s=1,
a T€[0,T]

IS

para todo r < s.
Tomando el supremo en la desigualdad (9.7), obtenemos:

9.8 S[llp] lur () —u2(t)]|r < [le1 — @2lls + 1/ méx {T2 }le Palls—1 +
te[0,T \

T- méx{T2 } sup |[Fi(7) — Fao(7)[ls-1,
a? 7€[0,T]

Vr < s.
Usando propiedades de C(t) y W (t), para i = 1,2 obtenemos:

Opui(t) = 0,C(t)pi + OW (t)1h; + /t oW (t — 1) Fi(T)dT
0

9.9) = 0:C(t)p; + C(t)h; + /Ot C(t —71)Fi(r)dr.

Tomando la diferencia de d;u1 (t) con dyuz(t), tenemos en HS_ !:

(9.10) Opuy (t) — Opua(t) C(t)(p1 = p2) + C() (Y1 — ¥2) +
/ C(t—1){F (1) — Fy(7)}dr,
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lr—1y que [C(&)¢]lr—1 <

l¥|ls=1 Vr < s, con

Y € Hy!, tenemos
[0¢ur(t) — Dpua(t)|lr—1 < 10:C(#)(p1 — @2)llr—1 + [|C() (b1 — P2)[lr—1 +
/ C(t —1){F1(1) — Fa(r)}dr
r—1
< |10:C () (01 — @2)|lr—1 + [|C () (1 — P2)[|r—1 +
t
| Iet=ntre) - Par) var
< [10:C(t) (@1 — w2)llr—1 + |11 — Yalls—1 +
/ IR\ (7) = Fa(r)-1dr
< 10:C(t) (1 — p2)llr—1 + |11 — Yalls—1 +
t
( sup|[F () - F2<r>||sl> [ ar
T€[0,T] 0
< [10:C(t) (1 — w2)llr—1 + |11 — Yalls—1 +
t b}lp [F1(7) = Fo(7) |51
T€[0
(9.11) <0 C () (01 — @2)llr1 + [[1 — Y2lls—1 +
T sup [[Fi(7) — Fo(7)l|s—1,
T€[0,T]
Vr < s.

Por otro lado, Vr < s tenemos:

[0:C () (1 — @2) |51 =27 Z 1+ k%) alk|sen(alk|t){@1 (k) — @2 (k) }?
k=—oc0
<2m Z L+ k)"~ a® |k [ sen(alk[t)[*|21 (k) — P2 (k)|
k=—o0
—+oo
<a’2m Y (L+E) T HEP @i (k) — @a (k)
k=—o00
+oo
<a’2m Y (L+E)[pi(k) = Ga(k)* = a®ller — o}
k=—o00

<a®|lo1 — @alf3-
Esto es,
9.12) 10:C () (1 — @2)llr—1 < allpr — @25, Vr <s.
Usando (9.12) en (9.11) resulta:
9.13)[[0yur () — Opuz(t)||r—1 < allpr — w2lls + 1 — 2lls—1 + T - st ] [F1(7) = Fa(7)ls—1,

T7€[0,T
Vr < s.
Tomando supremo en la desigualdad (9.13), obtenemos:
9.14) sup [|9pu1(t) — Opuz(t)[lr—1 < aller — @2|ls + [ — Y2ls—1 +
t€(0,T)
T sup |Fi(7) = Fo(7)ls-1,
T€[0,T]

Vr<s.H

Corolario 6. (Pf") posee una tinica solucion.
Demostracion: Es consecuencia de la desigualdad (9.1).
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Conclusiones. En nuestro estudio de la ecuacién de onda en espacios de Sobolev periédico tanto

en el caso homogéneo (P,) como en el correspondiente problema no homogéneo (P4") hemos obtenido
importantes resultados, entre los cuales destacamos:

1.

Usando la Teorfa de Fourier, demostramos la existencia y unicidad de solucién del modelo (F%),
asi como la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial en intervalos compactos
[0,T],T > 0.

Probamos la regularidad de la solucién de (FP).

Introduciendo familias de operadores fuertemente continuos, reescribimos la solucién del proble-
ma (P,), obteniendo resultados elegantes.

Probamos que la energia asociada a la ecuacién de onda es conservativa. Este resultado nos permite
obtener la unicidad de solucién de la ecuacién de onda no homogénea.

. Usando la Teoria de Fourier y la familia de operadores fuertemente continuos probamos la exis-

tencia de solucién local y unicidad de solucién del modelo no homogéneo (PS).

. También, obtenemos la dependencia continua de la solucién de (P4") respecto al dato inicial y a la

parte no homogénea del problema.
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