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Resumen
En la literatura ecologica, la interferencia (autointerferencia) o competencia entre depredadores para rea-
lizar la captura de sus presas, ha sido modelada por diferentes formulaciones matemdticas.

En este trabajo, estableceremos las propiedades dindmicas de modelos de depredacion del tipo Leslie-
Gower, en el que se incorpora una de estas formas, descrita por la funcion b (y) = y*, con 0 < a < 1.

La principal dificultad del andlisis se debe a que esta funcion no es diferenciable paray = 0, y la
matriz Jacobiana no estd definida en los puntos de equilibrio sobre el eje horizontal (eje x).

Previamente mostramos un resumen con las propiedades fundamentales del modelo del tipo Leslie-
Gower, con el objeto de efectuar un adecuado andlisis comparativo con modelos donde se incorpora la
auto-interferencia entre los depredadores.

Para reforzar nuestros resultados se muestran algunas simulaciones numéricas.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, respuesta funcional, bifurcacién, ciclo limite, curva separatriz, estabi-
lidad.

Abstract
In the ecological literature, the interference (self-interference) or competition among predators to effect the
harvesting of their prey has been modeled by different mathematical formulations.

In this work, we will establish the dynamical properties of the Leslie-Gower type predation model, in
which is incorporated one of these form, described by the function b (y) = y®, with0 < a < 1.

The main difficulty of the analysis is due to this function is not differentiable for y = 0, and the Jacobian
matrix is not defined in the equilibrium points over the horizontal axis (x — axis).

Previously, we showed a summary with the fundamental properties of the Leslie-Gower type model, in
order to carry out an adequate comparative analysis with models where self-interference between predators
is incorporated.

To reinforce our results, some numerical simulations are shown.

Keywords . Predator-prey model, functional response, bifurcation, limit cycle, separatrix curve, stability.

1. Introduccion. La relacién dindmica entre los depredadores y sus presas ha sido y seguira siendo
uno de los temas dominantes en Ecologia Tedrica (Ecologia Matematica) y particularmente en Dindmica
Poblacional. Esto es debido a su existencia universal [8] y porque permite una mejor comprension del
comportamiento de las cadenas alimenticias o redes tréficas [30, 38].
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El primer modelo depredador-presa fue propuesto por el matemdtico italiano Vito Volterra [6, 7] en
una conocida monograffa publicada en 1926 [39], siendo descrito por un sistema no-lineal de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO); este modelo coincidié con un modelo bidimensional para interacciones
bioquimicas propuesto anteriormente por el matematico-fisico estadounidense Alfred J. Lotka: por esto el
sistema de EDOS,es conocido con el nombre de modelo de Lotka-Volterra [7, 30, 31, 38].

La caracteristica principal de este primer modelo es que el Ginico punto de equilibrio positivo para toda
condicién de pardmetros es un centro [10, 14], es decir, todas las trayectorias son Orbitas cerradas concéntri-
cas alrededor de ese punto. Esto implica que los tamafios poblacionales de los depredadores y sus presas
oscilarfan permanentemente alrededor de ese punto para cualquier condicién inicial [31]. Este comporta-
miento de las soluciones del sistema, fue bastante cuestionado porque en la naturaleza no se encuentran
interacciones depredador-presa en que existan siempre comportamientos periddicos de los tamanos pobla-
cionales de ambas especies, cualquiera sean las cantidades iniciales consideradas [30, 38].

A partir del trabajo de Volterra, se sucedieron distintas propuestas para enfrentar y resolver las diversas
objeciones formuladas [34]. Una de las primeras propuestas para solucionar algunas de las objeciones al
modelo de Lotka-Volterra fue formulada por el bidlogo ruso Georgii F. Gause (1910-1986), quien en 1934
[20] propuso un modelo que toma en cuenta la competencia intraespecifica de las presas [20], reemplazando
el crecimiento Malthusiano incorporado en el modelo de Lotka-Volterra, por la funcion de crecimiento
logistico (también llamada de ecuacion de Verhulst-Pearl [6]).

Un resultado importante es el Teorema propuesto por el matemético ruso Andrei N. Kolmogorov en
1936 [7, 30], que establece condiciones en el sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales no-lineales,
para asegurar la existencia de una tnica solucién periddica estable [13] (matemdticamente, un ciclo limite
atractor). Para el fenémeno de oscilaciones de los tamafios poblacionales de presa y depredadores existe
suficiente evidencia en la naturaleza [35] (Ilamados ciclos ecolégicamente estables [13]).

Una alternativa diferente es el modelo propuesto por Patrick Holt Leslie en 1948 [28], que no se ajusta
al esquema del modelo de Lotka-Volterra [38]. A diferencia de los modelos compartimentados del tipo
Gause [16, 38], basados en un principio de trasferencia de masa o energia [8], el modelo de Leslie se
caracteriza porque la ecuacion de crecimiento de los depredadores es del tipo logistico [6], considerando
implicitamente que existe competencia o auto-interferencia entre los depredadores

Leslie asumi6 que la capacidad de soporte del medio ambiente convencional (environmental carrying
capacity) K, es proporcional a la abundancia de presas « [30], esto es, se asume que K, = K(z) = nx,
donde x representa el tamafio poblacional de las presas. Este supuesto es también asumido en el modelo de
Leslie derivado, llamado modelo de May-Holling-Tanner [4, 18, 30, 33, 38].

Sin embargo, cuando el depredador es generalista y no existen presas disponibles, los depredadores
pueden cambiar a una fuente de alimento diferente [3, 25, 37]. En este caso, la capacidad de soporte del
medio ambiente de los depredadores se puede expresar como K () = nx + ¢, donde el pardmetro ¢ > 0,
indica la cantidad de alimento alternativo disponible para los depredadores [37]. Obtenemos asi, un modelo
de Leslie-Gower modificado [5].

Por otra parte, la accién de los depredadores en la interaccion se denomina respuesta funcional de
los depredadores o funcion de consumo [16, 30]; se refiere al cambio en la densidad de presa atacada por
unidad de tiempo por depredador, cuando la densidad de presa cambia [16]. Se clasifican en varios tipos,
dependiendo del tamaiio de la poblacion de presas o del tamaifio de ambas poblaciones.

El Ecélogo canadiense Crawford S. Holling (1930-2019) en 1959 [26] describid tres tipos de funciones
saturadas, basadas en experimentos realizados en laboratorio, las cuales consider6 sélo dependientes del
tamafio de la poblacién de presas (conocidas como respuesta funcional presa-dependiente).

Posteriormente, Robert J. Taylor en 1984 [36] propuso la respuesta funcional no monotdnica, usual-
mente usada para describir el fendmeno ecolégico denominado formacion de grupo de defensa [23, 37].
Las respuestas funcionales presa-dependiente se nombran como respuestas funcionales del tipo Holling, I,
IL, IV [36] y existen diversas formas matemdticas para describirlas [30, 38].

También han sido propuestas respuestas funcionales que son dependientes de ambas poblaciones tales
como la de Beddington-DeAngelis [21, 40], las razén-dependiente [38], etc.

En el modelo de Leslie [29], la respuesta funcional del depredador es expresada por la funcién lineal
h(x) = qx, también usada en el cldsico modelo de Lotka-Volterra [30, 38]. Sin embargo, esta respuesta
funcional no corresponde a ninguno de los tipos propuestos por Holling [26], por no ser acotada.

En este trabajo estudiaremos el modelo de Leslie-Gower considerando el fenémeno denominado inter-
ferencia o competicion entre los depredadores (CED), lo cual significa que dos o mds depredadores (de la
misma especie) se molestan al capturar las presas y por eso las presas pueden evitar la depredacién [16].

Una situacién similar se puede asumir en modelos Bioeconémicos de acceso abierto, cuando los pesca-
dores se dirigen a un mismo lugar con sus botes o embarcaciones pesqueras para capturar un cardumen de
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peces; los botes pueden chocar entre ellos [11] e incluso originarse agresiones entre las tripulaciones (efec-
tuando disparos, rotura de implementos de pesca, etc.), como ha sucedido en diversos lugares del planeta
[11,12].

Existen tres formas para representar matemdticamente la CED, siendo una de ellas la respuesta funcio-
nal de Beddington-DeAngelis [21, 38]. Asumiremos la expresion formulada por el matematico canadiense
Herbert I. Freedman en 1979 [17], modificando el supuesto de los modelos habituales. Asumié un cambio
en la funcién de depredacién proponiendo la funcién [17]:

B(z,y) =h(x)y*, con0 < a < 1.

donde « es la constante de interferencia mutua, y h (x) es la respuesta funcional del depredador depen-
diente sélo de la poblacién de presas.

En el siguiente grifico vemos el comportamiento de la funcién b (y) = y®, con 0 < « < 1, para
diferentes valores de .

xr

Figura 1.1: Graficos de la funcién b (y) = y“, para a = 0,25, 0,5, 0,75y o = 1.

Se observa que si & — 0, la gréfica de la funcién crece en forma mas abrupta. Esto significa que
la competicién entre los depredadores es mds intensa, mientras que para valores grandes de « — oo la
competicién va disminuyendo. Cuando o = 1, se tiene el modelo original de Leslie-Gower [29].

Este trabajo estd enfocado en el andlisis de un modelo derivado del modelo de Leslie-Gower, asumiendo
que los depredadores compiten entre ellos y no disponen de un alimento alternativo.

El resto del articulo estd organizado como sigue: En la Seccién 2 haremos la formulacién de los mo-
delos en estudio y las propiedades bdsicas del modelo de Leslie-Gower. En la seccién 3 mostraremos las
propiedades principales del modelo asumiendo CED. En la Seccién 4 presentaremos algunas simulacio-
nes computacionales y en la Seccién 5 discutiremos las consecuencias de la CED en el modelo del tipo
Leslie-Gower modificado

2. Preliminares. En esta seccion, presentaremos las propiedades fundamentales del modelo de Les-
lie (o de Leslie-Gower) propuesto en 1948 [28] y el modelo de Leslie-Gower modificado considerando
alimento alternativo para los depredadores.

En adelante denotaremos por x = x(t) e y = y(t) los tamafios poblacionales de presas y depredadores,
respectivamente, medidos en nimero de individuos, biomasa o densidad por unidad de area o volumen,
en cualquier instante ¢ > 0. Ademds, z (0) > 0 e y (0) > 0 (No hay generacién espontdnea en el medio
ambiente).

2.1. Modelo de Leslie. Es descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales del tipo
Kolmogorov [16, 22]:

dx T

G = rl-%)r—quy
2.1) Ly (@) : 4 o " :

@ = s(1—=L)y

Los pardmetros son todos positivos, esto es, i = (1, k, q, s,n) € R, teniendo los siguientes significa-
dos ecolégicos:
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r es la tasa intrinseca del crecimiento de las presas;

K es la capacidad de soporte del medio ambiente para las presas;

q es la tasa maxima de consumo per capita, es decir, la maxima cantidad de presas necesarias que
pueden ser comidas por cada depredador en cada unidad de tiempo;

s es la tasa intrinsica del crecimiento de los depredadores;

n es la calidad de las presas como alimento para los depredadores.

2.1.1. Propiedades del modelo de Leslie-Gower. Las principales propiedades dindmicas del modelo
de Leslie-Gower descrito por el sistema (2.1) o campo vectorial L, (x,y) son:

1.

Su dominio es el conjunto

Q={(z,y) eR?: >0,y >0} =R" x R}
Claramente, el sistema (2,1) no estd definido en « = 0, pero la isoclinica (isoclina) de los depreda-
dores pasa por el punto (0, 0). Sin embargo estudiaremos su incidencia en la dindmica del sistema
(2.1).
El conjunto

I={(z,y) eR?*:0< 2 < K,y>0},
es una region positivamente invariante.
Las soluciones son acotadas.

Se puede demostrar usando la compactificacién de Poincaré [32] o usando desigualdades

diferenciales [9].
Esta propiedad muestra que el modelo esta bien formulado [8].

. El conjunto

B:{(x,y)ERQ:OSISK,OSygnI},
es también una regién positivamente invariante.
Notamos que si y > nz, entonces, ‘2—? < 0. Esto implica que la poblacién de depredadores va
a la extincion.
Sir (1 — %) — qy > 0, la poblacién de presas crece.
Sir (1 — %) —qy < 0,lapoblacion de presas se extingue.

. Los puntos de equilibrio del sistema (2.1) o singularidades del campo vectorial L, (z,y) son

rK
r+nqgK

Por lo tanto (z, nz.), siempre existe en el interior del primer cuadrante Int (R)
La matriz Jacobiana o matriz de la comunidad [38] es

f%(erfKrJquy) —qx

(K,0)y (xc,nze) cON T = > 0.

2

DLy (z,y) =
ezl —3 (2y —nz)
Notamos que la matriz Jacobiana no estd definida para z = 0.
La singularidad (K, 0) es punto silla hiperbdlico para cualquier conjunto de pardmetros.

La matriz Jacobiana evaluada en el punto (K, 0) es
—r —qK

0 S
ydetDL, (K,0) = —rs < 0.
Luego, aplicando el Teorema de la traza y el determinante [15, 31], se obtiene la tesis.
Naturaleza del punto (0, 0)
Aunque el modelo de Leslie-Gower no estd definido en el punto (0, 0), estudiaremos su influen-
cia en la dindmica del modelo. Mediante una reparametrizacién y un reescalamiento del tiempo
(variable independiente), estudiaremos un sistema topolégicamente equivalente.
Sean z = Ku, y = nx 'y 7 = rt. Después de un proceso algebraico se obtiene el nuevo sistema

DL, (K,0) =

du (1 g — 2
2.2) Vy (w0): 4 T (1—u=Quu
= Su—-v)v

donde n = (@, S) € R%, con Q = @ y S = 2. El sistema (2.2) o campo vectorial V;, (u,v) es
una extension continua del sistema (2.1).
Los puntos de equilibrio son (0,0), (1,0) y (ue, u) con u. satisface la ecuacién de la isoclinas.
Obtenemos la ecuacién polinomial

1—u—Qu=0,esdecir, up, = 5~
La matriz Jacobiana del sistema (2.2) es
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—u (3u +2Qu — 2 —Qu?
DV, (u,v) = u(But2Quv=2) Qu
Sv S (u—2v)
Luego,
0 0
DVn (07 O) -
0 0

Para desingularizar el punto (0, 0) usaremos el método del blowing-up direccional

Seanu =myv =mp. Luego
dm __ du dv dm

dr dr> dT_de+pdT .
Reemplazando y factorizando se obtiene

V. (m.p) &= m’(1—m—Qmp)
m,p) :
! % = mp(S+m—Sp+Qmp—1)

Reescalando la variable independiente (el tiempo) por A = m, se obtiene
dm __ dmd\ dp __ dpd)\

dr T dx d'r’d‘r_d).\d'r' .
Por lo tanto, se obtiene el sistema del tipo de Kolmogorov

dm
_ = m({l—-—m-—Qm
Vo (m,p): P ( ) ,
& = p(S+m—-Sp+Qmp—1)
La matriz Jacobiana del campo vectorial V;, (m, p) es
_ 1—2Qmp —2m —Qm?
DV, (m,p) =

p(Qp+1) S+m—2Sp+2Qmp—1
La matriz Jacobiana evaluada en (0, 0) es

0
0 §-1

Luego, el punto (0, 0) del campo vectorial V;, (m, p) es

I) una silla hiperbdlica, siy sélo si, S < 1.

I1) Un nodo repulsor, si y sé6lo si, S < 1.
IIT) Una silla-nodo repulsora, si y sélo si, S = 1.
Entonces, por el blowing-down, el punto de equilibrio no-hiperbdlico (0,0) del campo vectorial
V,, (m, p) es una silla-nodo repulsor para todo valor de S.
Por tanto, el punto de equilibrio no-hiperbélico (0, 0) del campo vectorial V;, (u,v) es una silla-
nodo repulsor para todo valor de S.
En consecuencia, el punto (0,0) de la extension continua del modelo de Leslie-Gower tiene un
comportamiento de silla-nodo repulsor

DV, (0,0) =

El sistema (2.2) se puede utilizar para demostrar todas las propiedades del sistema (2.1).
Por ejemplo, la matriz Jacobiana del campo vectorial V;, (u, v) o sistema (2.2) evaluada en el punto
de equilibrio (1, 0) , equivalente al punto (K, 0) del sistema (2.1), es
-1 -Q
0 S
Luego, detDV}, (1,0) = —S < 0, y el punto (1, 0) es una silla hiperbdlica.

DV, (1,0) =

. La singularidad (z.,nx.) que estd siempre al interior del primer cuadrante Int (Rar )2 es global

asint6ticamente estable (g.a.e).
La matriz Jacobiana del campo vectorial V;, (u,v) topolégicamente equivalente (z.,nz.) en el
punto (u, u) es

—u(3u+2Qu—2) —Qu?
Su —Su

DV, (u,u) =

Luego,
detDV;, (u , u)=Su*(3(Q+1u—2),y
trDV;, (u,u) = —u (S + 3u + 2Qu — 2).

En el punto ( L Q—) se tiene

2
DV, (Q+1’ ot ) e <.
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Por tanto, el punto de equilibrio (ﬁ, ﬁ) es un atractor local.

Considerando el Teorema de Poincaré-Bendixson vélido sélo para sistemas bidimensionales, se
1 1
Q+1’ Q+1
En consecuencia (x.,nx.) es g.a.e., en el sistema (2.1).
Observamos que la matriz Jacobiana evaluada en el punto (x.,nz.) es
Kr—2rz—Knqx
— r T
DL, (z,nz) = ,

ns —S

tiene que el punto de equilibrio ( ) es g.a.e.

También la estabilidad global se puede probar usando la funcién de Lyapunov [22] descrita por
V(z,y)=In (f) +Ze+m (ln (y%) + %),
con m > 0, una constante adecuada [27].
Esta funcién es muy parecida a una de las propuestas por B-S. Goh en 1980 [22].
10. El modelo de Leslie-Gower no tiene ciclos.
Se aplica el criterio de Bendixson-Dulac [11, 22, 32] usando la funcién g (u,v) = ﬁ en el
sistema (2.2).

2.2. Modelo de Leslie-Gower modificado. Se denomina modelo de Leslie-Gower modificado o que
se ajusta al esquema de Leslie a un modelo descrito por un sistema EDO generalizado

dr  _ ~h(a,
2.3) G (@) : 3: af (x) =h(z,y)y
a = sU-gmh

donde

f (z) es la tasa de crecimiento per capita de las presas,

h (x,y) es larespuesta funcional o tasa de consumo de los depredadores, dependiente sélo de la pobla-
cién de presas (respuesta funcional presa dependiente) o de ambas poblaciones,

K, (x) es la capacidad de soporte de los depredadores, dependiente del tamafio poblacional de las
presas, y

s es la tasa de crecimiento intrinseco de los depredadores.

A partir del sistema (2.3) se pueden generar diversos modelos considerando diversos fenémenos ecolégi-
cos [1, 18, 24, 37]

3. Planteamiento del modelo. En este seccion presentaremos el modelo derivado del modelo de Les-
lie que serd analizados en la siguiente seccion.

3.1. Modelo con CED. El modelo a estudiar es descrito por el sistema auténomo bidimensional de
ecuaciones diferenciales no lineales del tipo Kolmogorov [16, 22]:

dz — (1 —2Z) g — quy®
(3.1) Xulwy):§ o ( {j) :
@ = s(0-%)y

donde z = z (t) e y = y (t) y los parametros son todos positivos teniendo los mismos significados ecoldgi-
cos anteriores. El pardmetro o €]0, 1], indica el nivel de interferencia entre los depredadores. Por lo tanto,
p=(r,K,q,s,n,a)cRyx]0,1].
Hacemos presente que el sistema (3.1) no estd definido en x = 0, es decir, su dominio es el conjunto
Q={(z,y) €eR?: >0,y >0} =R" x Rf

Con el objeto de simplificar los cdlculos seguimos la metodologia desarrollada en [1, 2, 18, 19, 24];
efectuamos un cambio de variables y un reescalamiento del tiempo como se muestra en la siguiente propo-

sicion.

Teorema 1. El sistema (3.1) es topolégicamente equivalente al sistema

(3.2) Uy (u,0) : wo= wlmum Qe
e = Su—v)v 7
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donde n = (Q, S, ) € R2.x]0, 1[. Su dominio es
= 2
Q={(u,v) eR?*:u>0,v>0} = (R)

Demostracion: Sea xz = Ku e y = nKwv entonces ‘(li—f = K% y % = nK%.
Reemplazando y factorizando en el sistema (3.1) tenemos:

B~ (1w 2
V,, (u,v) : . i
G o= s(1-2)v

Este ultimo sistema no estd definido para v = 0.
Para subsanar esta dificultad, realizamos un reescalamiento del tiempo, dado por 7 = .

Por regla de la cadena obtenemos
du _ dudr _ rdudv __ dvdr _ rdo

dt — dr dt w dr dt dr dt u dr
Reemplazando en ell campo vectorial V,, (z,y) tenemos
_ B g2 e
. T T
VH (.’L‘, y) N d s
G = >(u—-vv

Definiendo Q) = M y S = 2 obtenemos el sistema (3.2). B

Nota 1. Hemos construido la funcién ¢ : Q x R — Q x R dada por
p(u,v,7) = (Ku.nKv, %7’) = (z,y,t)
La matriz Jacobiana de la transformacion ¢ es

K 0 0
Do(u,v,7)=1 0 nK 0
. 0

ydetD, = K7 > g,

Entonces, ¢ es un difeomorfismo que preserva la orientacion del tiempo, por lo cual el campo vectorial
X, es topoldgicamente equivalente al campo vectorial U,y = ¢ 0 X ,.

De esta forma, el sistema (3.2) es una extension continua del sistema (3.1), para x = 0, en particular
en el punto (0, 0).

Puntos de equilibrio
Los puntos criticos (estacionarios o de equilibrio) del sistema se obtienen considerando Z—Z
los cuales corresponden a las soluciones de las ecuaciones:

W (l—u—Quv*) = 0
S(u—v)v = 0

De esta forma, los puntos de equilibrio sobre los ejes son (0,0), (1,0) y (ue,v.) que satisface la
1

ecuaciones de las isoclinas (nulclinas) v =uyv = (%) .

0 dv

257

Lema 1. En el sistema (3.2) siempre existe un vinico punto de equilibrio positivo (al interior del primer
cuadrante Int (RS‘ )2 ) (Ue,ve), para todo valor de pardmetros

Demostracion: Como el punto de equilibrio positivo (u., u.), es el punto de interseccién de las isocli-
nas, la ordenada wu, satisface la relacion

Ue + Que® — 1 =0.

Luego, u, es un cero (o raiz) de la funcién f (u) = v + Qu® — 1 [19].

Observemos que f (u) es una funcién continua para todo u > 0.

Como f (1) =Q >0y f(0) = —1 < 0 entonces, por el Teorema del Valor intermedio, f (u) tiene un
cero en el intervalo abierto |0, 1[.

Ademds, la derivada de f conrespectoaues f (u) = 1+ Qa—= > 0 parau > 0. Por lo tanto, f (u)
es estrictamente creciente para todo u > 0.

De esta forma, existe un tnico cero para la funcién f para todo u > 0, y por consecuencia, existe un
tinico punto de equilibrio positivo (u., u.) para el sistema (3.2) al interior del primer cuadrante. l

Matriz Jacobiana

Para analizar la naturaleza de cada uno de los puntos de equilibrio, de acuerdo al Teorema de Hartman
y Grossman (o Teorema de Linealizacién) [10, 15], se debe analizar la matriz Jacobiana [4] (o matriz de la
comunidad [38]) la cual es
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u(2—3u—2Qv*) —aQuiv!

DUyluw) = 502 S (u — 2v)

Notamos que DU, (u,v) no estd definida para v = 0.

4. Resultados Principales. Para el sistema (3.2) tenemos las siguientes propiedades:

Lema 2. El conjunto T = {(u,v) € Q:0 < u < 1, v > 0} es una region positivamente invariante.

Demostracion: Como el modelo es del tipo Kolmogorov [16], entonces los ejes coordenados son con-
juntos invariantes [10].

Considerando u = 1 se tiene que % =—-Quv* <0y cualqlliera sea el signo de %’ las trayectorias
con condiciones iniciales en el plano de fase, fuera de la regién I entran en ella, mientras las que tienen
condiciones iniciales dentro de T, permanecen alli T.

Por lo tanto, se tiene que I es una regién de invariancia para el sistema (3.2). W

En la siguiente figura se muestra la region de invarianza I'.

Figura 4.1: Regi6n de invariancia T.

Lema 3. Las soluciones son acotadas.
Demostracion: Usando la compactificacion de Poincaré [32].
Sean X = % eY =1 entonces,

dX _ 1d dv _ 1 (,.d d
G E = (Vi )
v _ T
dr — v2 dt
Luego, u = 2 y v = 3 obteniendo
ax  _ d d
T o= Y(E-X3)
ay 2d
@ = Ya
Luego, se tiene
dx _ x? X 1 X 1) 1
Uoxyy.d T T Y[W(l_?_QW)_X(S(7_7)?)}
77( ) ) dy  _ 7Y2[S(£7i)i]
ar = Yy V) vy

Simplificando obtenemos

& - X X _lL)_ _
“4.1n UU (X,Y): dr = Y [X( Y an) S(X 1)]
Y - _S(X-1)

Este dltimo sistema no estd definido para Y = (. Para solucionar esta dificultad, se considera un

reescalamiento del tiempo dado por T' = %T. Entonces, por regla de la cadena
dX _ dXdT _ 1 dX dY _ dy dT _ 1 dY

dr — dT dr — Y?2dT dr T dT dr — YZdT®
Aplicando estas relaciones al sistema (4,1) se obtiene
X l1—a
~ 2 = X X(Y-X-QY -SY (X -1
O, (xy): @ = ALY S mQrm) S s
S = —SY?(X-1)

%(X((Y—X—le—a)—SY(X—1))):X(S—%—SXJr%aH)
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La matriz jacobiana del campo vectorial (7,7 €s

Y —2X — QY=o — SY (2X — 1)
DU, (X,Y) =

-Sy?

La cual no estd definida para Y = 0.
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X((1—%)—S(X—1))

— 28V (X — 1)

Aplicando el método de blowing up direccional, mediante el cambio de variables X = rs%, Y = s

entonces

ax _ ds ay _ ds
ar = 25Tqr Y gt = ar

De esta forma, obtenemos el sistema

dr ax

(

1
= ar 52 \dT dT
U, (r,s):

U(a) ds _  dy
dT — dT

después de algunas manipulaciones algebraicas llegamos a

— 25148

(4 2) U (’I’ S) . % = TS((1+S)TS2 —’]"233_627.8270(_5)
o & = Ss°(1—rs?)

Hacemos un nuevo reescalamiento de la variable independiente (el tiempo) dado por A = sT, entonces

dro_ drd) _gdr y ods _ dsd\ _ gds
df — dxdr — Sax Y ar = axar = Sax-

Aplicando estas relaciones al sistema (4.2) obtenemos

_ e — (14 8)rs? —r2s® —
4.3) U, (r,s) : ? ( )
o = Ss (1 —rs )

Qrs?— — S)

La matriz Jacobiana asociada al sistema del tipo Kolmogorov (4.3) que es

_ rs(2s — 28s — 3rs?2 — 2Qs'—%) — § r(2rs +
DUU(T, S) = ( S 5 Q ) (
—Ss
Luego,
_ -S 0
DU, (0,0) = ,
0 S

25rs — 3r?s? — Q(2 — a)rs' =
—3rs? + 8

Por consiguiente, el punto (0,0) del campo vectorial U, (r, s) es una silla hiperbdlica. Luego es una
silla no-hiperbélica del campo vectorial U, (X,Y"). Entonces, el punto (0, 00) es una silla no-hiperbdlica

del campo vectorial compactificado de U,, (u, v).
Por tanto, las trayectorias son acotadas. H

4.1. Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los ejes. La naturaleza de los puntos sobre los ejes
no puede ser determinadas por los métodos usuales en el sistema (3.2), porque la matriz Jacobiana no esta

definida para v = 0.

Para el estudio de estos puntos haremos un nuevo cambio de variables en el sistema (3.2).

_ L dv _ 1 _L-1dz
Seav—za,luegoﬁ—az b
. . 1 1 _ 2 .
Claramente si v = 0, entonces z = (0. Ademas, % (zo) = ézw 1 estd definida paratodo 0 < o < 1.
Reemplazando tenemos que
% = u?(1-u—Q2)
Zy (u,2) : i tae N\ .
SzeT i = S(u72a>2u
o bien,
du 2
= wf(l—u—Q2)
d
(4.4) Zy(u,2) . )
Z = Sa (u - zE) z
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donde n = (Q, S, @) € R34 x]0, 1[. Su dominio es:
0= {(u,z) ceR?: u>0, 220} = (RS‘)Q.
Los puntos de equilibrio sobre los ejes son (0,0), (1,0). Ademds, el punto (u., z.) debe satisfacer las
ecuaciones de las isoclinas (nulclinas),
z= é (1 — w) recta de pendiente negativa que pasa por los puntos (0, 5) y (1,0)y,
z = u®, funcidén creciente no acotada, por lo que se puede asegurar la existencia de un punto de
interseccion (ue, ze), con 0 < u, < 1.
La matriz Jacobiana es
—u(3u+2Qz — 2) —Qu?

Dy (u.2) = Saz -5 (ozzi —au+ zi)

s

definida para todo (u, z) € €.

Para el sistema (4.4) tenemos las siguientes propiedades
Lema 4. El punto de equilibrio (0,0) es una silla-nodo repulsor (no-hiperbdlica) para todo n =
(Q,S,a) € RIx]0,1[. Demostracién: Claramente,

0 O
DZ,(0,0) =
0 O
Consideremos el blowing-up direccional [10, 14] dado por u = 7y z = rs, donde r y s son funciones
de 7. Se tiene g—i = sg—: + rg—i. Luego, j—j = % (g—j — sg—:)
Reemplazando en el sistema (4,4) se tiene el nuevo sistema
dr 2
_ L= r°(1-r—-Qrs
Z77 (T,S) : ZT 1 ( 1 )1
2 = ;(Sa (r—rEsE)TS—STQ (l—r—Qrs))
factorizando obtenemos:
_ % = r2(1—r—Qrs)
Zy (1,8) : de 11
== sr(—1+r+5a+Qr5—Saro s(»)
Reescalando el tiempo (variable independiente) 7' = rr, se tiene:
dr
N L = r(l—r—Qrs
Zy(r,8) : ZT ( ) . .
ar = S(*1+7’+SO¢+QT575041"E’152>
el cual es un sistema del tipo Kolmogorov y cuya matriz Jacobiana es:
. 1—2Qrs—2r —Qr?
DZ, (r,s) =

s (Qs — Sra—2sa + Sra2sasa+ 1) Sa—1
Evaluada en el punto (0, 0) se obtiene
. 1 0

DZ,(0,0) = . Luego, (0,0) del campo vectorial Z,, (7, s) es un punto:
0 Sa-1

i) repulsor hiperbdlico, si y sélo si, Sae — 1 > 0,

ii) silla-nodo hiperbdlico, si y sélo si, Sa — 1 < 0, repulsor por el eje — x, y

iii) silla-nodo no-hiperbdlico, si y sélo si, Sae — 1 = 0, repulsor por el eje — x.

Por lo tanto, (0, 0) del campo vectorial Z,, (7, s) es silla-nodo no-hiperbélico repulsor, para todo S > 0
yo<a<l.

Por el blowing-down, (0, 0) del campo vectorial V;, (u,v) es silla-nodo no-hiperbélico repulsor, para
todon = (Q, S, o) € R2x]0,1[. W

Lema 5. El punto de equilibrio (1,0) es silla nodo no-hiperbdlico, para todo valor de pardmetros.
Demostracion: La matriz Jacobiana evaluada en (1,0) es

1 -Q
0 Sa
Luego, el punto de equilibrio (1, 0) del sistema (4.4) o singularidad del campo vectorial Z, (u, z) es
una silla hiperbélica para todo n = (Q, S, a) € R x]0, 1].
En consecuencia, el punto de equilibrio (1, 0), del sistema (3.2) es una silla no-hiperbdlica, para todo
n=(Q,S a) € RAx]0,1[.

DZ,(1,0) =
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4.2, Naturaleza del punto de equilibrio positivo. Recordamos que el punto de equilbrio positivo,
(tte, ve) del campo vectorial U, (u, v) o sistema (3.1) satisface las siguientes relaciones:

Ue = Ve

Que = 1—wue

Lema 6. El punto de equilibrio positivo (u., v.) es local asintéticamente estable.
Demostracion: Evaluando la matriz jacobiana en el punto (u., v.) y usando la relacién u, = v, obte-
nemos:
Ue (2 — Bue — 2Que™) —aQu T
St —SUe
Finalmente, aplicando la relacién Qu.“ = 1 — u,, se obtiene la matriz
2
—Ug —aue (1l — ue)
DU, (ue,ve) = ,
Sue —Su,

DU, (ue,ve) =

obteniendo que

detDU,, (ue, ve) = Sue® + aSuc? (1 — ue) = Su? (o + ue — aue) > 0, pues 1 — ue > 0.
Por otra parte,

trDU,, (e, ve) = —te? — Sue = —ue (ue +5) < 0.
De esta forma, (ue, v.) es local asint6ticamente estable. Hl

Nota 2. Recordando que el punto (0,0) y el punto (1,0) son silla-nodo repulsor, por Teorema de
Poincaré-Bendixson el uinico punto de equilibrio positivo (ue,v.) es globalmente asintdticamente estable
(gae). Sin embargo, reforzaremos esta conclusion con los siguientes teoremas.

Teorema 2. El punto de equilibrio (u.,v.) es global asintdticamente estable.
Demostracion: Consideremos la funcién de Lyapunov [22, 27] dada por

B Y& —ue /”w"‘—vea
V(u,v)—S/uE & ¢ + Q 5 —Q dw

=S [, Sgeds y j(v)=Q [, T dw
Entonces V(u v) = h( )+ (v)
Si ue < wentonces h (u) > 0 puesto que

Deﬁnamos

E*up

(Ue,u).

Si u < ue entonces h(u) = —S fu S e d§ y como 552“5 < 0 para todo & € (u, ue).

Entonces, — 525 > 0 para todo £ € (u ue)

Luego, por la linealidad de la integral h (u) = S j e “e Fode > 0.

Por lo tanto, k (u) > 0 para todo u # u..

Notemos que h (u) es la funcién nula si y s6lo si u = u,

De forma andloga ocurre con j (v).

Si v, < v entonces j (v) > 0 puesto que M >0 para todo w € (ve,v).

Siv < v, entonces j (v) = —Q [* w? _”e dw y como “——?=— < ( entonces j (v) > 0.

Por lo tanto, j (v) > 0 para todo v # ve, y j (v) es la funcién nula si y sélo si v = v,.

Asi, V (u,v) > 0 para todo (u,v) # (te,ve) y V(u,v) = 0siy sélosi (u,v) = (te, ve).

Luego, V (u,v) es definida positiva en una vecindad perforada de (u.,v.) al interior del primer cua-
drante.

Por otra parte, la derivada de V' (u, v) respecto al tiempo es

dV (u,v) _ ¢ (u ;2%) (u?((1 —u— Qu™)) + SQ (Ua_vvea) v (u—v)

dr
=5 (u—1ue) (1l —u—Quv*) 4+ 5SQ (v¥ — ve®) (u—v)

Usando las ecuaciones que satisface el punto de equilibrio (ue, ve)
1—ue—Quv¥=0yue—v.=0

tenemos que

W) = § (= o) (L= = Qu* = (1= e = Que)) + 5Q (v = 0.%) (u = v — (ue —v.))
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= S(u —ue)(—(u—ue) = Q™ —ve?)) + SQv* — ve™)((u — ue) — (v —ve))

—S(u—ue)? — SQu — ue) (v — v.Y) + SQ(v™ — v2)(u — ue) — SQ(V* — v.*) (v — ve)
= —S(u—ue)? — SQ(v™ — v.Y) (v — ve)

Como 0 < « < 1, entonces existe un funcién p (v, v ) tal que
(U - ”e) = (Ua - Uea)p(v7ve)

donde p (v, v.)) es una funcién de producto de potencias de v y v, con coeficientes positivos.
Luego,

W) () - 5Q 07— 0P (0.0
Asi, W < 0 para todo (u, v) en el primer cuadrante.
Ahora bien, como
(w—1e)? >0y QW™ —v.2)p(v,0e) > 0.

dvf;:’v) =0 —(u— ue)2 —Q (v™ — veo‘)Qp (v,v6) =0

S (w—u)?=0 A 0" —0.2) p(v,0e) =0
Notemos que p (v, ve) es una funcién positiva puesto que v > 0y v > 0.
Luego, como cada sumando de p (v, v.) es positivo, no existe una raiz positiva de p(v, v.).
Por lo tanto, para v > 0 tenemos

(0 =02’ p(0,0) =0 & (V¥ — 0,2 =0 & v =0,% & v=1,

Entonces, al interior del primer cuandrante, dvéﬁ’”) se anula si y s6lo si (u,v) = (ue, ve).
Luego, W es definida negativa en una vecindad perforada de (u., v.) al interior del primer cua-

drante.
Finalmente, por el teorema de Lyapunov [32], (ue, ve) es global asintticamente estable (g.a.e). B

Teorema 3. No existen ciclos al interior del primer cuadrante.
Demostracién: Consideremos la funcién g (u,v) = -+

uv '’

Observemos que ¢ (u, v) es continuamente diferenciable al interior del primer cuadrante.
Ahora bien, considerando

i [P (u,0) g (u,0)] + 4 [M (u,0) g (u,0)]

|
L o—
2
[V
-
|
T
Q
S
2
| I
J’_
o
S
—
0
=
T
[S3
<

para todo (u,v) al interior del primer cuadrante.
Por lo tanto, por el criterio de Bendixson-Dulac [10, 32], no existen ciclos al interior del primer cua-
drante. l

5. Simulaciones numéricas. Para reforzar los resultados analiticos obtenidos para el sistema (3.2) se
presentaran algunas simulaciones, indicando los valores de los parametros utilizados.

Figura 5.1: Para los valores de paridmetros Q) = %, S = %, a = %, el punto (ue,v.) =
(0,5416, 0,5416) foco estable.
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|
|
(
|
I
|
1
.

Figura 5.2: Para los valores de pardmetros () = %. S = % a = % ell punto (ue,ve) =

(0,0131,0,0131) foco estable.

Figura 5.3: Para los valores de pardmetros Q = 0,0001, S = 0,5, «a = 0,9999 el punto (ue,v.) =~
(0,9999, 0,9999) nodo estable.

6. Conclusiones. En este trabajo se realizo el estudio de la dindmica de un modelo depredador presa
del tipo Leslie-Gower considerando competencia (o interferencia) entre los depredadores CED, descrito por
el sistema (3.1).

Hemos detallado también las principales propiedades del modelo de Leslie-Gower propuesto en 1948
[28, 29] (sistema (2.1), con el objeto de efectuar un estudio comparativo sobre la influencia que tiene en el
modelo original, la forma matemética de describir la CED.

Con el fin de simplificar los célculos, se efectud una reparametrizacion y un reescalamiento del tiempo
se ha obtenido el sistema (3.2) topolégicamente equivalente a (3.1).

Las principales caracteristicas del modelo de tipo Leslie-Gower modificado con CED son:

e Existe una region positivamente invariante.

e Las soluciones son acotadas, es decir el sistema estd bien propuesto (well-posed [8]).

e El modelo con CED no esté definido en (0, 0) y tampoco la matriz Jacobiana del sistema topoldgi-
camente equivalente (3.1) no estd definida para y = 0. La naturaleza de los puntos de equilibrio
sobre el eje — x, se determinaron usando el método del Blowing-up, en el sistema (3.2), cualitati-
vamente equivalente al sistema (3.1).

e El punto de equilibrio (K, 0) es una silla no-hiperbdlica.

e Existe una tnica singularidad positiva (al interior del primer cuadrante), la que es global asint6ti-
camente estable (gae), para todo valor de los pardmetros (Q, S, a) € R3 x]0, 1.

e No posee ciclos (ni ciclos limites) al interior del primer cuadrante (Int (RS‘ )2).

Por lo tanto, ambos modelos, con o sin CED, tienen la misma dindmica, pues en ambos los puntos de
equilibrio tienen las mismas caracteristicas (naturaleza), salvo la hiperbolicidad de los puntos de equilibrio
(K, 0) en cada uno de los modelos.

Tanto en el sistema (3.1), como en el modelo de Leslie-Gower sin interferencia entre los depredadores
descrito por el sistema (2.1), existe un dnico punto de coexistencia de las especies, que es atractor global
asint6ticamente estable (gae). Podemos afirmar entonces que ambos modelos son estructuralmente estables
y ademas no existen bifurcaciones.

Esto significa que cualquiera sea el tamafio inicial de cada de las poblaciones, a medida que transcurra
el tiempo, los tamaifios poblacionales se estabilizan en dicho punto de equilibrio. Esta propiedad de ambos
modelos es muy deseable por algunos ecélogos, o agencias que administran la explotacion de recursos
renovables.

Por ejemplo, si se considera que un cardumen de peces es capturado por muchos interesados al mismo
tiempo (pescadores artesanales o industriales, esto es, los seres humanos actuando como depredadores [12]),
la pesqueria seria sustentable. As{ se deduce en nuestro andlisis, asumiendo la CED descrita por la funcién
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B(z,y) =h(xz)y* con0 < a < 1.

Sin embargo, no podemos concluir que la CED induce la estabilidad de la interaccién depredador-
presa, pues sabemos que en muchas de las interaciones del mundo real, existen extinciones de una o ambas
poblaciones [12], o bien oscilaciones periédicas de los tamafios poblacionales, las que pueden ser explicados
por la existencia de ciclos limites [1, 2, 13] en el sistema dindmico que describe al modelo.

Estas diferentes situaciones son obtenidas como alternativas dindmicas posibles, en modelos que con-
sideran la CED descrita por otras formas matemadticas. Tales casos se obtienen al asumir una respuesta
funcional del tipo Beddington-DeAngelis [21] en el modelo de Leslie-Gower [40].

En este modelo, el punto de equilibrio positivo, no necesariamente es gae, cuando existe, y ademads exis-
ten ciclos limites alrededor de un punto de equilibrio positivo, lo cual implica oscilaciones de los tamafios
poblacionales [40]. Para un mismo conjunto de pardmetros, coexisten comportamientos dindmicos distin-
tos, debido a la aparicion de curvas separatrices en el plano de fase [40]. Asi, las trayectorias o soluciones
del sistema son altamente sensibles a las condiciones iniciales.

De este modo surge la disyuntiva, sobre cual es el modelo mds eficiente para representar una deter-
minada interacciéon de depredacion en la naturaleza. Nosotros creemos que una misma interaccién puede
ser representada por un modelo determinado (cualquiera sea su naturaleza matematica) en un momento o
tiempo definido, pero su validez dependera fuertemente de las hipdtesis subyacentes, que usualmente no
son declaradas.

Teniendo presente que la compledjidad dindmica de un sistema de EDO, no implica la complejidad
ecoldgica del modelo descrito por ese sistema, no podriamos afirmar fehacientemente, que un modelo es
mejor que otro. Sin embargo, situaciones ecoldgicas mds complejas (por ejemplo considerar tiempo de
gestacion, distribucién no-homogénea de las poblaciones o clasificados por edades y sexo, etc.) exigen el
empleo de herramientas matematicas mas sofisticadas que las EDO.
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