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Resumen
En este trabajo, se investiga la estabilidad de dos modelos epidemiologicos de la obesidad. El primer modelo
solo admite la influencia social, es decir el ambiente en que se desplazan los individuos, el segundo modelo
le agrega control para reducir la obesidad y el exceso de peso. El punto de equilibrio libre de obesidad es
local y asintéticamente estable si R, < 1 donde R, es una tasa bdsica de reemplazo. Para el modelo con
control, se muestra la estabilidad del mismo y se aprecia numericamente que acelera la disminucion de
individuos con obesidad.
Palabras clave. Ecuacién diferencial ordinaria, Obesidad como epidemia, Estabilidad, simulacién.

Abstract
In this work, we analyze the stability of two epidemiological models of obesity. The first model only admits
social influence, that is, the environment in which individuals live, the second model adds control to reduce
obesity and excess weight. The obesity-free equilibrium point is local and asymptotically stable if R, < 1
where R, is a basic replacement rate. For the model with control, its stability is shown and it is appreciated
numerically that it accelerates the decrease of obese individuals.
Keywords . Ordinary differential equation, Obesity as epidemic, Stability, Simulation.

1. Introduccion. La obesidad es una enfermedad crénica que estd siendo considerada como epidemia,
debido a su alto crecimiento en el nimero de personas que la adquieren (sin considerar distincién en grupos
poblacionales). La implicancia de su evolucién influye dristicamente en otras enfermedades como la diabe-
tes entre otras, segtin los datos de los principales organismos mundiales de la salud como la Organizacién
Mundial de la Salud (OMS) o PanAmerican Health Organization (PAHO). El incremento de las personas
que adquieren malos hédbitos en su alimentacion o el sedentarismo son algunos de los motivos para que las
poblaciones tiendan a ser obesas, debido a ese aumento los expertos consideran a la obesidad como una
epidemia.

En este trabajo desarrollaremos modelos matematicos que simulen la evolucién temporal de la obesidad
como proceso epidemioldgico. Y como resultado, pretendemos visualizar la evolucién de la obesidad en
nuestra realidad lo que permitird hacer proyecciones que colaboren con los organismos de prevencion de
enfermedades.

En el Perd, un problema de salud que compromete a otras, es la propagacion de la poblacién de obesos, es
por ello que la Obesidad es una de las enfermedades en las cuales se debe tener mucho control. Las institu-
ciones encargadas de ese andlisis y control son los centros de estudios en salud como el Instituto Nacional
de Salud (INS), el Control de Enfermedades Epidemiolégicas (CDC) dependientes del Ministerio de Salud
y las instituciones con centros de investigacion en salud como lo son las universidades con carreras de Me-
dicina y/o Salud Publica. Todas estas centran sus investigaciones en el andlisis de modelos estadisticos, que
no dejan de ser importantes pero si colaterales de nuevas propuestas como lo son los modelos matemaéticos.
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Esto motiva que en este trabajo se proponga, analize e interprete los resultados por simulacién del (los) mo-
delos(s) propuestos(s) para la proyeccion del comportamiento a lo largo del tiempo de la propagacion de la
obesidad. Hay que enfatizar que un modelo es como un mapa, trata de reflejar la gran mayoria de aspectos
que caracterizan a lo que quiere modelar; es por ello que los modelos evolucionan con mayor complejidad
seglin como se van planteando desde lo mas bdsico.

Los modelos a estudiar nos permitirdn mostrar los diversos escenarios de prediccion posibles de la obesi-
dad en varias poblaciones epidemioldgicas y la posibilidad de ver los resultados al colocar un control con
significado médico y que quede expresado matemadticamente. La divulgacion de esta alternativa de analisis
de la obesidad como epidemia permitird obtener una alternativa mas de investigacién para una toma de
decisiones de precision.

En la literatura universal sobre modelamiento matematico de la obesidad, existen dos aspectos de su estudio,
uno desde el punto de vista epidemioldgico ya que debido a malos hébitos en la alimentacién o actividad
fisica, estos han sido factores de propagacion en las poblaciones diversas de esta enfermedad crénica, la
obesidad (modelo basado en la poblacién) como en [1], [2], [3] y el otro punto de vista es fisioldgico en
cuanto al tipo de alimento que se consume (modelo basado en el individuo) [3].

Aqui proponemos modelos que nosotros planteamos a partir de otros modelos que perturbamos segtin algin
nuevo aspecto que consideraremos y la sugerencia es el control de la obesidad traducido en dietas u otras
razones de reduccion de la poblacion con sobrepeso u obeso. También hay aspectos genéticos de la obesidad
que podran ser incorporados segun el avance de la investigacion.

2. Modelo matematico basico y preliminares. Para la construccion de este modelo, consideraremos
tres subpoblaciones de la poblacion total, individuos con peso normal N(t), individuos con sobrepeso S(t) y
aquellos individuos obesos O(t). También vamos a considerar algunas suposiciones:

e La poblacién total es homogénea, es decir tiene condiciones de salud similares.
e Las personas pasan a las diferentes etapas de peso no normal por el consumo excesivo de comida
no sana (harinas, frituras, bebidas gaseosas).

Las transiciones entre estas tres subpoblaciones se suceden de la siguiente manera,

e Una persona de peso normal N(t) que empieza a excederse en comida no sana inicia su transicién
a persona con sobrepeso S(t),

e Una persona con sobrepeso S(t) que continua con su exceso de comida no sana, pasa a ser persona
con obesidad O(t),

e Las transiciones entre las diferentes subpoblaciones se dan en proporcién a las poblaciones de
salida, salvo en el caso de causa de que un individuo con peso normal pase a las etapas de sobrepeso
u obesidad, pues estas se relacionan a la influencia social sobre el individuo como por ejemplo
las costumbres alimenticias de la familia, en cuyo caso estos cambios se dan en proporcion a la
influencia de las otras poblaciones (punto de vista epidemioldgico), es asi como veremos que esta

[S(t) + BO)IN(t)

P(t)

e [os pardmetros de transicidn son constantes, esto serd de mucha utilidad al utilizar el modelo en

etapas cortas de edad.

transicion viene modelada por el término

Con todas estas consideraciones, el diagrama de flujo del modelo es

1 -p)up pup

as

Figura 2.1: Modelo sin control de la obesidad (2.1)
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Y en ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales viene dado por

2.1)

dlzt(t) = (1-p)uP(t)— a:z((?)]v(t) - ﬂIODEQN(t) — uN(t)
%ﬁt) = puP(t) + aISD((gN(t) — (e+p)S(t)

dO(t) O(t)

N ORI

donde las variables para el modelo basico vienen dadas en el Tabla 2.1

Variables | Significado
N(t) Poblacién de no obesos en cualquier momento t (personas con IMC menor de 24,9)
S(t) Poblacién de no obesos con sobrepeso en cualquier momento t (personas que empiezan a
ingerir calorfas, es decir con IMC entre 25 y 29,9)
O(t) Poblacién de obesos en cualquier momento t (personas con IMC mayor que 30)
P(t) Poblacién total en cualquier instante ¢, P(t) = N(¢) + S(t) + O(t)
Tabla 2.1: Significados de la variables del sistema (2.1)
Parametros | Significados
p Probabilidad de que el recién nacido nazca con sobrepeso (se asume que no se nace obeso)
Tasa de nacimiento o muerte natural
Tasa a la cual un individuo con peso normal empieza a ingerir calorias por la influencia de
un ambiente social de gente con sobrepeso y pasa a gente con sobrepeso
B Tasa a la cual un individuo con peso normal empieza a ingerir calorias por la influencia de
un ambiente social de gente obesa y pasa a gente obesa
€ Tasa a la cual un individuo con sobrepeso se convierte en obeso

Tabla 2.2: Significados de los parametros del sistema (2.1)

2.1. Reduccion del sistema. En el sistema (2.1), observamos que la poblacién total P(t) es constante,
ar d(N+S+0)

dt

2.2)

dado que — = — = 0, donde P(t) = P(cte), podemos escribir N (t) = P — (S(t) + O(t)).
En consecuencia, el sistema (2.1) se reduce al estudio de un sistema bidimensional dado por

ds S(t)

— = P . P— —

G = PP T e P (S0 +0W)] (e + mS()

ao O(t)

T = OplP (S0 + 0] +eS() — )

2.2. Normalizacion del sistema. Normalizando el sistema (2.2), consideramos las subpoblaciones
s(t) = S(t)Py o(t) = O(t)P, debido a que la poblacién total es constante, sin perdida de generalidad, se

obtiene

(2.3)

% = putas[l—(s+o0)]—(e+u)s

do
g Bo[l — (s+0)] + es— po
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2.3. Analisis del modelo. Existencia de las soluciones

Teorema 1. Para todo sy, 00 > 0, existen s,0 : [0,00) — [0,00) que resuelven el sistema (2.3) con
condiciones iniciales s = sg, 0 = 0.

Demostracion: La existencia de las soluciones estd garantizada por el teorema de Peano. H

Teorema 2. Todas las soluciones del sistema (2.3) son acotadas y positivas.

Demostracion: El conjunto de soluciones del sistema (2.3) se prueba que son acotadas y positivas
con la condicién de conjunto positivamente invariante; en el sentido que si las condiciones iniciales del
sistema son acotadas y no negativas (regién invariante), las soluciones permanecen en dicha regién en toda
su definicién. W

2.4. Punto de equilibrio libre de obesidad y tasas basicas de reemplazo. Con (2.1) ya reducido y
normalizado al sistema (2.3), buscamos la solucién que represente la situacién de que una poblacién quede
libre de infeccidn, a este se le llama punto de equilibrio libre de obesidad.

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos el sistema algebraico, indicado por las isoclinas

pit+asll —(s+o0)]—(e+u)s = 0
Bo[ll —(s+o0)]+es—po = 0

Teorema 3. Si p = 0, los puntos criticos se dividen en tres casos:

1. El punto libre de sobrepeso y obesidad (s,0) = (0,0) existe si « = € +

2. El punto libre de obesidad (s,0) = (s*,0) existe si a« > € + [u.

3. El punto persistencia de sobrepeso y obesidad (s, 0) = (s**,0**) existe si (e+pu—a)(f—a) > 0,
donde

s**:(a_e_m<ﬂ<ﬂ—a>+eﬂ>

(e+m)(B—a)

ok €(€+/L—O[)
(e+n)(B-a)

Las tasas basicas de reemplazo son aquellos pardmetros de salida que determinan la ocurrencia o no
de la eliminacién de las poblaciones de individuos con sobrepeso y obesidad. Para su cdlculo utilizamos la
matriz de la préxima generacion.

Teorema 4. Si p = 0, el punto de equilibrio libre de sobrepeso y obesidad es local y asintéticamente

estable si R = g < 1, es inestable si R = % > 1.

Demostracion: Al aplicar la matriz de la préxima generacidn, los autovalores de la matriz de la préxima

generacion correspondiente son \; = n y Ay = e

€+ p
El punto de equilibrio libre de sobrepeso y obesidad existe si & = e+, luego A; = 1. En consecuencia, por
el Teorema 2 de la Ref. 11, tenemos que si R = 5 < 1, el punto (s,0) = (0,0) es local y asintéticamente

establey si R = % > 1, dicho punto es inestable. l

2.5. Simulaciones. Aqui una simulacién del modelo de la obesidad dado por (2.1), con condiciones
iniciales de data del afio 2005 (¢ = 0) hasta el afio donde los valores de las condiciones iniciales vienen
dados en la Tabla 2.3

Notacién CI | N(0) | S(0) | O(0) | P(0)
Valor 100 35 25 160

Tabla 2.3: Valores de las condiciones iniciales (CI) del sistema (2.1)

Se puede apreciar de la simulacién del modelo (2.1), que ante una poblacién de no obesos de 100,
35 de los que exhiben sobrepeso y 25 obesos, si las tasas de conversion a las subpoblaciones en riesgo
son pequeiias, tendremos el control sobre la obesidad. Nuestro propdsito serd demostrar teéricamente esta
situacion.



Porcentaje de Poblaciones

3. Modelo con control de la obesidad. Se plantea un modelo epidemioldgico para la obesidad consi-
derando tratamiento traducido en dieta o actividad fisica. Para la construccion de este modelo, considerare-
mos igual que con el modelo anterior, tres subpoblaciones de la poblacién total, individuos con peso normal
N(t), individuos con sobrepeso S(t) y aquellos individuos obesos O(t). También vamos a considerar las

suposiciones:
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Modelo NSO de la Obesidad

© No Obesos

© Sobrepeso
© Obesos

300

Tiempo (semanas)

Figura 2.2: Modelo sin control de la obesidad (2.1)

e la poblacidn total es homogénea (es decir tiene condiciones de salud similares).

e Las personas pasan a las diferentes etapas de peso no normal por el consumo excesivo de comida

no sana (harinas, frituras, bebidas gaseosas).
o El individuo puede empezar una dieta en cualquiera de las etapas S(t) o O(t).

Las transiciones entre estas tres subpoblaciones se suceden igual que con el modelo (1), solo que aqui con-
sideraremos la etapa de control de la obesidad Con todas estas consideraciones el modelo tiene el diagrama

de flujo

Figura 3.1: Modelo con control de la obesidad (2.1)

lo que en ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales viene dado por

aN
dt
ﬁ
dt
@
dt

3.1)

(L= p)uP(t) —
puP(t) + a%

(t)

S(t) o(

a3 vy~ 820 Ny 4 ys(t) — unv ()

P(T) P(t)
N(t) +60(t) — (e +~ + p)S(t)

B]OD—N(t) +eS(H) — (0 + p)Ol)

(t)
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donde muchos de los pardmetros son los del modelo (2.1) vistos en la (Tabla 2.2) y otros son estos:

Pardmetros CI Significado

0% Tasa a la cual un individuo con sobrepeso adquiere un peso normal porque

entra en control de sobrepeso (dieta)

0 Tasa a la cual un individuo con obesidad se convierte a individuo con sobrepeso

porque entra en control de obesidad (dieta)

Tabla 3.1: Valores de las condiciones iniciales (CI) del sistema (3.1)

3.1. Reduccion del sistema. En el sistema (3.1), observamos que la poblacién total P(t) es constante,
dado que

dP _ d(N+S+0)
dt dt
donde P(t) = P (cte), se tiene N (t) = P— (S(¢)+O(t)). En consecuencia, el sistema (3.1) se reduce
al estudio de un sistema bidimensional dado por

B = oup(t) + o2 1P — (S(1) + 0] +60(1) ~ (e + 5+ WS (D)
(3.2)
9~ %0 1p(s(0) + 0] + es1) ~ 3+ wOKE)

3.2. Normalizacion del sistema. Normalizando el sistema (3.2), consideramos las subpoblaciones
s(t) = S(t)Py o(t) = O(t)P, debido a que la poblacién total es constante, sin perdida de generalidad, se
obtiene

% = pu—l—as[l—(S+O)]+60—(€+7+M)s
(3.3)
% = Po[l — (s +0)] +es— (6 + p)o

3.3. Analisis del modelo. Existencia de las soluciones

Teorema 5. Para todo sy, 09 > 0, existen s,0 : [0,00) —> [0,00) que resuelven el sistema (3.3) con
condiciones iniciales s = sg, 0 = 0g.
Demostracion: La existencia de las soluciones estd garantizada por el teorema de Peano. B

Teorema 6. Todas las soluciones del sistema (6) son acotadas y positivas.
Demostracion: El conjunto de soluciones del sistema (6) se prueba que son acotadas y positivas con la
condicién de conjunto positivamente invariante; en el sentido que si las condiciones iniciales del sistema son

acotadas y no negativas (region invariante), las soluciones permanecen en dicha region en toda su definicién.
[ |

Punto de equilibrio libre de obesidad y tasas basicas de reemplazo. Con (2.3) ya reducido y nor-
malizado al sistema (3.3), buscamos la solucién constante que represente la situacién de que una poblacién
quede libre de obesidad. Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos el sistema algebraico, indicado por
las isoclinas

pp+as[l = (s+o)]+do—(e+v+p)s = 0
Bo[l — (s + o)l +es — (6 + p)o

(3.4)

I
o
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Teorema 7. Si p = 0, los puntos criticos se dividen en tres casos:

1. El punto libre de sobrepeso y obesidad (s,0) = (0,0) existe six =€+ v+ i

2. El punto libre de obesidad (s,0) = (s*,0) existe si « > € + v + [

3. El punto persistencia de sobrepeso y obesidad (s, 0) = (s**, 0**) existe si (e+y+p—a)(f—a) >
0, donde

**_05767 ﬂ(ﬂ_a)"'eﬁ
= e ()

= (6(6 +67++uu;(g - a))

Las tasas basicas de reemplazo son aquellos pardmetros de salida que determinan la ocurrencia o no
de la eliminacién de las poblaciones de individuos con sobrepeso y obesidad. Para su célculo utilizamos la
matriz de la préxima generacion.

Teorema 8. Si p = 0, el punto de equilibrio libre de sobrepeso y obesidad es local y asintéticamente

estable si’ R = % < 1, es inestable si R = % >1.

Demostracion: Al aplicar la matriz de la préxima generacidn, los autovalores de la matriz de la préxima

generacion correspondiente son Ay = e VAo = 8
et+y+p K
. El punto de equilibrio libre de sobrepeso y obesidad existe si &« = € + v + pu , luego Ay = 1. En

consecuencia, por el Teorema 2 de la Ref. 11, tenemos que si R = & < 1, el punto (s, 0) = (0,0) es local
y asint6ticamente estable y si R = % > 1, dicho punto es inestable. l

3.4. Estimacion de Parametros. Trabajaremos el caso de obesidad en nifios, vamos a calcular algu-
nos parametros estimados para tiempo ¢ en semanas y otros los tomaremos de la literatura de investigacion.
Consideramos que todos los nifios nacen con peso normal. El pardmetro de tiempo medio que un nifio se
queda en el sistema dindmico es 3 afios, es decir. 156 semanas, luego ;1 = 1/156sem ! . El pardmetro
con el que los padres de un individuo (nifio) toma conciencia de su sobrepeso con mayor interés en su
nutricién viene dado por € = k * 0,0089, donde el valor de 0,0089 se estima usando el crecimiento semanal
del peso medio de un nifio registrado en [12], es decir el nimero de semanas que se toma un nifio con
mala alimentacién en lograr sobrepeso. Un individuo con consumo de comida no sana se toma 1/0,0089
semanas para ir del peso normal a sobrepeso, entonces esto multiplicado por la tasa de éxito para regre-
sar a peso normal viene dado por € = 0,0089 * 0,312 = 2,7768 * 10~ semanas—'. El pardmetro que
mide el éxito parcial de que un individuo obeso en dieta disminuya su IMC a sobrepeso, es estimado asi
0 =¢€%0,146 = k * 1,2994 % 103 semanas ! [8].

Hacemos un resumen de los valores de los pardmetros antes discutidos.

Parametros Valor
p 0
u T+ semanas !
o 0,0089 semana—!
B Be(0,1)
k ke (0,1)
€ k * 0,0089 semanas
v 2,7768 * 10~3 semanas !
5 k*1,2994 % 10~3 semanas !

Tabla 3.2: Estimaciones de los valores de los pardmetros del sistema (3.1)

Los parametros 3 y k serdn estimados de acuerdo con los resultados de la data con la que se trabaje.
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3.5. Simulaciones numéricas. Consideramos condiciones iniciales en el afio 2007 (¢ = 0) y condi-
ciones finales en el afio 2010 (t = 156) para el modelo (3.1).
Con los valores de los pardmetros obtenidos por literatura especializada y las condiciones iniciales, realiza-
mos algunas simulaciones para diferentes valores de 'y k tratando de encontrar valores adecuados para la
realidad correspondiente.

Modelo NSO con control de la Obesidad

Porcentaje de Poblaciones

Tiempo (semanas)

Figura 3.2: Modelo con control de la obesidad (3.1)

Hacemos una comparacién grafica de los modelos propuestos (1) y (4) y apreciamos el aporte del
control sobre la dindmica de la obesidad.

Modelo NSO de la Obesidad Modelo NSO con control de la Obesidad

i
02

Percantae de Poblaciones
A\

Figura 3.3: Comparacién de los Modelos sin y con control de la obesidad (3.1)

4. Conclusiones. En este trabajo, analizamos dos modelos en ecuaciones diferenciales ordinarias que

permiten analizar a la obesidad desde un punto de vista epidemiologico. El primero nos describe la pro-
pagacion de dos estados de anormalidad en peso de los individuos, sin considerar tratamiento alguno. El
segundo modelo, coloca un parametro que podria describir la tasa de efectividad de un control que este
caracterizado por un cambio saludable en el estilo de vida del paciente, cuando toma conciencia de su peso
o sufre las consecuencias sobre otros aspectos de su salud. Esto puede suceder en dos etapas cuando el
individuo pasa de su calidad de obeso a sobrepeso y el otro de sobrepeso a no obeso.
La pregunta que se presenta es que tan efectivo podria ser el control considerado y cual seria su relacion
con la tasa de desercion y volver a los malos habitos de vida. En este trabajo hemos considerado parametros
de control constantes. Nuestro andlisis muestra que cuando R < 1 el punto de equilibrio libre de obesidad
es local y asintoticamente estable y cuando R > 1 este es inestable.
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