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Resumen
En el presente articulo, se expone una generalizacion del conjunto ternario de Cantor basada en la 3-
expansion de un niimero; ademds, se presenta que, bajo hipotesis adecuadas, esta extension también corres-
ponde a la manera constructiva de la definicion del conjunto ternario de Cantor. Finalmente, se demuestra
que los conjuntos que se obtienen son, en efecto, conjuntos de Cantor.
Palabras clave. Conjunto de Cantor, conjunto ternario de Cantor, 5-expansion.

Abstract
In this work, we show a generalization to the ternary Cantor set based on the [3-expantion of a number,
futhermore, we present that, under appropriate hypotheses, this extension also corresponds to a constructive
way of the definition of the ternary Cantor set . Finally, we prove that these sets that are, in effect, Cantor
sets.
Keywords . Cantor set, ternary Cantor set, S-expantion.

1. Introducciéon. En 1883, G. Cantor introdujo el denominado Conjunto ternario de Cantor [1], a
partir de ahf, varias generalizaciones de este conjunto han sido propuestas. Una de las generalizaciones mas
conocida es el denominado conjunto de Smith-Volterra-Cantor (ver [2]). En este trabajo presentamos una
generalizacion del conjunto ternario de Cantor a partir de la caracteristica que le da su nombre: la expansiéon
ternaria.

El conjunto ternario de Cantor puede ser visto como el conjunto de todos los elementos del intervalo
[0, 1] que tiene un representacion en base 3 en la cual el nimero 1 no aparece. Con esto en mente, dado
cualquier nimero 8 natural mayor o igual que 3, podemos considerar el conjunto de todo los elementos
del intervalo [0, 1] que tiene un S-expansién en la cual un ndmero «, con « un natural entre 0y 8 — 1,
no aparece. Asi, la pregunta inmediata es si este tipo de conjuntos tienen las mismas propiedades que el
conjunto ternario de Cantor, es decir, si son conjuntos de Cantor.

Para precisar lo que es un conjunto de Cantor, vamos a considerar las siguientes definiciones sobre
espacios topolégicos. Diremos que un subconjunto C' de un espacio topoldgico es:

e Denso en ninguna parte o diseminado si el interior de su clausura es vacio, es decir, si int(C) = @.
e Perfecto si es igual a su conjunto derivado (el conjunto de sus puntos de acumulacién), es decir, si
c=cC.
o Totalmente disconexo si sus componentes conexas son conjuntos unitarios.
Con esto, tenemos la siguiente definicién de un conjunto de Cantor.

Definicion 1 (Conjunto de Cantor). Un subconjunto de un espacio topoldgico es llamado un conjunto

de Cantor si es totalmente disconexo, perfecto y compacto.
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En particular, en R, tenemos la siguiente caracterizacioén de los conjuntos de Cantor [3, pag. 314].

Proposicion 1. Un subconjunto de R es un conjunto de Cantor si es denso en ninguna parte, perfecto
y acotado.

Utilizaremos las siguientes notaciones para realizar el andlisis de los conjuntos que plantearemos. El
conjunto de los nimeros naturales se lo representard por w, como es habitual en la teoria de Conjun-
tos; de igual forma, dado un niimero natural 8 € w, diferente de 0, se entenderd este como el conjunto
{0,1,...,8 — 1}. Ademas, denotaremos por Z al intervalo [0, 1] de R. Por otro lado, dados conjuntos A y
B, AP designari al conjunto de todas las funciones de B en A, en particular, A“ representa el conjunto de
todas las sucesiones de A. Finalmente, ) representard la medida de Lebesgue sobre R.

Ahora, dados 5 € wtal que 8 > 1y € Z, una [3-expansion de x es una sucesion ()
decir, z,, € {0,1,...,8 — 1} para todo n € w) tal que

r= Z gn+t

necw

de 3 (es

new

Se tiene que todo elemento de Z posee al menos una S-expansion [4]. Con esto, definiendo la funcién
T: g —7I

(In)new — Z

new

Tn,
ﬁn-{-l ?

tenemos que una sucesion (z,,),,,, de B es una S-expansién de z si T ((xy,)
en [4], se tiene que esta funcién es sobreyectiva mas no inyectiva.

nEw) = x. Por lo mencionado

2. Generalizacion de conjuntos de Cantor. En esta seccién, tomaremos § € w tal que 3 > 3.
Generalizamos el conjunto ternario de Cantor de la siguiente forma.

Definicion 2. Sean 8 € w, tal que 5 > 3, y € [3; definamos

Tn

Bn—i—l

C(B,a) =T ((B~A{a})*) =3

new

: (xn)new € (6 N {O‘})w ’

es decir, el conjunto de todos los elementos de T tales que tienen una 3-expansion en la cual el niimero «
no aparece.

Con esta definicién, tenemos que C(3, 1) es el conjunto ternario de Cantor. Por otro lado, este conjunto
puede ser “construido” partiendo el intervalo Z en 3 partes iguales y retirando la segunda de estas y luego
repitiendo este proceso sobre cada intervalo restante [5], es decir,

c3.1)= () U [;nk;ﬂ :

mew~{0} \ke3

donde 37" representara el conjunto de todos los nimeros naturales k£ menores que 3™ tales que k #
1 (mdd 3), esto retira las segundas partes de cada nueva subdivision de intervalos.

Empezaremos demostrando que, bajo hipétesis adecuadas sobre «, C(8, @) puede ser construido de
igual manera, es decir, partiendo el intervalo Z en (3 partes iguales y retirando la parte (« + 1)-ésima. Esto
lo podemos formalizar de la siguiente manera: param > 1y k € ™, definamos

k k+ 1]
pgm> pm |’
notemos que {Ay o}rep divide al intervalo Z en 3 partes iguales y, de igual manera, { A y41}gepm+

subdivide a cada uno de los intervalos de { Ay, ., }regm en 3 partes iguales. Por otro lado, definamos Ey = 7
y, param > 1,

Ak,m = |:

Em: U Ak,m7
keBr

donde

Ba' ={k € B™: k# o (méd B)},
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al tomar la unién sobre este conjunto, retiramos la parte (. + 1)-ésima de cada divisién. Asi, el conjunto
() Em,
mew

representa el proceso de partir el intervalo Z en [ partes iguales y retirando la parte (« 4+ 1)-ésima. En las
Figuras 2.1 y 2.2 podemos ver ejemplos de este proceso.

E:S
E,
— E
010 012 0;4 016 018 er
m<3
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 2.1: Primeros pasos de la construccion para S =3y a = 1.
EZK
Ey
° ° — B
(J:O 012 Oj4 0:6 018 1:0
m<3
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 2.2: Primeros pasos de la construccién para § =4y a = 2.
Nuestro objetivo es demostrar que, bajo hipétesis adecuadas, se cumple que
CB,0)= () Em-
mew
Empecemos, demostrando que, en general, se tiene una de las inclusiones.
Proposicion 2. Sean 5 € w, tal que B > 3, y a € (3. Se tiene que
C(B,) C () Em-
mew
Demostracion: Sea x € C(f3, o), tenemos que existe (7,),, ., € (8~ {a})* tal que
L
@ =T((Zn)pen) = Z Bt
new
demostremos que = € m E,,. Como z,, € 8 paratodo n € w, tenemos:
mew
Ty g—1
OSZﬂnJrl SZ BnJrl _1’
new new
por lo tanto, x € Fj.
Ahora, sea m € w con m > 1, vamos a demostrar que x € E,, = U Ap; . Definamos
keB
m—1

k= Z ﬁmflfnxn,

n=0
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notemos que k € 87, en efecto, tenemos que

m—1 m—1 m—1
0< Z Bm—l—nxn < Z ﬂm—l—n(ﬁ _ 1) — Z(ﬁm—n _ Bm—l—n)
n=0 n=0 n=0
=B =B = B -1,
de donde, 1 < k < ™ — 1. Ahora, por reduccion al absurdo, supongamos que existe [ € Bm’l tal que
m—1
k—a=18,conello, I+ o= Z ﬁm_l_"xn, es decir,
n=0
m—1
> BT e, = " g + B A A BT+ T = 1B+
n=0

asi, tenemos
Tim—1 = a — B(B™ 2xo + B Pz + B P ra + o+ Ty — 1)

definiendo z := 8™ 2x¢ 4+ ™ 321 + ... + Tm_o — | tenemos tres casos:
e Siz < 0,entonces z < —1;asi =8z > fconellox,, 1 = a— [z > a+ [ > B, es decir,
Tm—1 & B, contradiciendo que (), € (8~ {a})“.
e Si z = 0, entonces x,,,_1 = a, lo cual contradice que (2,,),,c,, € (6~ {a})“.
e Si z > 0, entonces tenemos que z > 1;asi, =0z < —f,conellox,,1 =a—Fz< a—-p<
B — 8 = 0, contradiciendo que (z,,),,c,, € (6~ {a})“.
Con esto, no existe [ € 3™~ ! tal que k — o = 13, es decir, k # o (méd 3), por ende, k € 3.
k k+1
pgm’ pm

Finalmente, observemos que x € [ } , en efecto,

m—1

m—1—n
Z B Tn m—1
_ n=0

Por otro lado,

=35

new

Bm Z Bn+1ﬂm+ Z 6n+1

-1

+Zﬂn+1*ﬁm+z Bn-&-l
,£+;fm
Cpmoopm g

Z Bn-{-l Z ﬁn-&-l

n+1
5 n=0

Con esto, tenemos que x € E,, para todo m € w. Asi, concluimos que C(/3, ﬂ E.

mew
Para demostrar la otra inclusién, primero observemos el siguiente lema.

Lema 1. Sean = € m E.y(zn)

mew

nee Una [B-expansion de x. Param € w, tomemos ky, 11 € pgmrt

kma1 km 1
tal que x € {Bmﬁ , ﬂ—;li_} y definamos r,, = Z

n=m-+1

ﬁ" —. Tenemos que, para todo m € w,
m

. m—n .

o siry, =0, entonces k11 < E 8 Ty < ka1 + 15
n=0

m
e s5iTy, =1, entonces k1 — 1 < Z B "y < kma1s

n=0
m

e 5i0 < r, <1, entonces Z BT "y = k-
n=0
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Demostracion: Sea m € w, notemos que

‘T_Zﬁn-&-l Zﬁn-&-l—’_ Z

new n=m-+1

>

n=m+1

Bn—i—l Z ﬁn+1 Bm+1 6n m’

por lo tanto,

Z Bn-‘rl Bm+1
de donde
m
Frtle =7 BT+ rm,
n=0
km km 1
y, como x € ﬁmﬁ , 6;1:1_} , entonces

km+l < Z Bm_nmn +rm < km—i—l + L
n=0

Con esto, tenemos los siguientes casos:
e Sir,, =0, entonces

m
km-{-l < Z 5minxn < k7n+1 + 1.
n=0
e Sir,, = 1, entonces
m
km+1 S Z Bminxn + 1 S km+1 + 17
n=0
por lo tanto,
m
km+1 -1 § Zﬂminzn S km+1-
n=0

e Si0 < r,, <1, entonces

m m
kmi1 < Z BT, oy < Z B M, + 1

n=0 n=0
y
m m
Z ﬂmjnxn < Z ﬁminxn +7rm < km-{-l +1,
n=0 n=0
de donde

m
km+1 —1< Z,@m_"xn < k'm+1 + 1,
n=0

m

y, COMo Z B8 ", € w, concluimos que Z BT "y = k-

n=0 n=0
Ahora, demostraremos que, bajo las hipdtesis adecuadas, se tiene la inclusién faltante.

Proposicion 3. Sean € w, tal que > 3, y a € 5~ {0, 8 — 1}. Se tiene que

(] Em CC(B,0).

mew
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Demostracion: Sea x € ﬂ FE,,.Como x € Z, tenemos que posee al menos una J-expansion, es decir,
mew
existe (2n,),,¢c,, € A tal que T'((2y),,,,) = 2. Con esto, vamos a demostrar que x,, # « paratodo n € w

o que existe (Yn),c., € (B~ {a}) tal que T((yn),c,,) = -

Supongamos que {n € w : z, = a} # @, vamos a demostrar que existe (), ., € (8~ {a})* tal
que T((y’n)new) =

Seam = min{n € w : z, = a}; con esto, notemos que x,, # « paratodon < my x,, = «. Por

karl km+1 +1
ﬁnz-{-l ) Bm-&-l

otro lado, como x € ﬂ E,,, existe k41 € ﬁg”l tal que = € ; ademads, definamos

mew
Tﬂ’L - E

, tenemos que

n=m-+1 Bn "
Z 5n+1 5m+1
de donde
m
(21) ﬁerl-r = Z Bminﬂjn + Tme-
n=0

Tenemos tres casos:
1. Sir,, =0, tenemos que

Z 6n+1

Ademads, por el Lema 1, se tiene que

m
km-{-l < Z Bminxn < km+1 +1,
n=0

de aqui, como E B8 ", € w, tenemos las siguientes alternativas:

n=0
m
e Si E B "2y = k1, tenemos que
n=0
m—1 m—1 m—1
kmt1 = § B g+ = § :ﬂm_”xn—kazﬁ § :5m_"_1xn+a.
n=0 n=0 n=0
m—1
Ahora, como Z B "Ly, € w, tenemos que k41 = o (méd 3), lo cual no puede darse
n=0

yaque k41 € 63”“; asi, este caso no se tiene.
m

e Si Z B " xy = kg1 + 1, definamos:

n=0

Tn sin < m,
Un =S T — 1 sSin=m,
8—1 sin > m.

Notemos que (yn),,c,, € (8~ {a})*, en efecto, tenemos que x,, # « para todo n < m,
asimismo, como x,, = « tenemos que ,, — 1 # «, ademds, como « € 5~ {0,5 — 1}
tenemos que x,, — 1 € 8.

Por otro lado, tenemos que = T'((yn),,¢,,)> €n efecto, por (2.1), sabemos que, gty =
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Km1 + 1; con esto, se tiene que!

5—1
T((yn)new) = Z ﬁn+1 Bm—&-l Jr Z 6n+1

n<m n=m+1
. Tm 1 1
- Z 6n+1 6m+1 Berl + Bm+1
nm
1 m
m—n
Z +1 = gm+1 ZB In
n<m ﬂn Bm n=0
_ km-l—l +1 _ ﬁm+1x _
- Berl - 5m+1 =7z

2. Sir,, = 1, tenemos que

m

Ty 1
z=> +—.
n+1 m+1
o g

Ademads, por el Lema 1, se tiene que

m

km-{-l -1 S Z Bm_nmn S km—i—lv

n=0
m
de aqui, como E B "x, € w, tenemos las siguientes alternativas:
n=0

e Si Z B" "z, = kmyy1, de manera andloga a lo realizado en el primer caso de la parte

anterior, se tiene que este caso no se da.
m

e Si Z B "y = kmy1 — 1, definamos:

n=0
T sin <m,
Yn =Ty +1 sin=m,
0 sin > m.

Andlogamente a lo expuesto en la parte anterior, tenemos que (y,),,c,, € (8 ~ {a})*. Por
otro lado, tenemos que = = T'((yy),,c,,)- €n efecto, por (2.1), sabemos que, 7o = kyppq;
con esto, se tiene que

m+1
T((yn)nEw) = Z 5n+1 xﬁm-&-l

n<m

T 1
= Z Bn+1 Bm+1 Bm+1

nm
1 1 - m—n
72 +1 1~ Bmtl Zﬂ T+ 1
n<m Bn Bm Bm n=0
_ karl _ 6m+1x _
T Bmrt T pmAl €
3. Si0 < ry, < 1,porel Lema 1, se tiene que
m
Zﬂminzn - km+17
n=0

de manera anéloga a lo realizado en los primeros casos de las partes anteriores, se tiene que este
caso no se da.

I'Si m = 0, entendemos que la primera suma se realiza sobre un conjunto vacio y, por ende, es igual a 0.
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Con esto, concluimos que = € C(8, «).
Asi, de las Proposiciones 2 y 3, se obtiene directamente el siguiente teorema.
Teorema 1. Sean 3 € w, tal que B > 3,y o € B~ {0, 8 — 1}. Se tiene que

:ﬂEm

mew

En los casos en que &« = 0 0 « = [ — 1, durante la construccién de los conjuntos, se obtiene puntos
aislados, como se puede observar en la Figura 2.3. Por esta razén, tenemos las hipétesis colocadas en el
teorema precedente son necesarias, para confirmar esto, se presenta la siguiente proposicion.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

*——o0—o0—o0 *——o0—o0—o0 o—oo—o00—=o00 . h— ﬂEm

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3: Primeros pasos de la construcciéon para § =4dya=8—1=3.

Proposicion 4. Sean 5 € w, tal que B > 3. Sia = 00 o = 5 — 1 entonces ﬂ E,, # C(B,a); es

mew
mds, se tiene que

% € n E,, pero % ¢ C(B,0);
me

2. B2 e () Empero 22 ¢C(3,5 - 1).

mew
Demostracion: De [6] sabemos que para todo x € [0, 1], z tiene a lo mds dos [3-expansiones, es mds,
si posee dos 3-expansiones, una de ellas termina con una cola de ceros, mientras que la otra, con una cola
de 8 — 1. Con esto en mente, tenemos los siguiente:
1. Para % 50 5€ tiene que sus dos B-expansiones son
(1,0,0,0,...) y 0,6—-1,6—-1,8-1,...);

por lo tanto, & C(6,0).

Por otro lado, para m € w, con m # 0, tomemos k = 8™~ ! — 1, tenemos que k € B™; ademds,
k # B — 1 (méd B3), pues, de no ser asi, existiria j € 3™~ ! tal que 3™~ — 1 = f37, con ello
j=pm?2 - % lo que implicarfa que j ¢ w, lo cual es contradictorio. Asi k € 37'. Finalmente,

notemos que
/))m bl 3m 3m ) 5; )

de donde, % € [ﬁ’fn ) %] y, por lo tanto, % € E,,. Asi, se concluye que % € ﬂ E,..

mew

2. Para %, se tiene que sus dos (5-expansiones son

(3-1,0,0,0,...) 'y (B=28-1,8-18-1,...);

por lo tanto, % ZC(B,8—1).
Por otro lado, para m € w, con m # 0, tomemos k = (5 — l)ﬂm_l, de manera andloga al caso
anterior, obtenemos que k € };'. Finalmente, notemos que

{k k+1] {5—1 (5—1)5m1+1}
pgmlopgm | LB g ’

B-1
7 L ¢ E,,. Asi, se concluye que L e ﬂ E,,

mew

de donde, % S {5%, %} y, por lo tanto,
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Ahora, teniendo el resultado del Teorema 1, podemos demostrar que los conjuntos definidos son, en
efecto, conjuntos de Cantor, para esto, tenemos el siguiente teorema.
Teorema 2. Sean § € w, tal que B > 3,y o € {0, 8 — 1}. Se tiene que C(B, ) es un conjunto de
Cantor.
Demostracion: Dividiremos la demostracidn en cuatro partes:
1. Cerrado: por el Teorema 1, C(3, a) es la interseccién de uniones finitas de conjuntos cerrados;
asi, es también cerrado y, por lo tanto, C(8, o) = C(3, )
2. Denso en ninguna parte: utilizando el literal anterior, es suficiente demostrar que int(C(8, «)) =

&, para ello vamos a demostrar que m FE,,, no contiene intervalos abiertos. Sea / C Z un in-
mew

tervalo abierto tal que A\(I) = . Tomemos n € w tal que ﬂ% < ~. Dado que FE,, es la unioén de

intervalos cuya medida de Lebesgue es %,

de E,,. Ahora, sea L C E,, un componente de E,,, notemos que A(L) < ~. Dado que la medida

de L es menor que lade I, tenemos que I Z L C E,, y, con ello,

IZ () Em.

mew

a cada uno de ellos le denominaremos componentes

Asi, como C(B3, ) C (,,c. Em- tenemos que C(3, ) no contiene intervalos abiertos, es decir,
int(C(B,a)) = @.
3. Perfecto: dado que C(83, «) es cerrado, basta demostrar que C(3, ) C C(8, ). Seax € C(8, @)

2
y € > 0, tomemos m € w tal que — < e. Como = € C(f3, av), existe (zy,),, ., € (B~ {a})* tal

ﬂ m

x
que r = E n:lLl . Definamos, para n € w,

p
)z sin=m+1,
n = Ty Sin#Em+1,

new

donde z € B estal que 2 # X1 Y 2 # «. Con esto, tomemos y = Z Zil, tenemos que

new

B
y € C(B,a) \ {z}; adems,
23 2

Tm+41 z
gmt2 = gm <

Bm+2 5m+2

|z -yl = €.

Asi, C(, ) es perfecto.
4. Acotado: dado que C(B, ) C T, se tiene que C (3, v) es un conjunto acotado.
De aqui, concluimos que C(, «) es un conjunto de Cantor.

Dada la existencia de los denominados conjuntos fat Cantor [7, pag. 185], que son conjuntos de Cantor
de medida diferente de 0, cabe calcular la medida de los conjuntos que hemos definido, obteniendo en los
siguientes resultados que, los conjuntos definidos tiene medida nula, es decir no son conjuntos fat Cantor.

Proposicion 5. Sean 8 € w, tal que 5 > 3, y a € 3. Se tiene que ﬂ E,, es de medida nula.

mew
Demostracion: Definamos Ty =7, T, = E,, N E,,,_1 paratodo m > 1. Asi, tenemos que

ﬂ E, = ﬂ TTYL
mew mew

y, ademds, por la construccion realizada, tenemos que la sucesion (Tn)n cw €8 decreciente.

Por otro lado, podemos demostrar (utilizando induccién) que, para cada m € w, T,,, esta conformado

1
por (8 — 1)™ intervalos de longitud — ; con esto,

Bm

para todo m € w.
Asi, tenemos que

. , B—1\"
A < Q Em) =A ( Q Tm) = m1—1>r—1|-100 /\(Tm) = ml—lg-loo <B> =0.

De aqui, junto a la Proposicién 2, se obtiene directamente el siguiente corolario.
Corolario 1. Sean 3 € w, tal que B > 3, y a € (. Se tiene que C(B, ) es de medida nula.
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3. Extension de la generalizacion de conjuntos de Cantor. Sea 5 € w tal que 8 > 3. En la seccién
anterior, definimos los conjuntos de todos los elementos de 7 tales que tienen una S-expansién en la cual no
aparece un nimero dado. En esta seccidn, analizaremos algunas caracteristicas de cuando, en lugar de exigir
que no aparezca un nimero dado, exigimos que no aparezca un conjunto de nimeros en la 3-expansion.

Definicion 3. Sean 8 € w, tal que 8 > 3,y J C j3, definamos

C(B,J) =T (B~ ) {Z

new

ﬂnJrl : l’n new (B\J)w}v

es decir, el conjunto de todos los elementos de T tales que tienen una 3-expansion en la cual los elementos
de J no aparecen en ella.
Notemos que si « € 3y definimos J = {a}, entonces

C(B,a) = C(B,J).

Una pregunta que nace luego de esto es si, para J C 3, puedo construir C(8,J) a partir de la familia
{C(B, @)} aes. Notemos los siguientes resultados.
Proposicion 6. Sea J C 3. Se tiene que

J)< [ CB,a

aeJ

Demostracion: Sea x € C(f3, J), asi, existe (x,),, .., € (8~ J)* tal que

=3

necw

ﬁn-&-l

Sea « € J, como z,,, € J paratodo m € w, tenemos que x,, # « para todom € w, de donde = € C(8, a).

Asi,x € ﬂ C(B,a)

acJ
Por otro lado, podemos notar que la inclusién contraria, en general, no se da. Por ejemplo, tomando

B =4y J = {1,2}, tenemos que 2 € ﬂ C(4,a) pero 2 ¢ C(4,J). En efecto, notemos que las dos
acJ
expansiones de % en base 4 son

(2,0,0,0,...) y  (1,3,3,3,...);

por lo tanto, 2 € C(4,1) N C(4, 2) pero % ZC(4,J).

Ya que, en general, no es posible construir C(3,.J) a partir de la familia {C(8, @)}c.s, cabe pre-
guntarnos si es posible construir el conjunto C(f, J) retirando sucesivamente intervalos a partir de Z; es
decir, tener un resultado andlogo al Teorema 1. Para esto, definamos Fy = 7 y, para m > 1, tomemos

k k+1}
Ak ,
" [ﬁm gm
do.

Proposicion 7. Sean 5 € w, tal que 8 > 3,y J C (5. Se tiene que

J) C ﬂFm.

mew

yF, = U Ay m, donde 87 ﬂ B. Con esto, tenemos el siguiente resulta-
kepy g

Demostracion: Sea x € C(, J), tenemos que existe (x,)

new E :

mew

€ (B~ J)“ tal que

new

x=T(( 5"“;

demostremos que x € ﬂ F,,. Como z,, € [ paratodo n € w, tenemos:

mew

0<Z

new

-1
5n+1 = Z gn+t — L

new
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por lo tanto, x € F. Ahora, sea m € w, con m > 1, vamos a demostrar que x € F,, = U A;wn.
keBT
Definamos
m—1
k=Y By,
n=0

analogamente a lo realizado en la demostracion de la Proposicion 2, tenemos que 1 < k& < 8" — 1. Ahora,
por reduccién al absurdo, supongamos que existen [ € ™1 y a € J tales que k — o = I3, nuevamente,
de manera andloga a la demostracién de la Proposicion 2, tenemos que esto no es posible, por lo tanto,

k # o (méd f) y, dado que « era arbitrario, k& € [7'. Finalmente, tenemos que = € [ k @} (ver

B‘m.? ﬁ'nL
demostracion de la Proposicion 2). Con ello tenemos que x € F,,, para todo m € w. Asi, concluimos que
CB,J)C () Fon-

mew

Para demostrar la otra inclusién, debemos incluir hipétesis adicionales, tal como en la seccidn anterior.
Proposicion 8. Sean € w, tal que > 3,y J C 8\ {0, 5 — 1}. Se tiene que

() Fn CCB,).

mew

Demostracion: La demostracién es andloga a la demostracién de la Proposicién 2.
Con esto, de las Proposiciones 7 y 8, se obtiene directamente el siguiente teorema.
Teorema 3. Sean 3 € w, tal que B > 3,y J C B~ {0,8 — 1}. Se tiene que

C(B,7) = ) Fm.

mew

Ademds, considerando la Proposicién 4, tenemos que la hipdtesis de que J no contengaaOnia g — 1
es esencial.
Por otro lado, gracias al Teorema 3, tenemos que estos conjuntos son conjuntos de Cantor.
Proposicion 9. Sean 3 € w, tal que 3 > 3,y J C B~ {0, — 1}. Se tiene que C(8, J) es un conjunto
de Cantor.
Demostracion: Dividiremos la demostracion en cuatro partes.
1. Cerrado: por el Teorema 3, C(3,J) es la interseccién de uniones finitas de conjuntos cerrados;
asi, es también cerrado y, por lo tanto, C(8, J) = C(8, J).
2. Denso en ninguna parte: sea « € J, como C(8,J) C C(B,«), y C(8,«) es denso en ninguna
parte por el Teorema 2, concluimos que C(3, J) es denso en ninguna parte.
3. Perfecto: andlogo a la demostracion del Teorema 2, tomando z # y,,4+1 Y z 7 « para todo o € J,
como |J| < B — 1, es posible tomar z que cumpla estas condiciones.
4. Acotado: dado que C(83, J) C Z, se tiene que C(8, J) es un conjunto acotado.
De aqui, concluimos que C(8, J) es un conjunto de Cantor.
Para terminar, notemos que C (3, J) también tiene medida nula, pues, por la Proposicién 6, estdn con-
tenidos en conjuntos de medida nula.
Proposicion 10. Sean 8 € w, tal que 3 > 3,y J C [3. Se tiene que C(3, J) es de medida nula.

4. Conclusiones.

e Dados § € wtalque 8 > 3y a € 8~ {0,8 — 1}, tenemos que C(3, ) puede ser construido
partiendo el intervalo Z en /3 partes iguales y retirando la parte (a + 1)-ésima. Més atin, bajo las
mismas hipétesis, tenemos que C(f3, «) es un conjunto de Cantor de medida nula.

e Dados f € wtalque 8 > 3y J C S~ {0,8 — 1}, se tiene que C(3, J) puede ser construido
partiendo el intervalo Z en [ partes iguales y retirando la parte (« + 1)-ésima para todo o €
J. Anédlagomente, bajo las mismas hipétesis, tenemos que C(/3,J) es un conjunto de Cantor de
medida nula.

e Dados 8 € wtalque 8 > 3y a € {0,5 — 1}, tenemos que C(S3, «) no puede ser construido
partiendo el intervalo Z en [ partes iguales y retirando la parte (o + 1)-ésima. Ademads, no es
perfecto pues tiene puntos aislados. Para un trabajo futuro, se podria analizar si eliminando los
puntos aislados, es decir, tomando su derivado, este es perfecto y coincide con la construccién
planteada.
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