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Resumen
Comenzando con las matrices introducidas por Pauli y Dirac en 1928, presentamos una version amigable y
unificada de los grupos cldsicos de la Fisica Matemdtica como subgrupos de dlgebras geométricas reales
creadas por Clifford en 1879, la version primigenia de las dlgebras de Clifford.
Palabras clave. Algebras geométricas, encaje de dlgebras reales, encaje de grupos.

Abstract
Starting from Pauli and Dirac matrices of 1928 we present a friendly and unified version of the classi-
cal groups of mathematical physics as subgroups of subdlgebras of real geometric algebras, created and
presented for Clifford in 1879, the prior concept of Clifford algebras.

Keywords . Geometric algebras, nested of geometric real algebras, nested of groups.

1. Introduccion. A inicios de siglo XX, la Teoria de la Relatividad y los requerimientos matematicos
de la Fisica para trabajar con el espacio de Minkowski, plantearon la necesidad de sustituir el dlgebra
vectorial: En 1920 Heisenberg manifiesta que la Fisica requiere de una Matemadtica completamente nueva
que incluya algebras no conmutativas apropiadas.

A partir de 1928 Pauli y Dirac publican trabajos sobre el uso de las dlgebras reales no conmutativas de
matrices complejas C2*? y C**4 respectivamente.

No se tomé en cuenta que esto significaba un retorno al siglo XIX porque C2*2 y C**4 son representa-
ciones matriciales de las dlgebras geométricas AG(3) y AG(3,1) respectivamente ... jdlgebras geométricas?
... sucede que, conjugando los cuaterniones creados por Hamilton en 1843 para algebrizar las rotaciones
en R3, con el dlgebra exterior creada por Grassman en 1844 para algebrizar la geometria, Clifford crea las
algebras geométricas entre los afios 1873-1879, buscando un proceso amigable para algebrizar la geometria
con el objetivo de divulgar y aplicar lo hecho por Hamilton y Grassman.

En estas notas damos una idea de como el Algebra Geométrica permite abstraer el contexto de Pauli
y unificar el estudio de Complejos y Cuaterniones, simplificando la algebrizacion y aplicaciones de los
espacios euclideanos R(>9) y R(3:0) E] paso siguiente es indagar una extension, abstrayendo el contexto
de Dirac, que incluya los espacios de Minkowski R(!) e hiperb6lico R(1:1),

2. Sobre las matrices de Pauli. Pauli utilizé matrices de C2*2 que ahora llevan su nombre:

2.1) o1 = , oy = y o3
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Con ellas y la matriz identidad, oy,

315

se construye la siguiente tabla multiplicativa:

g1 g9 g3
01 go 0102 0103
02 | —0102 o] 09203
03 | —0103 | —0203 0o

Tabla 2.1: Producto de Matrices de Pauli.

Esta tabla inicia el retorno a las <algebras de matrices sin matrices> de Clifford porque:
e Permite ser ampliada sin emplear explicitamente matrices: Utilizando exclusivamente la tabla 2.1
y la asociatividad del producto de matrices se obtiene la siguiente tabla:

0102 0301 0203
0109 —00 0903 -0301
0301 —09203 —0p 0109
09203 0301 —0109 —00

Tabla 2.2: Producto de bimatrices de Pauli.

e Las tablas 2.1 y 2.2 permiten construir el dlgebra geométrica AG(3), asociada al espacio vectorial

R3, de modo que su representacién matricial es C2*2,

e Andlogamente, con las matrices de Pauli o1 y 02, se construye el dlgebra geométrica AG(2) aso-
ciada al espacio vectorial R?, con representacién matricial R?*2

e Como R?*2 es subalgebrade C?*2; es decir,

R?*2 < C2*2, resulta que AG(2) es subdlgebra

geométrica de AG(3); es decir, R?*? = AG(2) < AG(3) = C?*2,

En [10] presentamos el dlgebra geométrica AG(2), que tiene a R? como subespacio vectorial, de tal

modo que el producto de AG(2) determina su métrica euclideana:
(2.2) vER? = vv = ||v|]* >0.

AG(3) se presenta y emplea de modo similar.

3. Unificando dos algebrizaciones clasicas. Esto es posible porque podemos reemplazar el cldsico

encaje de dlgebras de matrices

3.1)

R2><2 < (C2X2

por un mejor encaje con las correspondientes dlgebras de geométricas:

(3.2)

que resulta mds versatil debido a:

R<C< AG(2) < AG(3).

e [as matrices no ofrecen la invarianza de referenciales que requiere la Fisica.
e Latabla 2.1 resulta equivalente a las condiciones de Grassmann-Clifford para matrices de Pauli:

(3.3)

0i0; = 00

y 0,05 = —040;

con

i,j€{L,2,3} y i<y

que se abstrae en la versién algebraica del concepto de base ortonormal en R>.
e Los complejos C y los cuaterniones H se identifican con subalgebras de AG(2) y AG(3) respecti-
vamente, llamadas subdlgebras pares, que mejoran el encaje (3.2):

R < AG(2) < AG(®3)
[l v v
R < C < H

Esto sutenta la siguiente presentacion unificada de complejos y cuaterniones que veremos a seguir.
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3.1. El algebra de los Cuaterniones. Es la subdlgebra par del dlgebra geométrica AG(3), que se
presenta como:

H = {ap + a1i + azj + ask; as €R, a=0,1,2,3},

un espacio vectorial real de polinomios en las variables ¢, j y k cuyo producto es definido mediante
una forma R-bilineal asociativa pero no conmutativa

HxH— H,

que se procesa utilizando la distributividad establecida por la bilinealidad, la asociatividad y la siguiente
Tabla Multiplicativa (que incluye la no conmutatividad,)

1|1i]j |k
i -1k |4
jl-k|-1]1
k| j|-]-1

Tabla 3.1: Producto de cuaterniones.

Esta tabla es la tabla de las bimatrices de Pauli (2.2), si utilizamos las identificaciones:
0102 =14, 0301 =7 y o0203=k.
Denotando el conjugado de q = ap + a1? + azj + ask € H mediante
q=ag—ayt —asj —ask € H,
se puede explicitar el grupo de los cuaterniones unimodulares:

H, = {qg € H; qq=1}.

3.2. El algebra de los Complejos. Es la subalgebra par del dlgebra geométrica AG(2), que se presenta
como:

C={ap+a1i; as €R, a=0,1}

un espacio vectorial real de polinomios en la variable i, cuyo producto es definido mediante una forma
R-bilineal asociativa y conmutativa

CxC—C,

que se procesa utilizando la distributividad establecida por la bilinealidad, la asociatividad, la conmutativi-
dad y la siguiente tabla multiplicativa:

Tabla 3.2: Producto de complejos.

Esta tabla es parte de la tabla de los cuaterniones (3.2), luego C es subdlgebra de H:
(3.4) R < C<H.

Definiendo el conjugadode 2z = ag+ a1i € C mediante z = ag — a17 € C se explicita el grupo
de los complejos unimodulares, subgrupo de H,:

Cy={2€C; zz=1}<H,.
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4. Buscando la unificacion.

4.1. Sobre las matrices de Dirac. Utilizando las matrices de Pauli, Dirac consideré matrices de

C***  que llevan su nombre:
©® o0 ©® o2 ©® o3 ©®© =09
(41) "= y V2 = y V3 = Yy Ya= )
o O o2 © o3 © oo O

donde ® € C2?*2 indica la matriz nula.

Procediendo con las matrices de Dirac de modo similar a lo hecho con las matrices de Pauli y denotando
con 7y la correspondiente matriz identidad, se obtiene la tabla multiplicativa:

71 V2 3 4
24! Yo Y172 Y173 Y174
Y2 | T2 Yo Y273 Y24
Y3 | M3 | —7273 Yo Y374
Y4 | TV1V4 | TV2Y4 | TY3Y4 | 70

Tabla 4.1: Producto de matrices de Dirac.

Continuemos el retorno a las <dlgebras de matrices sin matrices»> de Clifford. De un lado utilizando
exclusivamente la tabla 4.1 y la asociatividad del producto de matrices se obtiene la siguiente tabla:

Y172 Y3 Y273 Yam1 Va2 Y473 V1727374
Y172 —70 Y273 —7371 —Y472 Y471 Y17Y27Y37V4 Y473
Y371 —7273 —% Y172 Y473 —V1727374 —Yam Y472
Y273 Y3 —7172 —7 —V1727374 “Y473 Y42 Yam
Yam a2 —7473 —Y1727374 Yo Y172 —7371 Y273
Va2 —YaM1 —Y1727374 Y473 —Y172 Yo Y273 Y37
Y473 —Y1727374 Y471 —Y472 Y371 —7273 Yo Y172
V17277374 Y473 Va2 Yam —7273 —3M —M172 —

Tabla 4.2: Producto de bimatrices de Dirac.

De otro lado, la construccién de las matrices de Dirac en base de las matrices de Pauli amplia el encaje
R2*2 < C2*2 al «casi encaje> de dlgebras de matrices:

4.2)

2X2 2%2 4x4
R%% < C#*4 < C**%,

decimos <casi> porque en el dltimo caso no hay un contenido estricto.

Tenemos ademds que:

o C**4 s la representacién matricial del d4gebra geométrica AG(3,1), asociada al espacio de Min-

kowski RG:1),

e Desconocemos una subdlgebra de

(C4><4

que esté asociada al espacio hiperbdlico R(:D | que es

subespacio vectorial de R(>1) | pero si se tiene el 4lgebra geométrica AG(1,1), que es subdlgebra
de AG(3,1) y estd asociada a R,
e Eldlgebra geométrica permite reemplazar el casi encaje (4.2) por dos encajes de dlgebras geométri-

cas:

(4.3)

R < AG(2) < AG(3) < AG(3,1) > AG(1,1)

> R.
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En realidad se tienen tres encajes dobles y algunas relaciones adicionales:

R < AG(2) < AG@B) < AG@3,1) > AG(1L,1) > R

| v v v v I

< C < H < (O > He >
U

c =

U

U u U
R, < GC, < H, < (0 > HE > R,

<

donde:

e En el segundo encaje doble participan las subdlgebras pares de aquellas consideradas en los en-
cajes (4.3); es decir, los complejos C, los cuaterniones H, los octoniones asociativos Q% y los
hiperbdlicos asociativos H®.

e En el tercer encaje doble participan los respectivos grupos unimodulares; es decir, C,,, H,, O¢
y Hi.

e Ademds, las subdlgebras pares hacen posible abstraer y algebrizar conceptos y resultados geométri-
cos parcialmente obtenidos con matrices, como la tabla (4.1) que es equivalente a las condiciones
de Grassmann-Clifford para matrices de Dirac:

- _ e = si 1€ {1,2,3}, ademas
4 VaYa= =Y Y VWY =0 { }

que corresponde a la versién algebraica del concepto de base ortonormal en R(:1),

4.2. Producto geométrico y métrica. Debemos resaltar que el dlgebra geométrica AG(3) (AG(3,1)
respectivamente), identifica vectores de R0 (R(3:1) respectivamente) con sus correspondientes <vectores
matriciales>, lo que permite establecer:

Dado un vector v € RG39 (v € RGD resp.), el producto vv  determina su longitud, precisamente:
e Deunlado: RGO 54 = a17v1 + a2y + aszys, entonces se tiene

vv = ...=a?+ a3+ a3 = ||[v|]|?, conlamétrica euclideana.
e Deotro lado: RGV 5 v = a1y + a2 + azys + asys, luego también se tiene

vo = ...=a? + a3+ a3 — a3 =||v||%, conlamétrica minkowskiana.

4.3. El algebra de los octoniones asociativos. Es la subdlgebra par del dlgebra geométrica AG(3,1)
que se presenta como:

0% ={ap + ari + azj + ask + asl + asm + agn + a7o; a, € R},

una familia de polinomios en las variables i, j, k, I, m, m y o, con la estructura de espacio vec-
torial real usual y un producto definido mediante una forma R-bilineal asociativa pero no conmutativa
0* x O* — 0%, que se procesa utilizando la distributividad establecida por la bilinealidad, la asociativi-

L] i] ] k Il |m|n|o

m|-l]|-0| n A1 kg
n|-o| 1l |-m| j|-k|1 i
o|n |m/| 1 k|1 -1

Tabla 4.3: Producto de octoniones asociativos.
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dad, la que se puede ver en la tabla multiplicativa 4.3 (que incluye la no conmutatividad).

Sobre la tabla 4.3 debemos resaltar que:
e Esla tabla (4.2), de las bimatrices de Dirac, si usamos las identificaciones:

N2 =10 YN =7 =k wun=IL yum=m, muyz=n Yy N7273% =0
e Permite verificar que O“ es un dlgebra real, asociativa y no conmutativa.
o H es subalgebra de Q% porque la tabla (3.2) es parte de la tabla (4.3) y el encaje(3.4) se amplia al
encaje:
4.5) R<C<H<O"
e Definiendo el conjugado de o0 = ag + a1i + azj + ask + a4l + asm + agn + aro, mediante
0 =ag— a1t — asj — agsk — a4l — asm — agn — a7o

podemos explicitar el grupo de los octoniones asociativos unimodulares:

05 ={o€ 0% o0=1}.

4.4. El dlgebra de los nimeros hiperbdlicos asociativos. Es la subdigebra par del dlgebra geométri-
ca AG(1,1) < AG(3,1), se presenta como

H* ={ag+ agl; aq € R} <O

Su tabla multiplicativa es

Tabla 4.4: Producto de hiperbdlicos asociativos.

Esto permite verificar que H® es una subdlgebra asociativa y conmutativade O°®. Ademads, definien-
do el conjugadode b = ag + a4l mediante

6 =ap — a4l7
tenemos el grupo de los nimeros hiperbdlicos unimodulares:
Hy={heH"; bh=1} <O

En el XIII-Inter-Fast-2020, realizado en la Universidad Nacional de Trujillo, presentamos un avance
de este proceso de unificacion empleando los octoniones como algebra madre.

5. Conclusiones.

5.1. Sobre el algebra de los complejos.
e Existe una biyeccion entre 2-espinores y los complejos

RXRB(Tth) < ri+rqyieC.
e Existe un isomorfismo de grupos entre U(1) y C,;:

cos —senb
(5.1) R2*2 5 U(1) < P eC, C AG(2).

senf  cosf
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e La accién del grupo C,, en R?
z2€C, — (vER? — w=zvz € R?),
preserva la métrica del espacio cartesiano R2; en efecto, utilizando la asociatividad,
2 _ s o 2
R 3 ||w|]* = ww = zvZzvz = ... = vv = ||v]|* € R.

e Tenemos un modo unificado de presentar, tres de las cuatro dlgebras cldsicas, sus subalgebras pares
y sus subgrupos unimodulares:

R < AG2) < AG(3)

| v v
R < C < H
U U @]
R, < Cy < H,

5.2. Sobre el algebra de los cuaterniones.
e Existe una biyeccion entre 3-espinores (espinores de Pauli) y cuaterniones

(5.2) CxC>(21,22) ¢ 21+27j€H,
basta considerar z; = ag + a1t, 29 = ag + agi y utilizar:
H = {ao + a1 + asj + ask; as € R} = {(ag + a1i) + (a2 + azi)j; aq € R}.
e Existe un isomorfismo de grupos entre SU(2) y los cuaterniones unimodulares

H, ={qeH; qq=1}:

2 —Z
(5.3) C2*2585U2)5 |71 | o 2+ 2 € Hy C AG(3).
z9 z1
e La accién del grupo H,, en R?
geH, — (veER? — w= qug € R?),

preserva la métrica del espacio euclideano R3; en efecto, utilizando la asociatividad,

R > [|w|* = ww = quiqug = ... = vv = [[v]|* € R.

5.3. Sobre el algebra de los hiperbdlicos asociativos.
e Existe una biyeccion entre (1,1)-espinores (boost) y nimeros hiperbdlicos asociativos

RY > (ag,a4) & ag + asl € HO.

e Existe un isomorfismo de grupos entre /(1) y los hiperbélicos unimodulares ¢

coshf —senhb 0
(5.4) R2*2 > U(1) > < e HL C AG(1,1).
senhf  coshb

e La accién del grupo H;, en R™1) (que a cada b asocia el morfismo)
veRMY = hoh € RO,

preserva la métrica del espacio de Minkowki R(1:1); en efecto,
usando la asociatividad,

R > |Jw|]* = ww = huhhvh = vo = [|v]|* € R.
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5.4. Sobre el algebra de los octoniones asociativos. El dlgebra real de los octoniones asociativos
0%, que abstrae y amplia lo hecho por Pauli y Dirac, disefia una presentacion unificada e integradora de
las dlgebras mas conocidas y de utilidad en la Fisica, planteando la existencia de:

e Dos encajes de dlgebras geométricas

R < AG(2) < AG(3) < AG(3,1) > AG(1,1) > R.
e Dos encajes de dlgebras reales:
(5.5) R<C<H<O*>H*>R.
e Dos encajes de grupos unimodulares:
R, < C, <H, < Q% > H: > R,.

e Una biyeccioén entre (3,1)-espinores (espinores de Dirac) y el dlgebra de los octoniones asociativos.

(56) H2 > (q1,q2) <~ q1+ (JQZ S @a’

donde ¢q1 =ap+ ai1i+asj+ask y qo = a4+ asi+ agj + ark.

e Un isomorfismo de grupos entre SU(3,1) y los octoniones asociativos
unimodulares O¢:

a1 —4

(5.7) H2*2 > SU(3,1) 3 < g1+ gl e0 C AG(3,1).

@2 Q1
e Laaccién del grupo Q% en RG:1
veRGY 5 w=ovd € R(B’l),
que preserva la métrica del espacio de Minkowski R(3:1); en efecto, utilizando la asociatividad,
R > [|w|]* = ww = ovoovds = vv = ||v]|* € R.

e Una biyeccion entre (3,1)-espinores y el dlgebra de los octoniones asociativos Q.
e Un isomorfismo de grupos entre SU(3,1) y los octoniones unimodulares Q¢.

5.5. Sobre la unificacion ampliada.

e Sucede que los resultados obtenidos sobre Octoniones e Hiperbdlicos asociativos encajan en el
modelo clésico del siglo XX, pero no concuerdan con un olvidado resultado matemaético del siglo
XIX:

En 1898, Hurwitz establecid (ver [9]):
Las tnicas dlgebras de division normadas son R, C, H vy los octoniones no asocia-
tivos O,

e Lo anterior obliga a disefiar una alternativa a la introduccién y empleo del dlgebra real de matrices
C**4, su abstracciéon AG(3,1), las dlgebras de los octoniones asociativos Q% y los hiperbdlicos
asociativos H®.

e En este siglo XXI se ha planteado con argumentos fisicos, trabajar con los octoniones no asociati-
vos; en efecto, en 2011 John Baez y John Huerta conjeturan en [1]:

Un sistema numérico concebido en el siglo XIX podria explicar por qué la teoria de
cuerdas exige un espacio-tiempo de diez dimensiones.
En [11] pueden verse argumentos recientes.
e En el presente caso significa tratar de obtener una versién no asociativa de AG(3,1).
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