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Resumen
En este articulo, demostramos la existencia tinica de la solucion para la ecuacion de onda semilineal con
disipacion localizada no lineal mediante el método de Faedo-Galerkin.
Palabras clave. Método de Faedo-Galerkin, existencia y unicidad de solucién, ecuacién de onda semilineal, disi-
pacion localizada.

Abstract

In this article, we demonstrate the unique existence of the solution for the semilinear wave equation with
localized dissipation using the Faedo-Galerkin method.

Keywords . Faedo-Galerkin Method, existence and uniqueness of solution, semilinear wave equation, localized
dissipation.

1. Introduccion. En el presente articulo vamos a demostrar la existencia y unicidad de solucién regu-
lar para la ecuacion de onda semilineal con disipacion localizada no lineal dado por,
(1.1) ug — Au+ a(z)u + f(u) + a(z)g(u) = 0en Q x [0, +o0],
con condicién de frontera
(1.2) u(z,t) =0, en (z,t) € ' x [0, +o0],
y condiciones iniciales
(1.3) u(z,0) = up(z), u(z,0) = ui(x), x € Q,

donde €2 es un conjunto abierto acotado de R™, n > 1 con frontera I" bien regular.

El objetivo del articulo es demostrar la existencia y la unicidad de una solucién regular para el proble-
ma (1.1) — (1.3) utilizando el método Faedo-Galerkin que, ademds de ser un método practico, didactico y
deductivo de facil compresidn, es el método mdas apropiado para sistemas que estdn en presencia de térmi-
nos no lineales y términos con efectos disipativos no lineales como el que se presenta en el presente trabajo.
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Para demostrar el resultado de la existencia de soluciones, las funciones «, a, f y g deben verificar las
siguientes hipétesis:
(H1) a € L(2);a(x) > ag > 0 casi siempre en (2.
(H2) f € C*(R) y cumple la siguiente condicién de crecimiento

|f(z) = f()] < C(L+ |z~ + [y[P~")|z — y|, paratodo z,y € R,

para alguna constante C' > 0y p > 1 tal que (n — 2)p < n.
(H3) La funcién no lineal g : R — R cumple
(a) g € C'(R),
(b) g(s)s >0, paratodo s € R,
(c) g es una funcién no decreciente,
(d) Existen constantes m, M > 0 tal que m|s| < g(s) < M]|s|, paratodo s € R,
(e) ¢’ € L>(R).
(H4) o € WH>(Q); a(x) > ap > 0 casi siempre en .

Por otro lado, la estabilizacidn para la ecuacidn de la onda sujeta a disipacion localizada
uge — Au+ a(z)g(us) =0en Q x Ry,

ha sido estudiada por Zuazua, E. [8] y Nakao, M. [5, 6] donde demuestran el decaimiento uniforme de las
soluciones considerando la funcién a positiva en todo el dominio 2. Ademas, el decaimiento uniforme de
soluciones para ecuaciones de onda semilineal con disipacién localizada

uge — Au+ au + f(u) + a(z)uy = 0en Q x [0, +o0,
fue estudiada por Pena, C. [7] y Zuazua, E. [9, 10] donde asume que a es una funcién positiva en una

vecindad w de la frontera de €2 o en todo R.

En Ia siguientes dos secciones, usando el método de Faedo-Galerkin, demostraremos el siguiente teo-
rema

Teorema 1.1. Si {ug,u1} € (Hg(2) N H2(Q)) x HE(Q) y se cumple las hipotesis (HI) — (H4),
entonces existe una nica solucion regular v : Qx]0, T[— R del problema (1.1) — (1.3) satisfaciendo

u € L0, T, HY (Q) N H*(Q)), u' € L>(0,T, Hy (), u” € L>(0,T, L*(2)).

2. Existencia de solucién regular. En esta seccién demostramos la existencia de la solucién regular,
utilizaremos el método de Faedo-Galerkin, que consta de tres pasos:
1. Construccién de soluciones aproximadas en un espacio de dimension finita.
2. Obtencién de estimaciones previas para las soluciones aproximadas.
3. Pasando el limite de soluciones aproximadas.

Paso 1. Construccion de las soluciones aproximadas.
Consideremos {w,} una base una ortonormal en L?(2), formado por los vectores propios del operador
— A\, es decir, cada vector w; es una solucion al problema espectral

((wj,v)) = Aj(wj,v), Yo € Hy().

La existencia de esta base estd garantizada por el teorema espectral en el Andlisis Espectral — Manuel Milla
Miranda [4]. Sea V;,, = [w1,ws, ..., wy,] €l subespacio m — dimensional del espacio H}(Q) N H2(£2)
generador por los primeros m vectores de la base {w,}. El problema aproximado consiste en encontrar
funciones u,, (t) € V,, tales que

Unl(l‘,t) = Zg]’m(t)wj(x)v

donde los g, (t) son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

(ulrng) + (vum, V’U) + (a(')umav) + (f(um)a ’U) + (a(')g(u;n)av) =0, Vv € Vma

2.1) Um (0) = uom — ug en HE(Q) N H2(Q),
ul,(0) = w1y, — ug en HYH(Q).
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Las convergencias anteriores tienen sentido, ya que el conjunto formado por combinaciones lineales de
elementos de V,,, son densos en H}(Q) N H?(2). Por el teorema de Caratheodory (ver Coddington [1]
pég. 43), el problema aproximado (2.1) tiene una solucién local en todo el intervalo [0, ¢,,], con t,, < T.
Ademés, esta solucién puede ser extendido a todo intervalo [0, T'] como consecuencia de las estimativas a
priori que veremos a continuacion.

Paso 2. Estimativas apriori.

Primera Estimativas apriori. Considerando v = u/,(t) € V;,, en la primera fila de (2.1), obtenemos:

(tt (£), Uy (8)) 4 (Vi (£), Vg, (8)) 4 (Yt (£), e, (£))F (f (i () 1 (8)) 4 (@) g (1t (£)) 13 (1)) = 0,

es decir,
& (08 4 190, O + a2 OF + [ Flun(®)de) +2 [ atwlgtuty ()1t 012 =0,

S
Por la hipétesis (H2), la funcién F'(s) = / f(t)dt, Vs € R, estd bien definida.
0

De la hipétesis (H1) y el indice (b) de (H3) resulta

d (u;nu)l? V@ + 02 Jum(B)? +

p F(um(t))dat> <0.

Q

Integrando de O a ¢ obtenemos
[t (D1 + [V (8)]% + @2 (Y (1) +/ F(upm(t))da < Jup, (0)]
Q
+ [V (0) + a2 ()1, (0) 2 +/ F(,(0))dz.
Q
De las convergencias
U (0) = Uom — up en Hy (Q) N H*(Q) y ul, (0) = w1 — up en Hi(Q),
existe una constante C; > 0 independiente de ¢ y m tal que

(2.2) [urm)? + |Vom | + |a?(Yuom|? < Ch.

Por otro lado, de la hipétesis (H2), de (2.2) y la inmersién Hg () < LPT1(Q),p+1 <

una constante Cs > 0 independiente de ¢ y m tal que

“m(o)
/ F(um(0))dz = / / f(s)dsdx < C/ (1|u0m|2 + ! |u0m|p+1) dz < Cs.
Q aJo o \2 p+1

Por lo tanto,

n -
existe
n—2

(2.3) [ (D) + [Vt (8)]7 + a2 (Y (8)]? + /Q F(um(t))de < C3 Vi €0,T],

donde la constante C'3 es independiente de ¢ y m. Luego, por el teorema de prolongamiento de solucién
(ver Coddington [1] pdg. 45), podemos extender la solucién aproximada ., (t) a todo el intervalo [0, T'].

Mas atin, de la desigualdad (2.3) se obtiene

2.4) (u!) es acotada en L°°(0, co; L?(£2))
y
(2.35) () es acotada en L (0, 0o; Hj (2)).

Segunda Estimativa a Priori. Al derivar con respecto a ¢ la primera fila de la ecuacién aproximada (2.1),
se obtiene

( (£),0) + (Vg (), Vo) + (@), (8),0) + (f (tan (8)) 15, (8), 0) + (@) g (1 (8) )i (), 0) = 0.
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Considerando v = u/,

(ty (£), 1, (£)) + (Vi (£), Vi, (8)) + (@), (£), g, (£)) + (f (i (8)) 1, (£), 0, (1))
+ (a()g' (g, (), (£), 1, () = 03

(t) € Vi, se obtiene

es decir,

& (g (0 + 1V () 0 O (1)) + 2 [ )i O ()
2.6) +2/a@m%%ﬁm%4m%x=0
Q

De la hipétesis (H.2) y la desigualdad de Holder generalizada, se obtiene
/Q " (um (8) i, (£, (2))d < /Q [ (i (£)) [, (B) [ty (2) | e
< [ OO+l OP ) 0, (1)
= ([ 1ol lde+ [ fun @l i o)1)

-1
< C ([t ()l (O] + [ ()82 gy [t (1) 200 Pt (1))
De las inmersiones Sobolev

HY(Q) < L7732 (Q) = L¥(Q), 2p <

n—2’

y de (2.4) — (2.5) resulta
/Qf’(um(t))Uin(t)u%’@(t))dﬂf < Calug, ()] + Cs [V, (8)]]u,, (2)-
De la desigualdad 2ab < a? + b? se concluye
@7 /Q F' (o ()t (£, (1)) < Ciuiy, (£)] + C7 |V, (£)].
Ademés, por la hipétesis (H1) y (c) de (H3), resulta que ¢'(s) > 0, para todo s € R. Luego
8 [ ato)g @)l e > 0
Reemplazando (2.7) y (2.8) en (2.6) se obtiene

d
@9 L (W OF + 19, + 012 ( )i, () < Colul () + Cr| Ve, ().
Abhora, integrando ambos lados de la desigualdad (2.9) desde de 0 a ¢, t € [0, 7], se obtiene

ulp, ()% + [V, ()7 + o2 (Y, (8)] < [ulp, (0) + [Vuim]?
t

(2.10) + 2 (Yugm|? + Cs/ (Jur, (7) [ + | Vb, (7)]?) dr.
0

En lo que sigue vamos a acotar la sucesién (u,,(0))men. Considerando t = 0y v = u!, (0) € V;,, en
el problema aproximado (2.1), tenemos

(U (0), 1z, (0)) + (Vo Vury, (0)) + (a(-)uom tnm, (0)) + (f (wom), w4, (0)) + (al-)g (w1 ), urm, (0)) = 0.
Por la férmula de Green

|t (0)] = (At 13, (0)) + (@)t 13, (0)) + (f (o), 1, (0)) + (a(-)g(wam), i, (0)) = 0.
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Ademéds, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y simplificando se obtiene
[, (0)] < [Au (0)] 22y + || oo () [ttom | + | (wom )| + @l oo ) [g(t1m)].
Luego
[up, (0)] < Juom|m2(0) + [l Lo () |wom| + |f (wom)| + |al Lo @) |g(u1m)]-
De la acotacién de la sucesion (uom )men en HE (Q) N H2(Q), resulta
(2.11) 17, (0)]L2(0) < Cy + Crolalne (o) + [ (wom)| + lal Lo (@) [g(uim)]-

De la hipétesis (H.2) y la inmersién HE (Q) < L2?P(2), se obtiene

£om)P = [ | (won) Pz <€ [ (fuon] + uon|?)? do
Q Q
S 20/ (|u0m|2 + |u0m‘2p) dﬂ]‘
Q
2,
<2C (|U0m|%2(g) + |u0m‘L[;p(Q))
~ 2
< 2C (Juom 320 + C1Vuom () ) -
De (2.2), existe una constante C1; > 0 tal que

2.12) |/ (um(0))] < Ci1.

Por otro lado, de la hipétesis (H.3) (d) y de la convergencia u/,,(0) = w1, — u1 en H}(Q) se obtiene

1
2 2
(2.13) lg(uim)| = (/ |Q(U1m)|2d$) <M < U1m|2d93) < Cuoluim|mp o) < Cis.
Q Q

De (2.11) - (2.13), resulta que la sucesién (u!,(0)),en es acotada en L?(£2). Mas aun, de la tercera fila de
(2.1), 1a sucesion (Vi )men es acotada en L2(£2). Por lo tanto, existe una constante C14 > 0 tal que

(2.14) |y, (0)* + [ Vaurm > + a2 (Jurm[* < Cha.
De (2.10) y la desigualdad (2.14) resulta

t
[ ()1 + [V, (8)1% + a2 (Y, (0)* < Cra + 08/0 (g (D + [Vug, (1)) dr

Por la desigualdad de Gronwall, se obtiene

lull, ()|* + |Vaul, (t)|]* < Cys, YVt €[0,T], Ym € N.

Mas atin

(2.15) (u!)) es acotada en L°°(0, co; L*(£2))
y

(2.16) (Vul,) es acotada en L>(0, o0; L*(9)).

Paso 3. Paso al limite.

De las estimativas en (2.4), (2.5), (2.15) y (2.16), existe (u,,) sucesién de (ty, )men tal que para todo T > 0

2.17) u, > wen L>(0,T; Hy(2)),
(2.18) uy, = Een L(0,T; Hy(Q)),
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(2.19) wy = ¢en L>(0,T; L*(1)).
Por la cadena de inmersiones
D(0,T; Hy(2)) < L>®(0,T; Hy () = L>(0,T; L*())
< L2(0,T; L2()) = [L*(0, T; L*(2))] < D'(0,T; L*(2))
y unicidad de limite, resulta ¢ = v’y ¢ = u”.
De la inmersién compacta HZ (Q) <> L2(Q), de (2.17), (2.18), (2.19) y en virtud al teorema de Aubin-

Lions (ver Lions [3] pdg. 58), podemos extraer una subsucesion de (u,,) y de (u),) la cual serd denotada de
la misma forma, de modo que

(2.20) u,, — wen L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q)
y
(221 w), — v’ en L*(0,T; L* () = L*(Q),

donde @ = © x (0, 7). Luego,
(2.22) u,, — u casi siempre en ()
y

u;, — u’ casi siempre en Q.

De la continuidad de la funciones f y g resulta

(2.23) f(uy) — f(u) casi siempre en @
y
(2.24) g(u,,) — g(u’) casi siempre en Q.

Afirmacion 1.
Flup) = flu)en L=(0,T; L*(9)).

En efecto, de la hipétesis (H2) y de f(0) = 0, resulta
T
o = [ ] st ade

T
SZC/ /(|uu(x,t)|2+|uﬂ(9:,t)|2p) dxdt
0 Q

<20 (‘“uﬁ?(Q) + ‘u,u|2LZ;p(Q)) .
De la inmersién
L>°(0,T; Hy () — L*(0,T; L**())
y de (2.5), existe una constante C4 > 0 tal que
(2.25) | f(u)z2(q) < Cre, Y €N,
De (2.23), (2.25) y el lema de Lions (ver Lions [3] pag. 12) se obtiene

(2.26) fuy) = f(u) en L*(0,T; L*()) = L*(Q).
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Por otro lado, de la hipétesis (H2) y de la inmersion Hg (2) < L?P((2) se obtiene
ey = [ 1t
< 20/ (Jup ()2 + | (2, |27 derdt
o

< 2C (Juu(®) By + IV (D)2 g ) -
De (2.5) se obtiene

sup ess | f(uy(t))z2(0) < Cir.
0<t<T

Luego, la sucesion (f(uy)),cy es acotada en L>(0, T’ L?(9)). Por lo tanto, existe una subsucesion
(0 tal que para todo 1" > 0 se cumple
1)) pen 1 que p doT >0 pl

Flup) = en L(0,T; L*()).
Asi como,

flu) = v en L*(0,T; L*(2)).
De (2.26) y unicidad de limite en L?(0, T’; L*(12)), se concluye

Flup) = f(u) en L%(0,T; L*(92)).
Afirmacion 2.
a(-)g(uy, () = a(-)g(u'(t)) en L(0, T3 L*(12)).

En efecto, de la convergencia (2.24)
(2.27) a(-)g(u,) — a(-)g(u’) casi siempre en Q.

De la hipétesis (H1), indice (d) de (H3) y (2.4) se obtiene

la()g(u,) B = / [ latw)atul o, P

gM/ /|a(x)\2|u;(x,t)|2dxdt
0 Q

De (2.27), (2.28) y el lema de Lions resulta

(2.29) a(-)g(u,) — a(-)g(u') en L*(0,T; L*()) = L*(Q).

De la hipétesis (H1), indice (d) de (H3) y (2.4) se obtiene

sup ess |a(-)g(u,(t))|L2) < Mla|pe-(q)sup ess [uy, (t)|2) < Cis.
0<t<T 0<t<T

/
m

(a(~)g(u1t(t))))ueN tal que para todo 7" > 0 se cumple

Luego, la sucesién (a(-)g(u (t))ueN es acotada en L>°(0,T; L(£2)). Por lo tanto, existe una subsucesion
a(-)g(u,(t)) = nen L>(0,T; L*(Q)).
también se tiene,
a(-)g(uy,(t)) = nen L*(0,T; L*(2)).

De (2.29) y unicidad de limite en L?(0, T’; L*(<2)), se concluye

a(-)g(uy, () = a(-)g(u'(t))) en L=(0,T; L*(%2)).
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Afirmacion 3.

a(-)u, = a(-)uen L=(0,T; L*(Q)).
En efecto, de la convergencia (2.22), resulta
(2.30) a(-)u, — of-)u casi siempre en Q.

De la hipétesis (H4) y (2.4) se obtiene
T
0Culiag = [ [ la@u(e.0Pdsdt

</ ' [ @) o, t) e
0 Jo
(2.31) <ol F oo (o Pl 22y < 00
De (2.30), (2.31) y el lema de Lions se obtiene
(2.32) a()u, — a(-)uen L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q).
De la hipétesis (H4) y (2.5) se obtiene

sup ess [a(-)u, ()| L20) < M|a|s=q)sup ess [u,(t)|r2@) < Cig.
0<t<T 0<t<T

209

Luego, la sucesion (a(-)uu(t)) oy es acotada en L>(0, T} L?(£2)). Por lo tanto, existe una subsucesion

(a(-)up(t)) e tal que para todo 7' > 0 se cumple
a(-Juy(t) = nen L(0,T; L*(2)).
También se tiene,
a(-)u,(t) = nen L*(0,T; L*()).
De (2.32) y unicidad de limite en L?(0,T’; L*(2)), se concluye
oY (t) = a()(t) en L= (0, T3 L2(9)).

De las afirmaciones 1,2y 3, paraw; € H}(Q)y 6 € D(0,T) < L?*(0,T) < L*(0,T), resulta

T T
(2.33) /0 (a(')g(ufl(t))»wj)e(t)dt%/O (a(-)g(u'(t)), w;) O(t)dt,
(2.34) /O (f(u;(t)),wj)e(t)dm/o (P! (1)), w;) 6(t)dt
y
T T
2.35) /O (@ Jup (), w;) ()t — /0 ((Jult), w;) O(¢)dt.

Por otro lado, de (2.19) resulta
(ujs, ) — (u", ) Vo € L'(0,T; L*());
es decir,

T T
| ey de s [ . eo)
0 0

En particular para ¢ = w;0 € L'(0,T; L?(Q)) se obtiene

(2.36) /O (uZ(t)7wj)6‘(t)dt—>/0 (u" (t),w;) O(t)dt.
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De (2.17)
(Vi) = (Vu, ) Vo € L' (0,73 [L2(@)]")
es decir,
T T

En particular para ¢ = Vw;60 € L' (0,T; [L*(2))]") resulta

T T
237) /O (Vi (6), V) g0 (1)L — /O (Tu(t), V) o gy OO
Afirmacion 4. La funcién u obtenida verifica el problema (1.1).

En efecto, considerando en el problema aproximado v = wj, j = 1,2, ...m. resulta
(t (8), w;) + (Vi (t), V) + (@ Jum (), w5) + (f (um(t)), w;)
(2.38) + (a()g(uy, (1)), w;) = 0.

Seaf € D(0,T)y j € Ncon p < j. Multiplicando la ecuacién aproximada (2.38) por 6 e integrando desde
0 hasta T, se obtiene

T T T
/ (ug(t),wj)a(t)dwr/ (Vu,t(t),vu;j)e(t)dt+/ (a(-)uy(t), w;)0(t)dt
0 0 0

T T
+ / (F u(£)), ;)02 + / (a(-)g(ud (1)), w; )0 (t)dt = 0.

De las convergencias (2.33), (2.34), (2.35) (2.36) y (2.37) resulta
T T T
/ (" (1), w;)O(t)dt + / (Vut), Voo, )6 ()t + / (a(u(t), w;)6(t)dt
0 0 0

T T
+ / (F(u(t)), wy)0(t)dt + / (a(-)g( (1)), w;)0(t)dt = 0.

De la totalidad del conjuto {w;; j € N} en H} () resulta
T T T T
[ e oswars [ (Fu,voswa+ [ (G060 [ o) oo
0 0 0 0

+/T(a(~)g(u’(t)),v)9(t)dt =0, Yo € HL(Q), ¥0 € D(0,T).
0

En particular, para v € D(2) resulta
/o /Qu"(x7t)u(x)9(t)dxdt - /0 /QAu(t)v(x)e(t)dmdt —|—/0 /Qa(x)u(t)v(x)ﬁ(t)dt

T T
+/0 /Qf(u(:c,t))v(x)é)(t)dxdt +/O /Qa(w)g(u (z,t)v(z)0(t)dt =0, V0 € D(0,T).
De la totalidad del conjunto {v8; v € D(Q2), 0 € D(0,T)} en D(2 x (0,T)) obtenemos
v — Au+alx)u+ f(u)+a(x)g(u') =0en D' (2 x (0,T)).

Por otro lado, como u”, a(-)u, f(u),a(:)h(u') € L>(0,T;L?*(f)), entonces Au € L>(0,T;L*(Q)).
Luego,

u” — Au+ a(x)u+ f(u) +a(x)g(u’) = 0en L>=(0,T; L*()).
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Por el teorema de regularidad para problemas elipticos y la condicién (1.2), se obtiene
u e L0, T; Hy(Q) N H*(Q)), VT > 0.

Verificacion de los datos iniciales. Como u,u’ € L*(0,T; H}(Q)) y u” € L*(0,T; L?(f2)), entonces
u € CO[0,T); HE () y o' € C°([0,T]; L*(R)). Por tanto, tiene sentido calcular w(0), u(T), «'(0) y
o' (T).

Afirmacion 5. Se cumple:
uw(0) = up y u'(0) = u.

En efecto, sea § € C°([0,T7]) con §(0) = 1y 6(T) = 1. Como u), Xl en L0, T; HY(Q)) —
L°(0,T; L?(£2)) entonces

() = (i), Vo € LM0,T; L3();

es decir,

T T
/‘wumwmw+/‘wwxmwAweL%mﬂL%my
0 0

En particular, para ¢ = w;60 € L'(0,T; L*(Q)), Vj € N, resulta

/(uL(t),wj)H(t)dt%/ (u'(t), w;)0(t)dt.
0 0

Integrando por partes y de la convergencia u;, X en L2°(0, T HY (), se obtiene.

T T

~C0).1) = [ 000t = ~(0).0) = [ wlt) )0 .
Luego

(up(0),w;) = (u(0),w,), ¥j € N.
Por la densidad de (w;) en L?(f2) resulta u,,(0) — u(0) en L*(12).
Por otro lado, del problema aproximado, tenemos
u,,(0) = ug en L*(9).
De la unicidad de limite, se concluye
u(0) = wo.

Para 0 < 6 < T, consideremos la funcién

—E—i—l si0 <t <4,
Qg(t): o
0 sid <t<T.

que pertenece a H (0, 7). Multiplicando la ecuacién aproximada (2.38) por 6 e integrando desde 0 hasta
T, se obtiene

T T T
/(ug(t),wj)eg(t)dwr/ (Vuu(t),ij')e(;(t)dt—F/ (a(-)uu(t),w;)0s(t)dt
0 0 0

+A(ﬂw@ﬂ@%@ﬁ+A(MMWMW#W%@MZO

Teniendo en cuenta la densidad de los elementos de la base (w;) en Hg (2)NH?(£2) y las convergencias
(2.33), (2.34), (2.35), (2.36) y (2.37), se obtiene que para todo v € H}(Q) N H%(Q) se cumple

T T T
/ (W (£), 0)0s (£)dt + / (Vult), Vo), (t)dt + / () (ult), v)0s (1)t
0 0 0

+Aamm»w%mﬁ+l<mmwwmw%@ﬁ=o
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Integrando por partes la primera integral resulta

§ é
—(u1,v) + 5 / v)dt + /0 (Vu(t), Vo)ds(t)dt + /0 (a()u(t), v)05(t)dt

; ;
+ / (Fa(®).0)0s(e)dt + [ (el 0).v)0s(e)dt =
Cuando § — 0, se obtiene
(u1,0) = (@ (0),0), Yo € HL(Q) N L2(Q);
es decir,
' (0) = .

3. Unicidad de la solucion regular. En esta seccion demostramos la unicidad de la solucién regular.
Sean u y v dos soluciones regulares del problema (1.1) — (1.3), considerando w = u — v tenemos que w
cumple el siguiente problema:

W’ — Aw -+ alw)w + f(u) — f(0) + (@) (g(w!) — g(v')) =0 en L®(0,T; I2(Q)),
(3.1) w=0 enT x [0, 400,
w(z,0) = w(x,0) =0, x € Q.

Multiplicando la primera fila de (3.1) por w’
(w"(£),w'(t)) + (= Aw(t), w'(t)) + (a()Jw(t), w'(£)) + (f(u(t)) — f(v(t)), w'(t)
+ (a() (g(u'(8) = g(v' (1)), w'(£)) = 0.
Por hipétesis (c) de (H3) y a € L3°(£2) se obtiene

(w”(t),w'(8)) + (=Aw(t), w'(t) + (a()w(t), w'(t) + (f(u(t) — f(v(t),w'(t)) < 0.
Integrando sobre () obtenemos:
d
62 4 (W + 0wl + [Volia) <2 [ [£u(t) - 700wl
Q
De la integral del segundo miembro de (3.2) y de la hipétesis (H2), se obtiene
L1 = s@lwlde <€ [ (Ul 4 o) juoulda

- C/ (1+ lulP~t + |U|p_1) |w]||w'|dz
Q

:c(/ |w||w’|d1:+/ |u\p_1|w|\w’|dx+/ |v|p_1|w||w’|dm>.
Q Q Q
p—1 1

4+ — + — =1, por la desigualdad de Holder generalizada se tiene:

C
omo " o 2

/Q () = F@)lw'lde < C (Jullw'| + [ulfz) 0 ]z '] + 0]z 0 o]z o o' lde )
De la inmersién de Sobolev H{ () < L?P(Q) y desigualdad de Poincaré resulta
1) = £@) e < Canl1 +m(®) T,
donde m(t) = |}, ) + [0[] 20 -
Usando la desigualdad 2ab < a? + b? se obtiene

(3.3) / F() — f@)[w')dz < G+ m(#)) ((Fwl? + [w]) .
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De las desigualdades (3.2) y (3.3) se tiene

& (1w OF + w0 + |0 2(3u)P) < B0 +m@) (Va + /(1))

Integrando desde 0 hasta ¢ se tiene
t
[w' ()% + [Vw(®)[* + o2 (Yw(t))? < C/ (L+m(t)) ([Vw|® + [w'?) dt.
0

Por la desigualdad de Gronwall, resulta
@' ()1 + [Vw(t)]* + o' (w(t)* < 0,
para todo ¢ € [0, T, lo que demuestra que
w(t) =0en Hy(Q) Vt €[0,T).

Por tanto, u = v, es decir, la solucién regular es tnica.

4. Conclusién. Para datos, ug € H}(Q) N H?(Q) y u; € Hg(£), se obtiene solucién regular para
la ecuacién de la onda semilineal con disipacion localizada. Ademds con las hip6tesis mencionadas en el
trabajo, se obtiene unicidad de la solucién regular.

Por otro lado, el método de Faedo-Galerkin es en general el mas apropiado para cualquier tipo de
ecuaciones en derivadas parciales elipticas e hiperbdlicas ya sea que tengan términos lineales y no lineales,
como en nuestro caso que se tiene un término localmente disipativo no lineal a(z)g(uy).
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