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Abstract
The objective of this article is to present the constant elasticity of variance model, its main probabilistic
aspects, and we implement the stochastic Runge Kutta method to simulate the sample trajectories based on
the data of the CREDITC] asset of the Bank of Credit from Perii taken from the Lima stock exchange.
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Resumen
El objetivo de este articulo es presentar el modelo con elasticidad constante de la varianza, sus principales
aspectos probabilisticos, asi como implementar el método de Runge Kutta estocdstico para simular las
trayectorias muestrales en base a la data del activo CREDITCI del Banco de Crédito del Perii tomada de
la bolsa de valores de Lima.
Palabras clave. Elasticidad constante de la varianza, ecuacion diferencial estocdstica, factor de elasticidad, método
de Runge Kutta estocdstico, bolsa de valores de Lima.

1. Introduccion. La teoria moderna de valoracion de activos financieros comienza con la publica-
cién de la famosa férmula de Black-Scholes publicada en 1973[2], ellos utilizan la teoria de integracién y
ecuaciones diferenciales estocdsticas propuestas por el matematico japones Kiyoshi Ito en el afio 1942.

A pesar de su popularidad y uso generalizado del modelo de Black-Scholes, ésta se basa en algunas
hipétesis poco realistas como la suposicion de que las volatilidades son constantes en el tiempo, lo cual no
siempre es asi.

Para resolver esta deficiencia, Cox[7] en 1996 presenta como una alternativa interesante al modelo de
Black-Scholes, el modelo con elasticidad constante de la varianza [1], donde asume que el precio del activo
subyacente es un proceso estocdstico S = {S(t), t > 0} que evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacién
diferencial:

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)?2dW (t), t >0, (1.1)

donde p € R, 0 > 0y 8 € R es el factor de elasticidad de la varianza de los rendimientos con respecto
al precio del subyacente. Asi este modelo propone la siguiente relacién deterministica entre el precio del
activo subyacente y la varianza de los rendimientos:

Var {Cf((f))] = o25(t)P 2. (1.2)
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De la ecuacién (1.2) vemos que la elasticidad de la varianza de los rendimientos con respecto al precio del
subyacente es S — 2. Cuando $ = 2, la volatilidad es una constante o, y el precio es dado por el modelo
de Black-Scholes. Si 5 < 2, la volatilidad y el precio del subyacente estan inversamente relacionados y
para 8 > 2 estdn directamente relacionados. Existe evidencia empirica que soporta, contundentemente, la
hipétesis de un modelo con elasticidad constante de la varianza en cualquiera de los tres casos mencio-
nados, [1], [2], [5]. También nos proponemos resolver numericamente la ecuacién (1.1) y aplicarlo en un
movimiento de activos de la bolsa de valores de Lima.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera: En la seccidn 2 se describe la realacion de la
existencia de la solucién débil de la ecuacion con elasticidad constante de la varianza (1.1) a partir de la
solucién fuerte de la ecuacién para el proceso de Bessel, en cualquiera de los tres escenarios antes men-
cionados. En la seccion 3 se muestran algunos aspectos probabilisticos del modelo como tiempo de ruina,
funcién densidad de probabilidad y ecuacién diferencial parcial con elasticidad constante de la varianza. En
la seccidn 4 discutimos la solucién numérica de la ecuacién usando el método de Runge Kutta estocdstico y
mostramos una aplicaciéon al mercado financiero peruano simulando las trayectorias muestrales del proceso
para el activo CREDITCI1 del Banco de Crédito del Perti tomada de la Bolsa de Valores de Lima. Por tltimo
se encuentran las conclusiones en concordancia con los objetivos planteados.

2. Preliminares.

2.1. Conceptos Financieros.

Definicion 2.1. Un activo financiero es un instrumento financiero que otorga a su comprador el derecho
a recibir ingresos futuros por parte del vendedor, es decir, es un derecho sobre los activos reales del emisor
y el efectivo que generen. Pueden ser emitidas por cualquier unidad econémica (empresa, Gobierno, etc).

Los activos financieros tienen tres caracteristicas fundamentales; rentabilidad, riesgo y liquidez,:

e Rentabilidad: Cuanto mas interés aporta el activo mayor es su rentabilidad.

e Riesgo: Probabilidad de que el emisor no cumpla sus compromisos, cuanto mayor sea el riesgo
mayor serd la rentabilidad.

e Liquidez: Capacidad de convertir el activo en dinero sin sufrir pérdidas.

Definicion 2.2. La elasticidad es la variacion porcentual de una variable con respecto a otra. Si la
variacion porcentual de la variable dependiente es mayor que la variable independiente, se dice que la
relacion es eldstica, caso contrario la relacion es ineldstica.

Definicion 2.3. La volatilidad es una medida de la incertidumbre sobre los movimientos futuros del
precio del activo financiero.

Definicion 2.4. El rendimiento esperado es la cantidad que razonablemente esperamos ganar de nues-
tra inversion. El rendimiento esperado expresa una probabilidad de rendimiento futuro, proyectando datos
pasados y por lo tanto, no representa una garantia para el futuro.

Los precios futuros de cualquier activo financiero son impredecibles en cierta medida. Los precios de
mercado dependen de las decisiones econémicas y financieras tomadas por un gran nimero de agentes
financieros que actdan en condiciones de incertidumbre; por lo tanto, es razonable interpretar a los precios
de activos financieros como aleatorios.

2.2. Calculo Estocastico.

Definicion 2.5. Un proceso estocdstico es una funcion S : [0,T] x Q — R tal que para cada t fijo
S(t,-) es una vaiable aleatoria en el espacio de probabilidad (), F,P) y para cada w fijo, S(-,w) es una
Sfuncion medible, llamada camino o trayectoria muestral, definida sobre [0, T).

Definicion 2.6. Una filtracion es una familia mondtona creciente de o-dlgebras F = {F;; 0 <t < T}.
Un proceso estocdstico S(t,w) es daptado a ¥, si para cada t fijo, la variable aleatoria S(t,-) es Fy-
medible.

Definicion 2.7. Un proceso estocdstico W (t,w) es un movimiento Bromiano si satisface las siguientes
condiciones:
(1) Plwe Q: W(0,w) =0] =1,
(2) Para cualquier 0 < s < t, la variable aleatoria W (t) — W (s) tiene distribucién normal con media
cero y varianza t — s, es decir, W (t) — W(s) ~ N(0,t — s).
(3) W (t,w) tiene incrementos independientes, es decir, para cualquier 0 < t1 < to < -+ < tp, las
variables aleatorias

W(t1), W(ta) —W(t1),...,W(ty) — W(tn-1),

son independientes.
(4) Plw € Q: W(-,w) es continuo] = 1.
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Considerar que el precio del activo subyacente, es un proceso estocdstico S(¢,w) cuya dindmica esta
dada por la ecuacién diferencial estocdstica con elasticidad constante de la varianza (1.1) donde W (¢, w)
es un movimiento Browniano, el cual se utiliza para encapsular la aleatoriedad presente en los mercados
financieros, [12].

Definicién 2.8. Un proceso estocdstico S(t,w) pertenece al espacio £,q(S2, L?[0,T)) si se satisface
las siguientes condiciones

(1) S(t,w) es adaptado a F, Fy = o{W(s); 0 < s < t}.

(2) PlweQ: fot |S(t,w)|?dt < o] = 1.

Definicién 2.9. Sea S(t,w) € Z,q(Q, L*[0,T)), definimos la integral estocdstica de Ito de S(t,w)

como

n

T):/O SEAW () = Im > S(ti1)(W(t:) — W(ti-1)),

lAnII—0 =
i=1

a condicion de que el limite exista en probabilidad.

t
En particular si E [/ |S(t,w)|2dt] < 0o es decir si S(t,w) € L2 ,([0,T] x £2) se cumple que, [13]
0

E[I(H)] =0 y E[I L/Btw|ﬁ

Definicion 2.10. Un proceso de difusion de Ito es un proceso estocdstico de la forma:
t t
S(t) = S(0) —l—/ a(S(s), s)ds —|—/ b(S(s),s)dW(s); 0<t<T. 2.1
0 0

donde S(0) es Fo-medible; b(S(t),t) € L,a(Q, L*[0,T]) y a(S(t),t) € ZLaa(Q2, L0, T)).
La ecuacion integral (2.1) se interpreta como una ecuacion diferencial estocastica de la forma,

dS(t) = a(S(t), t)dt + b(S(t), t)dW (t). 2.2)

La incégnita de esta ecuacion es el proceso estocdstico S(t, w). Los coeficientes a(x, t) y b(x, t) se conocen
como coeficientes de tendencia y de difusion respectivamente.

Uno de los resultados mds importantes del cdlculo estocdstico es la férmula de Ito, que permite deter-
minar el comportamiento aleatorio de una variable que sea, a su vez, funcién de otra variable que siga un
proceso de difusién de Ito. Podriamos considerarlo como el equivalente a la regla de la cadena del calculo
de Newton.

Teorema 2.1 (Féormula de Ito). Sea S(t,w) un proceso de Ito dado por la ecuacion (2.1). Suponer que
f € C?(R x [0, T)) entonces el proceso estocdstico Y (t,w) = f(S(t,w),t), también es un proceso de Ito
y su diferencial estocdstica es dada por

of of 19*f 2
AY () = SH(S(0), 1)t + 5 (S(), S (1) + 555 (S(1), )(dS()*. 2.3)
Demostracion: Para la demostracion ver [13] O

Definicion 2.11. Una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica (2.2) sobre el espacio de
probabilidad filtrado (0, F,F,P) con respecto a un movimiento Browniano fijo W (t,w) y con condicion
inicial Sy, es un proceso S(t,w) continuo el cual satisface:

1) S es adaptado a la filtracion F y posee trayectorias continuas.
=S =1

i) P
1i1) [/ la(S ds<oo]—]P’[/ |b(S |ds<oo}—1
)

1) La version lntegral de 2.1 se satisaface con pmbabzlldad uno

t t
S(t) = So +/ a(S(s), s)ds —|—/ b(S(s),s)dW(s) ,t>0.
0 0
La idea clave en esta definicion es que la solucién S' se construye teniendo la fuente de aleatoriedad a

priori, por lo tanto, se puede ver a S como un output de W'y Sp, [11].

Definicién 2.12. Diremos que la ecuacion (2.2) posee unicidad fuerte si para todo contexto (2, F,F,P)
y para todo par de soluciones fuertes S'y S se tiene que:

P[S(t) = S(t);0 < t < o0] = 1.
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Es decir, si existe unicidad fuerte, entonces dos soluciones serdn indistinguibles.
Ahora, introducimos una nocién de solucién mas débil.
Definicion 2.13. Una solucion débil de la ecuacion 2.2 es una terna (S,W), (Q, F,P) y F={F;}
donde:
1) (R, F,P) es un espacio de probabilidad, y {F;} es una filtracion de sub o—dlgebras of F las
cuales satisfacen las condiciones usuales.
i1) S(t,w) es un proceso estocdstico continuo y adaptado a {F} , W (t, w) es un movimiento Brow-
niano con respecto a {Fi}, y
ii1) Se satisfacen ii) y iv) de la definicion 2.11.
La filtracién F={ F; } en la definici6n 2.13 no es necesariamente la ampliacién de F; = o(Sp, W (s);0 <
s < t) generada por el movimiento Browniano W y la condicién inicial Sy. Asi, el valor de la solucién S
no esta dada necesariamente por una funcién medible del movimiento Browniano W y la condicién inicial
So, [11].
Definicion 2.14. La unicidad débil o trayectorial es vdlida para la ecuacion (2.2) si para todo par de
soluciones débiles.

(Sv W)’(Q>‘F’P)a{ft}a (SvW)a (Q’}-’P)a{]}th

con movimiento Browniano W comiin y espacio (2, F,P) comiin, tales que P[Sy = S*O] = 1, se tiene que

P[S(t) = S(t);0 < t < 00] = 1.

El siguiente teorema nos da condiciones para asegurar unicidad trayectorial en una dimension[11].
Teorema 2.2 (Yamada y Watanabe). Suponer que los coeficientes a(x), b(x) de la ecuacion diferen-
cial estocdstica:

dS(t) = a(S(t))dt + b(S(t))dW(t), t >0,
satisfacen las condiciones :

la(z) — a(y)| < K|z —y],

[b(x) = b(y)| < h(]z —yl),

para todo x,y € Rdonde K > 0y h :[0,00) — [0, 00) es una funcion continua estrictamente creciente
con h(0) = 0y tal que

€
/h_Q(u)du:oo , Ve>0.
0

Entonces la unicidad trayectorial es vdlida para la ecuacion (2.2).
Demostracion: Para la demostracion ver [11]. O

Teorema 2.3 (Yamada y Watanabe). Si la ecuacion (2.2) posee existencia débil y unicidad trayecto-
rial, entonces posse existencia fuerte.

Demostracion: Para la demostracion ver [11]. ]

El siguiente teorema es importante en la construccion de soluciones débiles de ecuaciones diferenciales
estocasticas.

Teorema 2.4 (Dambis, Dubins-Schwarz). Sea M (¢, w) un martingala local continuo, con M (0) = 0,
tal que su variacion cuadrdtica [M](t) es no decreciente a infinito, y 7 = inf{s > 0 : [M](s) > t}.
Entonces el proceso W (t) = M (1) es un movimiento Browniano con respecto a la filtracion F,. Ademds,
[M](t) es un tiempo de paro con respecto a esta filtracion, y el martingala M (t,w) puede ser obtenido a
partir del movimiento Browniano W (t, w) por el cambio de tiempo M (t) = W ([M](¢)).

Demostracion: Para la demostracion ver [11]. U

3. Modelo con elasticidad constante de la varianza. En esta seccion describiremos algunos aspectos
que consideramos importantes en la existencia y unicidad para el modelo con elasticidad constante de la
varianza, presentada en la ecuacion (1.1), pero abordado de manera un poco general por la ecuacion (2.2);
utilizando para ello la ecuacién diferencial estocdstica para el proceso de Bessel -dimensional.
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3.1. Existencia y unicidad de la solucion para el modelo de elasticidad constante de la varianza.
Enunciamos el teorema en su forma mas explicita y veremos que se usa la solucion fuerte de la ecuacion de
Bessel — dimensional para hallar una solucién débil del modelo descrito.

Teorema 3.1. Para 3 < 2, existe solucion de la ecuacion diferencial estocdstica (1.1).

Demostracién: Primeramente consideremos un proceso de Bessel 5-dimensional X (%) (¢), el cual satis-
face la ecuacion diferencial estocdstica:

dXO(t) = ddt + 24/ | X O (t)|dW (1), (3.1
X©O0) =57 : s9=25(0)>0.

De acuerdo a [11], la ecuacidn diferencial estocastica (3.1) tiene solucion fuerte tnica para todo § € R.

Siguiendo las ideas de Delbaen y Shirakawa [8], hallaremos la solucién débil para (2.2). Sea Ty =
imf{t > 0; X (t) = 0} el tiempo de primera visita al estado cero de X (9 (¢).

Sean > 0y § < 2, consideramos el siguiente cambio de tiempo deterministico

(2-9)

Vo2 —2u(2 = o)t

g(t) =
entonces la integral de Ito,

M(t) = / o(5)dW (s),

es un martingala continuo nulo en cero, y su variacién cuadratica esta dada por:

! 2 —0)?
[M](t) = /0 o? —(2u(2)— 5)sds

_ (22;5) In <02 _2Z§2 —5)75) '

Asi [M](t) es una funcién estrictamente creciente, diferenciable y positiva; luego por el teorema 2.4 el
cambio de tiempo esta dado por 74 = [M]~1(¢)

o? —2ut
— 1— = 3.2
i zu<25>< eXp{26})’ G2
y
WEH(t) = M(7) = dW (s), (3.3)
0 Vo2—=2u(2-9)s
es un movimiento Browniano con respecto a la filtraciéon F (7).
Se define el proceso estocdstico:
_s
Y@WQZM%X@mA%D : (3.4)
Usando la férmula de Ito, teorema 2.1 obtenemos la siguiente expresion
1-5
YO () = py O (t)dt + e (2~ 8) (X (r A To)) 7 AW (1) (3.5)
Pero de la ecuacion (3.3) tenemos
2-9
AW O (1) = 2-9) dwW (t),
02 —2u(2 =87
y de la ecuacidn (3.2) se obtiene
Vo2 —=2u(2 —0)r = oexp Kt
2-46J°
entonces
et (2 — §) (X<5) (¢ A To)) AW (t) = o <Y(5’“)(t)) AW G (¢), (3.6)
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Reemplazando (3.6) en (3.5) obtenemos:

5 =2 5 o
dY 5m (1) = p YR (t)dt + o (Y ()22 dWOm(t) ;5 sim < T,
0 csiT > Tp.

De esta forma se construye la solucidn débil de la ecuacién (1.1), dada por el proceso estocdstico (3.4) con
fuente de aleatoriedad (3.3) y factor de elasticidad:

2—25
2—9

8= . 3.7

De la ecuacion (3.7) observamos que para § = £o0, tenemos 5 = 2, el cual corresponde al movimiento
Browniano geométrico usado en la formulacién del modelo de Black-Scholes [2], cuya solucién fuerte tinica
esta dada por:

S(t) = Soexp((1n — %Q)t +oW(t)). (3.3)

Por el teorema de Yamada-Watanabe 2.3, existencia de solucion débil de (1.1) y unicidad trayectorial
implican existencia de solucién fuerte para 5 < 2. ]

3.2. Aspectos probabilisticos del modelo con elasticidad constante de la varianza. A continuacién
enunciamos algunos resultados probabilisticos obtenidos en [12].

Lema 3.1. Si 5 < 2, entonces la funcion densidad de probabilidad de transicion del proceso estocdstico
S en el instante T > t, estd dada por

f(s,T;s,t) = (2 — B)kﬁ (xwl_%)m e_”“'_wlﬁ (2v/zw) , (3.9
donde
_ 2u
N a2(2-p5) [e“(Q*ﬁ)T — 1} ’
xr = k Sf_Be#(Q_ﬁ)T,
w=ks>P,
T=T—1.
Demostracion: Para la demostracion ver [12] O

Lema 3.2. La esperanza y varianza condicional de la variable aleatoria S(T) condicional a S(t),
estdn dados por:

E(S(T) | 5@1) = see"™ . <2,

— 5 el si B <2,

- F(n+1+ﬁ)
HT |k~ 2-8 , 1
var (S(T) | 8(8)) = { **¢ "2 g (n+ 1+ 25)

s et o (et — 1) sig=1.

donde g(y, v) es la funcion densidad de probabilidad de una variable aleatoria gamma.

Demostracion: Para la demostracion ver [12] O

A diferencia del movimiento Browniano geométrico donde la solucién (3.8) es estrictamente positiva,
en el modelo con elasticidad constante de la varianza (1.1) existe la probabilidad de que el punto cero sea
un estado absorbente.

Lema 3.3. Si 5 < 2, entonces la probabilidad de ruina del modelo con elasticidad constante de la
varianza estd dada por

PS(T) = 0] = G (x 2_1ﬂ) 7 (3.10)

donde G(y,v) es la funcion residuo en y para una variable aleatoria gamma con pardmetro de estado vy
pardmetro de escala unitario.
Demostracion: Para la demostracion ver [12] O
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Dado que el punto cero es un estado absorbente, se puede calcular si el tiempo de primera visita al
estado cero (tiempo de ruina) se de a largo o a corto plazo, los siguientes lemas nos proporcionan las
probabilidades de que ocurran estos eventos.

Lema 3.4. Sea Ty = inf{t > 0 : S(t) = 0}, el primer tiempo de visita al estado cero y < 2
entonces:

P[Tp < o] {1 s sip <0, 3.11)
000 = (s0) . :
1—:’(02) ssip >0,
donde ¢ es la funcion escala del proceso S dada por:
p(x) = /$ exp <22M yQB) dy. (3.12)
0 0?2 - B)
Demostracion: Para la demostracion ver [12] U

Lema 3.5.Si 8 < 2,T > 0y ® es la funcion distribucion Gaussiana estdndar entonces:

1-3/2
i \/ —%2#—/3) o ,Sip# 0,
oy/1-B/2V 1-e !

_l-B/2
0 7 —
® a(1ﬁ/z)ﬁ> i =0.

P[Ty, <T] > (3.13)

Demostracion: Para la demostracién ver [12] O

La funcién (3.9) se utiliza para valorar derivados financieros los cuales son activos cuyo precio depende
del precio de otro llamado activo subyacente modelado por la ecuacién (1.1).

El precio del derivado financiero u(s, t) se obtiene al resolver el problema de valor de frontera:

%ﬁ+rs%+”2;ﬁgigfru:0, (s>0,0<t<T),
u=(s—E)*, (s>0,t=T), (3.14)
u=0, (s=0,0<t<T).

Observamos la presencia del factor de elasticidad /3 en la ecuacion (3.14) lo que hace la diferencia con
el famoso modelo de Black-Scholes [2].

La solucidn del problema (3.14) para diferentes valores de [ estan dadas en [7], [8] y [12].

El caso 8 > 2, también es verificado de Delbaen et al.[8], donde se puede revisar en detalle.

Presentamos en la tabla 3.1 una solucién del problema (3.14) para los diferentes casos donde puede
asumir valores [3:

Factor de Elasticidad | Solucién
B <2 u(S(t),t) = S(HQ (2y; 2+ 525, Q:v) — Ke™'™ (1 —Q (Qm; 25, 2y>)
B=2 u(S(),1) = SN (dy) — Ke " N(dy — 0/7), dy = 2O o/
B>2 u(S(1), 1) = S(1)Q (Qac, _— 2y) _KeT (1 —Q (2y, 2+ 525, 2m>)

Tabla 3.1: Férmulas de valuacion de derivados financieros

Donde N (z) es la funcién distribucion acumulada normal estdndar y Q(x; v, A) la distribucién com-
plementaria chi-cuadrado no central.

4. Simulacion numérica del modelo elasticidad constante de la varianza: caso del Precio de acti-
vos en la Bolas de valores de Lima. La mayor parte de las ecuaciones diferenciales estocasticas no tienen
solucién analitica, como en el caso del modelo con elasticidad constante de la varianaza (1.1). Por esta
razon es necesario aplicar métodos numéricos que generen aproximaciones a las soluciones exactas.
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4.1. Convergencia fuerte y convergencia débil de aproximaciones numéricas. Dado un método
numérico, es de gran importancia medir el orden de precision; en el drea de ecuaciones diferenciales es-
tocdsticas, existen dos formas de medir esta precision:

Para el caso de aproximaciones fuertes se calculan las trayectorias muestrales del proceso estocastico;

Mientras que para el caso de aproximaciones débiles se calculan varios de los momentos de la solucién.

En las investigaciones que involucren simulacion directa es de importancia que las trayectorias de la
aproximacién numérica sean cercanas a la solucion exacta, es decir, debe tener una convergencia de alto
orden.

A continuacion se dan las definiciones de ambos tipos de convergencia. [4].

Definicion 4.1. Sea Sy la aproximacién numérica de S (tn) después de N pasos con tamario de paso
constante h = %; entonces S converge fuertemente a S con orden p, si existe C > 0 (independiente de
h)ydé > 0tal que

E(|Sy — S(tn)|) < ChP, 0<h<3d. (4.1)

Esta definicién presenta la convergencia expresada en orden global; Sin embargo, respecto al orden
local, se puede decir que la definicién anterior implica que un método de orden p deberia tener un error
local de orden O(hﬁ% ). Por ejemplo el método de Euler Maruyama tiene orden de convergencia fuerte de
0.5 y el método Milstein tiene orden 1; ver [4].

En algunas situaciones no se necesita encontrar una aproximacion precisa de cada trayectoria puntual
del proceso solucién. En lugar de ello solo se requiere algunos de los momentos; de forma general se puede
estimar E(g(S)) para alguna funcién g.

Definicién 4.2. Sea Sy la aproximacion numérica de S (tn); entonces S converge débilmente a S con
orden p si para cada polinomio g (el cual es 2(p+1) veces continuamente diferenciable), existe C > 0

(independiente de h) y 6 > 0 tal que

[E(9(Sn)) —E(g(S(tn)))| < ChZ, 0<h<ad. (4.2)

Por ejemplo el método de Euler Maruyama tiene convergencia débil de orden 1, ver [4].

4.2. Método de Runge Kutta estocastico. Consideremos el modelo general de una ecuacién dife-
rencial estocdstica presentado en (2.2), de la seccién 2; donde los coeficientes se consideran de forma
auténoma, pero satisfaciendo las condiciones para la existencia de soluciones;

dS(t)
S5(0)

a(S(t))dt + b(S(t))dW (t),
So.

(4.3)

Los esquemas numéricos basados en aproximaciones de Taylor (Euler-Heunn-Milstein) tienen un in-
conveniente, la evaluacion de las derivadas de los coeficientes a y b en cada paso. En el caso deterministico,
los métodos de Runge-Kutta evitan el uso de derivadas y estiman lo mejor posible un conjunto de valores
de la solucién en algunos puntos dentro del intervalo [¢;, ¢;1]. En el caso implicito hay al menos una canti-
dad que estd implicitamente definida y requiere la solucién de una ecuacién que puede involucrar variables
aleatorias. En el marco estocdstico la adaptacién de un esquema Runge-Kutta deterministico no siempre es
posible, por lo tanto, s6lo unos pocos esquemas particulares son usados. Por simplicidad, la discretizacién
del intervalo de tiempo siempre se asume como “equidistante”, es decir, el incremento del tiempo es cons-
tante. Consideremos el incremento de tiempo At = t;41 —t; y AW; = W;41 — Wj es el incremento del
movimiento Browniano.

Un esquema de Runge-Kutta estocastico(RKE) de orden 1 que vamos a usar esté discutido por Burrage
y Burrage[4], descrito en la siguiene secuencia:

Sivt = Sj+a(S)At +b(S;) AW, + 5(b(S;) — b(S;) (AW;)* — At)(At) /2,
S; = S;+a(S;)At +b(S;) (A2 (valor de apoyo);

So = S(0).
(4.4)
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Una variedad de esquemas Runge-Kutta fuertes de orden mayor o igual que 1, asi como la consistencia
de tales esquemas, se puede encontrar en Burrage y Burrage [4], pero los beneficios de la convergencia son
pequefios en comparacién con los esfuerzos computacionales requeridos.

4.3. Simulaciéon numérica del precio del activo CREDITC1 - Banco de Crédito del Peri. En
esta parte mostraremos algunos resultados numéricos para el precio de activos para una entidad bancaria
Peruana. Implementaremos el método RKE1 (4.4), en el modelo con elasticidad constante de la varianza
CEV (1.1) para el activo CREDITCI1 - Banco de Crédito del Perti, cuyo reporte de cotizaciones se obtuvo
de la Bolsa de Valores de Lima[3], en un periodo de 70 dias ubicados entre el 26/01/2022 al 27/05/2022.

Estos datos se presentan en la tabla 4.1, donde podemos ver que hay algunos valores dados en cero,
porque no se reportaron en tal fecha.

En primer lugar de las simulacionesuna realizadas eligiremos una muestra de trayectorias, la cuales nos
permitirdn posteriormente generar estadisticas como: media, varianza, mediana, sesgo y curtosis.

Mencionamos también que con los datos que dispone la Bolsa de valores de Lima, no podemos simular
los estados financieros, es decir opciones y futuros, porque en el Perti aun no se ha implementado este tipo
de negociaciones.

A partir de este conjunto muestral de datos que representa la evolucién del precio de CREDITCI,
estimamos la tendencia p y los rendimientos (la rentabilidad de los precios) usando su media muestral:

70
Y R
o= 2;7; = —0,002010636, 4.5)
y la rentabilidad en tiempo discreto, en cada intervalo esta dada por:
R; = M7 i>1. (4.6)
Si—1

En tiempo continuo la rentabilidad de las acciones de acuerdo al modelo (1.1) esta dada por:

ds(t) _ 8/2—1
75(1?) = pdt + oS(t) dW(t), t>0. 4.7

Para estimar los parametros o y 3, Beckers ([1]) reescribe la ecuacién (1.2) como

In <s <C;“q(§t))>> —lno+ 2 ; 2ln(S(t)); (4.8)

donde s(.) es el operador de desviacion estdndar. Esta es la ecuacion de regresion para § utilizada por
Beckers, ademds nos dard una estimacion del pardmetro o. Una dificultad al usar ecuacion (4.8) es que
la variable dependiente en la regresién no es observable, Beckers aproxima la desviacién estandar por
[In(S(t 4+ 1)/S(¢))| Este resultado es demostrado por [1]- Asi Beckers estima /3 usando la regresion:

S(t+1)
S@t)

In|ln

‘_a+mﬁm+w, 4.9)

donde B =2b+2yo =e®
Usando la data de la tabla 4.1 obtenemos la recta de regresion lineal:

y = —3,7054 — 0,2036z. (4.10)

Usamos los siguientes prardmetros tg = 0y T = 70,°, p = —0,002010636, 0 = e~ 37054 =
0,0245903 y B = 2(—0,20369) + 2 = 1,6, utilizamos el método de Runge Kutta estocéstico fuerte
de orden 1 descrito en (4.4) para resolver la ecuacién diferencial estocdstica:

dS(t) = a(S(t))dt + b(S(t))dW(t), t >0 (4.11)
con condicidn inicial, coeficiente de tendencia y coeficiente de difusién dados por:
S(0) = 3,20,

a(S(t)) = —0,0020106365(t),
b(S(t)) = 0,02459035(t)°:5.
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Dia i | S() RI(i) Dia i | S(i) R(i)
26/01/2022| 0 3.20 23/03/2022| 36| 3.16 0
31/01/2022| 1| 3.20 0| 24/03/2022| 37| 3.20| 0.012658228
01/02/2022| 2| 3.07| -0.040625| 25/03/2022| 38| 3.20 0
02/02/2022| 3| 3.07 0| 28/03/2022| 39| 3.22 0.00625
03/02/2022| 4| 3.05| -0.0065147| 29/03/2022| 40| 3.24| 0.00621118
07/02/12022| 5/ 3.05 0| 30/03/2022| 41| 3.50| 0.080246914
08/02/2022| 6| 3.21] 0.05245902| 31/03/2022| 42| 3.37| -0.037142857
10/02/2022| 7| 3.20| -0.0031153| 01/04/2022| 43| 3.36| -0.002967359
11/02/2022| 8| 3.15| -0.015625| 04/04/2022| 44| 3.48| 0.035714286
14/02/2022| 9| 3.00| -0.047619| 07/04/2022| 45| 3.35| -0.037356322
15/02/2022| 10| 3.10| 0.03333333| 11/04/2022| 46| 3.47| 0.035820896
16/02/2022| 11| 3.20| 0.03225806| 12/04/2022| 47| 3.38| -0.025936599
17/02/2022| 12| 3.20 0| 13/04/2022| 48| 3.30| -0.023668639
18/02/2022| 13| 3.15| -0.015625| 18/04/2022| 49| 3.28| -0.0065060506
21/02/2022| 14| 3.10| -0.015873| 19/04/2022| 50| 3.28 0
22/02/2022| 15| 3.05| -0.016129| 20/04/2022| 51| 3.12| -0.048780488
23/02/2022| 16| 3.04| -0.0032787| 22/04/2022| 52| 3.05| -0.022435897
24/02/12022| 17| 2.95| -0.0296053| 26/04/2022| 53| 2.88| -0.055737705
25/02/2022| 18| 3.10| 0.05084746| 27/04/2022| 54| 3.05| 0.059027778
28/02/2022| 19| 3.01| -0.0290323| 28/04/2022| 55| 3.07| 0.006557377
01/03/2022| 20| 3.00| -0.0033223| 02/05/2022| 56| 3.1| 0009771987
02/03/2022| 21| 3.05| 0.01666667 | 04/05/2022| 57| 3.1 0
03/03/2022| 22| 3.20| 0.04918033| 05/05/2022| 58| 3.1 0
04/03/2022| 23| 3.20 0| 06/05/2022| 59| 2.94| -0.051612903
07/03/2022| 24| 3.20 0| 09/05/2022| 60| 2.94 0
08/03/2022| 25| 3.10|  -0.03125| 11/05/2022| 61| 2.93| -0.003401361
09/03/2022| 26| 3.00| -0.0322581| 12/05/2022| 62| 2.8| -0.044368601
10/03/2022| 27| 3.20| 0.06666667| 13/05/2022| 63| 2.78| -0.007142857
11/03/2022| 28| 3.15| -0.015625| 16/05/2022| 64| 2.75| -0.010791367
14/03/2022| 29| 3.03| -0.0380952| 17/05/2022| 65| 2.7| -0.0183181818
15/03/2022| 30/ 3.03 0| 20/05/2022| 66| 2.8| 0.037037037
16/03/2022| 31| 3.19] 0.05280528| 24/05/2022| 67| 28 0
17/03/2022| 32| 3.15| -0.0125392| 25/05/2022| 68| 2.8 0
18/03/2022| 33| 3.15 0| 26/05/2022| 69| 2.8 0
21/03/2022| 34| 3.15 0| 27/05/2022| 70| 2.7| -0.035714286
22/03/2022| 35| 3.16] 0.0031746

A continuacién se simulan una muestra de m = 100 trayectorias para la ecuacién (4.11) con ¢ € [0, 70],

Tabla 4.1: Historial del precio de acciones del BCP

con el fin de identificar el el tipo de distribucién del modelo (4.11).

Utilizamos el método de Runge Kutta estocastico(RKE1) con tamafio de paso fijo h = 0,01, utilizando

el sistema aleatorio para la generacion de incrementos del movimiento Browniano.

La figura 4.1 reporta las trayectorias muestrales generadas por el método numérico RKE1 del modelo

con elasticidad constante de la varianza (4.11), todas iniciadas en la misma condicion inicial.

La figura 4.2 informa la media muestral punto por punto (linea continua verde) de la muestra de m =
100 trayectorias simuladas, tambien se presentan sus intervalos de confianza al 95 por ciento (del percentil
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Figura 4.1: Soluciones numéricas del modelo de la elasticidad constante de la varianza.

2,5 al 97,5; lineas discontinuas) y su primer y tercer cuartil (Iineas punteadas).

Media empirica, 95 por ciento IC, q1-q3 cuartiles de la solucion numérica sobre 100 trayectorias
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Figura 4.2: Media muestral(linea verde), banda de confianza 95 % (lineas discontinuas), primer y tercer
quartil ¢; y g3(lineas punteaadas)

Finalmente en la figura 4.3 se reporta la distribucién empirica de S(¢) en el tiempo final de la simulacién
t =T =70y en la tabla 4.2 mostramos algunas estadisticas del proceso para S(T) cont = T = 70, sobre
las m = 100 trayectorias simuladas

Media del proceso E[S(T)] = 2,799982
Varianza del proceso Var[S(T)] = 0,2951215
Mediana del proceso MelS(T)] = 2,759166
Intervalo de confianza al 95 porciento | [1,963646, 3,936835]
Primer y tercer cuartil del proceso [2,360580, 3,131834]
Sesgo del proceso A[S(T)] = 0,4054848
Curtosis del proceso K[S(T)] = 2,588382

Tabla 4.2: Estadisticas del proceso S(T")

Del histograma de la figura 4.3 y de la tabla 4.2 se puede observar que la Mediana es menor que la
media, Me[S(T)] < E[S(T)], lo cual nos indica una distribucién sesgada hacia la izquierda coeficiente de
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Histograma de S(t) en el tiempo final T=70

Figura 4.3: Histograma de S(t) en T' = 70 para las 100 trayectorias simuladas

asimetria positiva A[S(T")] = 0,4054848. El coeficiente de curtosis K[S(T")] = 2,588382 > 0, mostrado
en la tabla4.2, lo cual nos indica que que la distribucién es leptocurtica, comprobando la hipdtesis de que la
distribucién del modelo (1.1) es chi-cuadrado no cental.

5. Conclusiones.

1. Se presenta una descripcién de los modelos de opciones con elasticidad constante de la varianza
(1.1), explicando la condiciones bajo las cuales hay soluciones y éstas son tnicas.

2. El precio del activo CREDITC1 del Banco de Crédito del Pert puede ser modelado con el proceso
con elasticidad constante de la varianza con un factor de elasticidad 5 = 1,6 dado por la estimacién
hecha en (4.8) usando la data del activo CREDITC1 del Banco de Crédito del Peru.

3. De acuerdo a las estadisticas dadas en la tabla 4.2 para 8 = 1,6 se obtiene una dispersion baja en
torno a la media.
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