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Resumen
Los Métodos de Diferencias Finitas (MDF) explicitos son usados para simulaciones numéricas en
problemas de sismica. En estos casos el medio es heterogéneo y para la garantia de una solucion
precisa y estable hay la necesidad de utilizar discretizaciones refinadas para las variables espacial
y temporal, dando como resultado problemas de grandes dimensiones. En este trabajo presentamos
el MDF explicito para la ecuacion de onda en un dominio heterogéneo y mostramos los resultados
a través de simulaciones computacionales.
Palabras clave. Ecuacién diferencial parcial, onda, diferencias finitas, dominio heterogéneo.

Abstract
Explicit Finite Differences Methods (FDM) are used for numerical simulations in seismic problems.
In these cases the medium is heterogeneous and for the guarantee of a precise and stable solution
there is the need to use refined discretizations for spatial and temporal variables, resulting in large-
scale problems. In this paper we present the explicit FDM for the wave equation in a heterogeneous
domain and show the results through computer simulations.
Keywords. Partial differential equations, wave, finite differences, heterogeneous domain.

1. Introduccién. La simulaciéon de la propagaciéon de ondas sismicas, tanto en el Modela-
miento Sismico como en la Migracién Reversa en el Tiempo, permite obtener informacién im-
portante respecto a las estructuras geoldgicas que se encuentran en la sub-superficie. La solucién
numérica de los modelos matemaéticos utilizados para la realizacién de estas simulaciones envuelve
millones de grados de libertad, estos son determinados a cada instante de tiempo y para realizar
estas simulaciones de forma eficiente se busca modelos numéricos sufucientemente robustos que
sean estables y precisos, con un procesamiento computacional eficaz, que sea capaz de hacer viable
los calculos que son realizados

Los Métodos de Diferencias Finitas (MDF) explicitos son frecuentemente utilizados en la so-
lucién numérica de estos problemas y en este caso, el refinamiento de las discretizaciones espacial
y temporal estan relacionados a la menor longitud de onda que debe ser capturada y limitada por
la condicién de estabilidad del método utilizado, respectivamente [1, 3, 2]. La precisién de estos
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métodos depende de la orden de aproximacién de los operadores de diferencias finitas y del refi-
namiento de la malla. Mallas mas refinadas resultan en aumento de precision, esto puede acarrear
el crecimiento sustancial en el uso de memoria y tiempo de procesamiento, esto puede hacer que
el costo computacional sea muy alto para el modelamiento de problemas realistas. En el caso de
aplicaciones de MDF en dominios heteogéneos, como ocurre en problemas de sismica, los algorit-
mos convencionales usan, para garantizar la estabilidad numérica de la solucién, la discretizacién
temporal dada por el menor paso de tiempo, definido por la sub-regién del dominio con la mayor
velocidad de propagacién de la onda. De esta forma, existen diversos estudios en busca de una
solucién precisa y viable computacionalmente para este problema, entre ellas, esquemas de dife-
rencias finitas de malla variable [9], utilizacién de operadores de alto orden para aproximar las
derivadas espaciales y temporales [7, 4] y por lo tanto la mayoria de los algoritmos utilizados para
la resolucién de este problema utilizan métodos explicitos, también existen trabajos que analizan
la utilizacién de métodos implicitos [10, 5].

2. La Ecuacién de la Onda Acustica y el Método de Diferencias finitas. La ecuacién
de la onda acustica para problemas bidimensionales (2D), puede ser escrita como:

1 8%u <82u 8%u

(2.1) Zoz \o2 oz

)Zf(x,y,t)

donde u = u(z, y, t) es la amplitud de la onda en funcién de las variables espaciales en las direcciones
x 'y y, t es la variable temporal, ¢ es la velocidad de propagacién de la onda en el medio y f(x,y,t) es
el término fuente. Ademéds de eso se dan las codiciones iniciales u(z,y,0) = g(z,y) y %(w, y,0) =
h(z,y), Vx,y € Q y condiciones de contorno adecuadas.

En este trabajo mostraremos la discretizacén del Método de Diferencias Finitas (MDF') expici-
to, con aproximaciones de segundo orden en el tiempo, de segundo orden y de cuarto orden para
aproximar las derivadas espaciales. La aproximacion explicita de diferencias finitas para la ecua-
cién de la onda acustica utilizando aproximaciones de segundo orden en el tiempo y en el espacio,
MDF(2-2), es dada por:
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Desarrollando (2.2) obtenemos:
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siendo C' el nimero de Courant (C = %"5), donde At y h definen las discretizaciones temporales

y espaciales, respectivamente, con Az = Ay = h. Los indices ¢ y j designan los puntos de la
malla espacial en las direcciones x y y respectivamente, en cuanto ¢ designa el instante del tiempo
actual. Andlogamente, se presenta en (2.5) la expresién del MDF explicito cuando se utilizan
aproximaciones de diferencias finitas de segundo orden para la variable temporal y de cuarto orden
para las variables espaciales, MDF(2-4).
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Desarrollando (2.4) obtenemos:
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(2:5) —ul S+ (PALP f(2,y,t) + O(AE, hY).

Las aproximaciones de Diferencias Finitas descritas anteriormente son condicionalmente es-
tables y sus limites de estabilidad para dominios uni y bidimensionales, dados en términos del
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1 3
CUADRO 2.1

Limites de estabilidad

nimero de Courant, son presentados en la Tabla 2.1 que se encuentra en [8], para aproximaciones
de segundo orden en el tiempo y de segundo y cuarto orden en el espacio.

Aplicaciones de estos algoritmos convencionales en medios heterogéneos, tiene la discretizacion
espacial definida por la menor longitud de onda, que se desea representar y la discretizacién tem-
poral constante, limitada por la condicién de estabilidad de la sub-regién que lleva el menor paso
del tiempo, implicando en un gran costo computacional.

2.1. El error de dispersién. En el MDF los anélisis de error de dispersién son realizados
considerando un medio homogéneo y discretizaciones temporales y espaciales constantes. Expli-
caremos la influencia que esta discretizacion puede tener en dominios heterogéneos. Para esto,
utilizamos la ecuacién de la onda acistica unidimensional (1D).

1 0% 0%

(2:6) Zor " 0a2

con condiciones iniciales y de contorno correctamente definidas.
Para el MDF explicito con aproximaciones temporal y espacial de segundo orden (2-2), se
obtiene la siguiente expresion:

(2.7) uith = 2uf + C(ufyy — 2uf +uf_y) —ui Tt + O(AE, h?)

y el error de dispersién, conforme presentado en [6], puede ser dado por:
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Colocando este resultado en términos de la velocidad de grupo normalizada, definida como - =

%%:, (2.8) puede ser reescrito como:
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Para ejemplificar el comportamiento del error de dispersiéon cuando se utilizan las mismas
discretizaciones, temporal y espacial, el nimero de Courant sera alterado varidndose la velocidad
de propagacion de onda.

Se puede observar que, como es presentado en [1], el error de dispersién en el MDF es menor
cuando el numero de Courant es mayor, en este caso préximo al limite de estabilidad del método.

Al haber una discontinuidad, como es el caso de nuestro problema, procederemos con nuestro
método de diferencias finitas manteniendo nuestro niimero de Courant abajo del limite de estabi-
lidad como esté en la Tabla 2.1 para obtener los resultados que deseamos. A diferencia del método
usado en [2] usaremos el MDF para nuestro problema y procuraremos obtener mejores resultados
refinando mas la malla del dominio usado.

3. Resultados Numéricos. Para evaluar los resultados obtenidos usando el método explici-
to, (2.1) es resuelto en un dominio heterogéneo 2D de 6000mX6000m, subdividido en 2 sub-regiones,
la divisién se encuentra en x = 3250m.

Para nuestros resultados usaremos en los casos ¢; = Vi, co = V4 = constantes; la Sub-region 1
tiene la menor velocidad de propagaciéon Vi = 1500m/s, la Sub-regién 2 tiene la mayor velocidad
de propagacién Vo = 2V, = 3000m/s, con la siguiente condicién inicial:
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La Fig. 3.1 representa g(x,y), cuya solucién en y = 3000m es la siguiente:

Amplitude
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Ficura 3.1. Condicidn Inicial (Eq 3.1)

y % = h(z,y) = 0,Vz,y. La condicién de contorno es la de Dirichlet, w(T',¢) = 0,t > 0, siendo
T el contorno del dominio considerado, definido por x € [0;6000] y y € [0; 6000].

Para las pruebas usamos fuente nula esto es f(x,y,t) = 0. Usamos At = 0.008,0.004, 0.002s;
Ax = Ay = h = 40,20, 10m, para mantener el nimero de Courant con el mismo valor y no tener
problemas de dispersion en las simulaciones; usamos el método explicito de cuarto orden en el
espacio y segundo orden en el tiempo. Los resultados son los siguientes; usamos las condiciones de
frontera de Dirichlet, usamos estas condiciones para poder simular el caso en el cual el dominio no
tuviera condiciones de frontera, ya que estamos en un dominio cuadrangular; para que la onda se
propague uniformemente y el dominio tendrd reflexién, como se podra ver en la Fig. 3.7:
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Ficura 3.2. Corte en y = 3000m, para t = 0.6s
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Ficura 3.3. Corte en y = 3000m, para t = 0.9s
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FicUrA 3.4. Corte en y = 3000m, para t = 1.2s

En las Fig 3.2, 3.3, 3.4, tenemos el corte en la mitad del dominio en el eje y = 3000m, con las
diferentes discretizaciones espaciales y los tamanos de paso At.
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F1cURrA 3.5. Propagacion de onda para t = 0.6s
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F1GURA 3.7. Propagacion de onda para t = 1.2s
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En las Fig. 3.5, 3.6, 3.7; tenemos la propagacion de onda a través del dominio establecido y

podemos observar la mayor propagacion en donde la velocidad es mayor.

4. Conclusién.

e La ecuacién de onda es frecuentemente utilizada para modelar problemas en sismica, que
envuelven medios heterogéneos y el método de diferencias finitas explicito es ampliamen-
te utilizado para encontrar su solucién. Por ser un método condicionalemente estable se
utiliza un incremento de tiempo constante en todo el dominio, dado por la situaciéon mas

desfavorable, lo que implica en un gran esfuerzo computacional.
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e En las Figuras 3.2, 3.3, 3.4; se muestra los cortes de la onda a través de instantes de tiempo
en donde las curvas son mas suaves a medida que se refina mas la malla. En las Figuras
3.5, 3.6, 3.7; se muestra la propagacién de onda, en donde se puede apreciar que ésta es
mas notoria en la zona con mayor velocidad de propagacion.

e Otra variante para la resolucién de estos métodos que permitan tener un ahorro considera-
ble en el costo computacional y esto beneficie en la obtencién rapida de resultados, a pesar
de que su implementacién requiera mas esfuerzo y tiempo, serian los métodos adaptativos.
Otra aplicacion de los métodos Explicitos de Diferencias Finitas es para el caso en donde
la ecuacién (2.1) tenga término fuente esto es f(xz,y,t) # 0; también se puede realizar
simulaciones para dominios més complejos.
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