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Resumen
Una red de informacion es un grafo dirigido aciclico en el cual ciertos nodos llamados fuentes tienen mensajes que
desean transmitir a otros nodos llamados receptores a través de la combinacion de mensajes en nodos intermedios.
El problema de solubilidad consiste en encontrar una coleccion adecuada de funciones que permita combinar los
mensajes en los nodos intermedios para que puedan ser decodificados donde son requeridos. En esta trabajo se
estudia el problema de solubilidad fraccional de una red a través de una extension del problema de solubilidad de
un operador de clausura definido por Gadouleau en el 2013. Se definen problemas de programacion lineal mediante
dicha conexion con operadores de clausura para estudiar la capacidad de una red; usando algunas desigualdades de
la informacion y desigualdades rango lineales dependientes de la caracteristica se obtienen cotas superiores sobre la
capacidad lineal de algunas redes y operadores de clausura sobre un cuerpo dado.
Palabras clave. Grafo dirigido, cédigo de red, operador de clausura, matroide representable, desigualdad rango lineal.

Abstract
A network is an acyclic directed graph in which there are sources that have some messages and want to transmit to
receivers through the combination of messages in intermediate nodes. The goal is to find a collection of functions
that allow to combine messages in order to satisfy the demand of the receivers. In this paper, we study the fractional
solvability problem of a network using an extension of the solvability problem in closure operators given by Gadouleau
in 2013. We define linear programming problems via the desired extension in order to study capacities; using some
information inequalities and characteristic-dependent linear rank inequalities, we obtain upper bounds on linear
capacity of some networks and closure operators over some fields.
Keywords. Directed graph, network code, closure operator, representable matroid, linear rank inequality.

1. Introduccién. La Teoria de Codificacién en Redes, conocida en inglés como Network Coding, es una rama
de la Teoria de la Informacién, introducida por Ahlswede et al. en [1], que estudia el problema de flujo de informacién
a través de una red. Una red es un grafo dirigido aciclico en el cual ciertos nodos llamados fuentes tienen ciertos
mensajes que estdn siendo demandados por otros nodos llamados receptores. El problema de la solubilidad de la red,
consiste en encontrar una manera eficiente de codificar los mensajes para que puedan ser “combinados” en los nodos
intermedios con el fin de que puedan ser decodificados en los nodos receptores donde son requeridos. La coleccién de
funciones que interviene en la codificacién se denomina cdédigo de la red.
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Es conocido que es suficiente trabajar con redes que tienen la misma cantidad de fuentes y receptores, cada uno
demandando mensajes de una fuente distinta, estas redes se llaman redes de uniemisién multiple. Cuando una red
es de uniemisién miuiltiple, un cédigo de red se puede escribir en términos de particiones, y las relaciones que se
deben cumplir entre las funciones se ponen en términos de refinamientos de particiones. Determinar un cédigo de
red, o una coleccién de particiones como la mencionada, puede llegar a ser en general muy complejo, atn si la red
tiene una solucién. Con el fin de encontrar formas alternativas de estudiar este problema, en [10], Gadouleau conecta
la solubilidad de una red con un problema sobre operadores de clausura; introduce un problema que consiste en
determinar una coleccidn de particiones cuyos refinamientos se comportan “bien” respecto al operador. Este problema
se llama “Solubilidad del Operador de Clausura”. Con este procedimiento se logra conectar la solubilidad escalar
de los operadores de clausura con la solubilidad escalar de las redes de informacién. Incluso se conecta con ciertos
matroides muy importantes en esquemas de reparticion de secretos en Criptologia [3,17, 18].

En este trabajo, se extiende el concepto de solubilidad de un operador de clausura de Gadouleau [10] a lo que se
ha denominado la solubilidad fraccional de un operador de clausura. Dicha extension permite conectar la solubilidad
fraccional de una red de informacién con el problema de solubilidad fraccional del operador de clausura asociado
a la red. Permite introducir una serie de problemas de programacién lineal asociados al operador cuyas soluciones
son cotas superiores de la capacidad de solubilidad fraccional de este operador. Los problemas son estudiados sobre
algunos tipos de matroides y redes de informacién, evaluando sus capacidades sobre algunos alfabetos y cuerpos
finitos. Ademads, con ayuda de algunas de las desigualdades rango lineales dependientes de caracteristica introducidas
en [15] y [8] se determinan cotas superiores de algunas capacidades lineales.

2. Particiones y entropia. Un conjunto finito .4 con al menos dos elementos, se llama alfabeto. Una particién
del conjunto A, t € N, se nota como f. Sus bloques se notan por P; ( f_) El refinamiento comiin de dos particiones
fy g, es la particién f A g dada por {Pi (f) NP;(g): P (f) NP;(g) # (;S}. La colecci6n de particiones de A’ con
la operacién refinamiento comtin es un semireticulo acotado, donde E 4, la particién de \.A|t—b10ques, es el minimo;
y {A*}, la particién de un solo bloque, es el maximo. Naturalmente, se tiene un orden parcial en el cual f < g si
f A g = f. Para cualquier X C [m] := {1,. .,m}, el refinamiento comtin de toda particion fosconv € X, es

= A fo. Observe que f := {A'}; fxuy =fx A fys fxoy < fxavs fy < fx,siX CY.
veX

La entropia de f se define como:

| ﬂl 12 (f)]
() =-2 A

i

Ciertamente una particién de .A* define una variable aleatoria X 7 sobre f con distribucién de probabilidad

X F= -bl = —_—
P ( f ] oque) |A|t

La variable aleatoria conjunta (X X g) es dada por X7, ;. Puesto que la diferencia entre la entropia de una particién
y la entropia de su variable aleatoria es un cambio de base en el logaritmo (en Teoria de la Informacién se toma de
base 2), se puede deducir que cualquier desigualdad de la informacién es una desigualdad valida para entropias de
particiones.

En este documento se trabaja con familias de m particiones sobre una potencia A’ tal que cada una de ellas tiene
a lo sumo |.A|"-bloques, para algin n fijo, éstas son notadas como una tupla F := (f v) veElm]® La razén de tomar cada

particién con a lo sumo \.A| bloques es porque ésta se puede ver como la particion de preimégenes de una funcién
[ A= A" estoes, f = {f! :x € f(A")}. Esta particion se llama kernel de f, y se nota como ker (f) := f

La entropia de fx se nota

el subindice F se omite cuando no hay confusién. Esto define una funcién H : 20" — R que satisface las siguientes
desigualdades:

0 < H(v) < log | fo
H(X) <nl|X]|.
H(X) <H(Y)si X CY (nodecreciente).
HXUY)+H(XNY) <H(X)+H(Y) (submodularidad).

< t. Se cumple la igualdad en el medio si, y sélo si, f, posee bloques uniformes.
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Es bien conocida la relacién entre la dimension de sumas de espacios vectoriales y cierta clase de variables aleatorias
asociadas a ellos. Nétese que la diferencia entre la dimensién de un espacio vectorial y la entropia de su variable
aleatoria, es un cambio de base del logaritmo [19]. Las desigualdades satisfechas por estas dimensiones son cono-
cidas como desigualdades rango lineales.Toda desigualdad de la informacién es una desigualdad rango lineal [19].
Cuando la veracidad de la desigualdad depende de la caracteristica del cuerpo en donde estdn definidos los espacios
vectoriales, éstas se conocen como desigualdades rango lineales dependientes de la caracteristica [8, 15, entre otros].
A continuacién se presentan dos de ellas; para simplificar la escritura, se usa la notacion A = {Ay,..., A;}y
AX:{Ai:iEX}.

Teorema 1. [ 15, ejemplo 2: n=7, t=2] Para cualesquiera Ay, As, A3, B1, Ba, Bs, C subespacios de un espacio
vectorial de dimension finita V sobre un cuerpo escalar finito F. Se verifica:

(a) Si la caracteristica de FF es 2,

1(015) <21 () 3 ((C | 4) + 31 (1-0)

3
+ > (H (B | A=) +H(Bi | A3, C) + T (Apgs Ajgg) + T (Ag; A1) -

i=1
(b) Si la caracteristica de | es distinta de 2,

3
H (Bjg) + H(C | Aig) + Y 1 (A5 C)

i=1

H(C) <

W =

3

=1

Las desigualdades en general no se cumplen sobre cuerpos de cualquier otra caracteristica diferente a la men-
cionada.

Cuando cada miembro de F es el kernel de una transformacién lineal sobre un cuerpo finito I (i.e. la particién
dada por el espacio vectorial cociente del dominio de la funcién con su niicleo), H define una funcién conocida como
polimatroide lineal. Es conocido que los polimatroides lineales satisfacen todas las desigualdades rango lineales [?,
capitulo 3]. En particular, un polimatroide lineal sobre F, satisface toda desigualdad rango lineal dependiente de la
caracteristica valida sobre FF. Por lo tanto, las desigualdades del Teorema 1 se cumplen cuando JF esta definido por 7
particiones en la que cada una es el kernel de una transformacién lineal sobre un cuerpo de caracteristica 2, y sobre un
cuerpo de caracteristica distinta de 2, respectivamente.

2.1. Redes de informacién. Un digrafo es un par D := ([m], E), donde E C [m]*. Los elementos de [m]
se llaman nodos del digrafo; los pares de E se llaman aristas y se denotan por e = uwv, donde u y v son nodos.
Defina v~ := {u € [m] : wv € E (D)}, y paracada X C [m], X~ := |J v™. De forma andloga, se define v :=

veEX
{u€m]:vue E(D)}y Xt := [Jv". Unnodo v se dice intermedio, si v~ ,v" # (); un nodo s se dice fuente, si
veX
s~ = (); un nodo t se dice receptor, si t+ = (). Un camino de u a v, es una sucesién de vértices vy, ..., vy tales que
v;V;41 € F,dondei =1,...,k —1,v; = uyvg =v. Un ciclo es un camino, tal que v; = vg. Un digrafo es aciclico,
si no tiene ciclos. Un digrafo aciclico posee al menos una fuente y un receptor; el conjunto de fuentes se nota como .5,
y el conjunto de receptores se nota como 7.

Definicién 1. Una red, es un par N = (D, 1), donde D = (|m], E) es un digrafo aciclicoy T : T — S es una
funcion sobreyectiva, llamada funcion de demanda.

Una red N es una red de uniemision nuiltiple, si su funcién de demanda es biyectiva. En tal caso, 7 (t;) = i,
parai=1,...,7:=|S|,yseescribe N = (D, S, T). Es conocido que estudiar la solubilidad de un red cualquiera, es
equivalente a estudiar la solubilidad de una red de uniemision multiple asociada [9]. Por consiguiente, a menos que se
diga lo contrario, se asume que todas las redes son de uniemisién miltiple.

Definicién 2. Un (k,n)-cédigo de red de A sobre un alfabeto A es una coleccion de funciones F = (f,), €m]

de la forma fo : AISIF — A* siv=s5€S; f, : Imf,- C ATl A7, donde Imf,- = Imf,, x - - xImf,,
v"={vy,..,u}siveEm|—S—T; f; :Imf,- — AF  siv=tecT.
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Un mensaje es un elemento de A*. Se toma una tupla de mensajes = € AlSI¥. A cada nodo fuente, se le
asocia una componente de .A/%1¥, de modo que si S = {517 o 8 S|}, cada tupla de mensajes se escribe como
r = (9351, ...,:cs‘s‘) = (:cl, ...,x‘s‘), donde cada x; es el mensaje de s;. Las funciones f;, t € T se denominan

funciones de decodificacién. Un (k, n)-cédigo de red es lineal, si cada una de sus funciones es una funcién lineal.

En la literatura existen varias definiciones de cédigo de red [1,5, 10, 16]. En algunos documentos se asignan las
funciones del c6digo a nodos fuentes, a cada arista y a los nodos receptores. En este documento, se ha preferido tomar
el modelo de asignar una funcién a cada nodo de la red, de modo que cada nodo transmite el mismo mensaje a cada una
de sus aristas de salida; en este modelo se dice que la red estd en circuito de representacion [16]. Elegir este modelo
no ofrece ninguna diferencia significativa respecto al otro mas que simplificar la escritura. La funcién asignada a cada
fuente es simplemente un formalismo que se debe introducir para conectar con particiones [10]; el mensaje que desea
transmitir una fuente debe ser visto como el mensaje que se obtiene de esta funcién. Lo que obliga la restriccién
k < n, porque cada fuente debe transmitir su mensaje completo. En la literatura, las redes “interesantes” cumplen esta
condicién. Por [5, Lema II.1], una condicidn suficiente para garantizar su cumplimiento, consiste en considerar redes
en las cuales existe al menos una fuente y un receptor que son conectados por un tnico camino; por ejemplo, la red de
la figura 2.1. En adelante todas las redes cumplen esta condicidn, y por consiguiente £ < n.

El hecho de que el dominio de la funcién asignada a cada vértice dependa de las imdgenes de las funciones
asignadas a sus vértices de entrada aclara la idea de lo que es transmitir o combinar informacioén a lo largo de la red.
La siguiente definicion auxiliar captura esta idea.

Definicién 3. El c6digo acumulativo de un (k,n)-cddigo de red F, es una coleccion de funciones F = (f%), elml
de la forma f; = f,,siv =s € S; fi(z) = fo (f () = fo((f} (2)ye,-) para cada x € AW, si
v e [m]—S.

Cada f,; se define de manera inductiva a partir de cada nodo de v~ por ejemplo, para cada v~ C S definimos
fx. Luego pasamos a los f,r tales que cada funcién correspondiente a cada nodo de ™~ ya estd definida. Se aplica
éste proceso hasta finalizar con los nodos receptores. De este modo, el mensaje que transmite un nodo v se obtiene
calculando f; para determinada tupla de mensajes x.

Definicién 4. Un (k,n)-cédigo de red es una solucién fraccional de N sobre A, si para cualquier tupla de
mensajes v = (1,...,x|5|) € AlSIE existe un y € AW tal que fra () = [ (y) =20, VE € T.

Observaciones:

e Cuando existe tal solucién con k = n = 1, se dice que la red es soluble sobre A. Si la solucion es lineal, se
dice que la red es linealmente soluble sobre A (que en este caso es un cuerpo finito).

e Si la red tiene una solucién fraccional, a partir de ésta siempre se puede construir una solucién tal que
f& =id 4x, 0 1o que es lo mismo x = y en la definicion 4.

e En la préctica, dado un vector mensaje x, cada s desea enviar el mensaje z; a un ¢ tal que 7 (¢) = s. Con el
fin de que t recupere el mensaje requerido, una solucién debe permitir tomar un 4’ tal que f (y') = zs y
fi (y") = xs. Esto se debe cumplir simultdneamente para todo s, en una solucién siempre es posible, pues
debe existir un y (necesariamente tnico) tal que [ (y) = f;* (y) = x5, para cualquier ¢.

e Cuando N es de uniemisién multiple, un c6digo es una solucién, si para todo x = (z1, ..., z,) € A", existe
uny € A" tal que f7 (y) = x; para cualquier s = 1, ..., 7. En otras palabras, f§ es biyectivay f7 = f&.

La capacidad de N relativa a una clase de c6digos D sobre A es dada por

k
CA (N) := sup { : existe una (k, n)-solucién fraccional en D sobre .A} .
n

La clase D usualmente se toma como la clase de todos los cédigos sobre un alfabeto, en tal caso la capacidad se
nota por C* (N); si se toma sobre cualquier alfabeto se omite el superindice. Cuando los cédigos son lineales se nota
como Ciipear (N); y se coloca el superindice F si se quiere especificar el cuerpo finito. Se verifica que

CAWN)<Cp(N)<CWN) <1

Calcular la capacidad de una red, en general es muy complejo. Las desigualdades de la informacién juegan un
papel importante para su cdlculo [5, 6]. El problema de solubilidad de una red consiste en encontrar soluciones con
tasas eficientes, en el sentido que % coincida o sea lo mds préximo a la capacidad de la red en cuestién. De igual modo
las desigualdades rango lineales son importantes para el problema de solubilidad lineal de una red.

En adelante, todas las redes son redes de uniemisién multiple. Se asume que los nodos de la red estdn ordenados
de tal manera que los r primeros nodos corresponden a fuentes y los r tltimos corresponden a receptores, y por
simplicidad cada receptor ¢;, se nota como s.

A continuacion, se escribe la solubilidad de la red en términos de particiones:

Proposicion 1. Tome F = (f,) una (k,n)-solucién fraccional de N, y defina f, := ker (f") para cada v.
Entonces,

vE[m)]
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a b

oy

L}

b=(a+b)—a a=(a+b)—b b=(ca+b)—oa oca=(da+b)-b

FIGURA 2.1. De izquierda a derecha: la red Mariposa; codigo de red 'y codigo acumulativo; flujo de informacion de una solucion; solucion
no lineal alternativa.

(i) f, posee a lo sumo | A|"-bloques, para cada v.
(i) fs, = fi,, para cadai = 1.

(iii) f,- < f, paracadav € [m] — S.

(iv) fr = E grk.

Demostracion: (i), (ii) y (iv) son evidentes. Para probar (iii), considere z,,- € f;_ (.Ark ) Tome y € f,~ Yz,-),
se tiene que f*_ (y) = x,-, entonces f; (y) = f, (f:, (y)) = fy (z,-). Defina z, := f, (z,-), se tiene que
y € fi~t (), es decir, £~ (z,-) C fi~* (z,). Se sigue f,- < f,.0

La siguiente afirmacion esta asociada a la proposicidn anterior; nétese que se han agregado una condiciones con
el fin de obtener un resultado reciproco”.

Proposicion 2. Sea F = ( fv)v cm) Una coleccion de particiones sobre A™* tal que
(i) cada f, posee a lo sumo |A|"-bloques.

(ii) fsi = ﬁ7 paracadai=1,...,r.

(iii) f,- < f, para cadav € [m] — S.

@iv) fq: = E k. - -

Sea F = (f;)ve[m] cualquier coleccion de funciones de A™ en A", tales que ker (f) = fo, ker (ff) = fu.
s, = i, paratodov € [m] — S, i = 1,...,r. Entonces, existe una (k,n)-solucion fraccional F = (fu), [, de N

sobre A cuyo cédigo acumulativo coincide con F .

Demostracién: La condicién (i) permite definir cada f; como una funcién de A" en A™. Para cadav € [m] — S,
la condicion (iii) dice que ker (f7_) < ker (fJ), esto es, dado z,— € fr_ (A™), existe un tnico z, € f; (A™) tal
que >~ Y2y-) C fF (x,). Paracada v € [m] — S, defina f, (z,-) := x,, note que f, es una funcién definida de
Imf,- C Al en An que satisface f (z) = f, (f:_ (:c)) para cada x € A"*. Haciendo f, := f paracada s € S;
resulta que el codigo de acumulacion de F = (fv) e[ €8 F T =(f ve[m)- Las condiciones (i) y (iv) dicen que f§
es biyectiva. Por lo tanto, F es una (k, n)-solucién fraccional de A sobre A. 0

ejemplo 1. En la figura 2.1 (izquierda) se presenta una red conocida como la red Mariposa. Seguido se pre-
senta una solucion en un alfabeto Zo con su cédigo acumulativo, donde f+ simboliza la suma, m; simboliza la
i-proyeccién sobre 73. Los cédigos de F se presentan a la derecha de cada nodo; los cédigos de F " se presen-
tan a la izquierda; y en la parte de abajo de cada nodo, el mensaje que ellos transmiten. En la tercera imagen
se presenta el flujo de informacion de la red. En la figura de la derecha se presenta una solucion no lineal al-
ternativa, donde o es una permutacion de Zo. Uno puede verificar que estas soluciones producen la misma co-
leccion de particiones: f1 = {{(0,0),(0,1)},{(1,0),(1,1)}}, f2 := {{(0,0),(1,0)},{(0,1),(1,1)}} y f5 :=
{{(0,0),(1,1)},{(0,1),(1,0)}}. Para mds detalles véase [14].

2.2. Operadores de clausura. Los operadores de clausura abundan en la literatura, aparecen en Algebra como
la subestructura generada de un subconjunto de una estructura algebraica (sea grupo, anillo, espacio vectorial, etc);
Topologia como el operador de clausura topoldgica; entre otras ramas de las matemadticas [4]. Un operador de clausura
sobre m elementos es una aplicacioén cl : 2™ — 20 tal que para cualesquier par de conjuntos X,Y C [m] se
satisfacen las siguientes propiedades:
e X Ccl(X).
e Si X CY,entonces cl (X) Ccl(Y)
e cl(cl(X)) =cl(X).

El rango de cl es

re :=min{|X|: cl(X) = [m]},
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para evitar confusion se escribe simplemente r. Una base de cl es un subconjunto de tamafio r cuya clausura es [m].
Definicion 5. Una (k,n)-solucién de particiones (o solucién fraccional de particiones) de cl sobre un alfabeto .4,
es una familia F = (ﬁ,)ve[m] de particiones de A™, con a lo sumo | A|" -bloques cada una, tal que fcl(X) = fx,
para todo X C [m]y fm) = Eqre.
No es dificil ver que k£ < n. En caso de que exista una solucién con kK = n = 1, se dice que cl es un operador de
clausura soluble sobre A, [10]. La capacidad de cl relativa a una clase de particiones D sobre A estd dada por

k
CA (cl) := sup { : existe una (k, n)-solucién de particiones en D sobre A} .
n

La clase D usualmente se toma como la clase de todos las particiones sobre una potencia de A, en tal caso la
capacidad se nota por C* (cl); y si se toma sobre cualquier alfabeto se omite el superindice. La clase D también se
puede tomar como la clase de todos los kernel de transformaciones lineales sobre un cuerpo finito I, en cuyo caso se

nota Cf ., (cl). Algunas desigualdades que consideran la capacidad son:

Cp (cl) < Cp (cl) < C(cl) < 1.

La funcién de entropia de una solucion satisface:
e H(v) <n, paracadav.
e H(X)=H(cl(X)), paracadaX.
e H(V)=rk.

ejemplo 2. Considere el operador de clausura sobre 3 elementos dado por Us 3 (X) = X, si | X| < 2y
Us3 (X) = [3] de otro modo. Tome A = {0,1}. Tome como F las tres particiones dadas en el ejemplo 1. Resul-
taque fi2 = fu,,a.2 = fi3 = fuo.,3) = fo.3 = fuas23) = fi23 = Eaz, asi F es una (1,1)-solucion de
particiones de Us 5 sobre A. Luego Us 3 es soluble.

Dentro de la coleccion de operadores de clausura sobre m se puede definir una relacién de orden parcial, dada
por: cl; < cly si, y sélo si, cly (X) C clp (X) para cualquier subconjunto X . A continuacidn, se presenta otra versién
de la proposicién 2 de [10], cuya prueba es sencilla.

Proposicion 3. Sean cly, cly operadores de clausura de rango v sobre m elementos. Si cl; < cly, y cls tiene
una (k,n)-solucion fraccional de particiones sobre un alfabeto A, entonces cly tiene la misma solucion fraccional de
particiones sobre A.

2.3. Problemas de programacion lineal. En esta seccion, se define un problema de programacién lineal asocia-
do a un operador de clausura con el fin de calcular cotas superiores sobre la capacidad del operador.
Problema 1. Dado un operador de clausura cl sobre m elementos. Maximizar zj,,,) sujeto a que la tupla (zx ) XClm]
cumpla:
() z, < % para cada v.
(i) zx = 2zq(x) paracada X.
(iii) zx < zy,siX CY.
(iv) zxuy + zxny < 2x + 2v.
(v) Desigualdades adicionales validas sobre A.
La solucion optima del problema se denota por Bg,) (cl).

Se tiene que By, (cl) < 1, por ser 2m) = 2B < Sz < @ = 1, donde B es una base de cl.
beB

Cuando F es una (k,n)-solucién de particiones de cl y (v) no define una desigualdad, se puede verificar que
zx = 2 H(X) cumple todas las condiciones del problema descrito. De modo que z[,,) = %, por lo que B (cl) es una
cota superior sobre la capacidad de cl.

Antes de continuar, conviene usar la siguiente notacion:

® ZX|y = AXuY — Y
® Zx.y = 2Zx T2y — ZXuy-
Las desigualdades del Teorema 1 pueden escribirse de las siguientes formas:

3
2.1 ZBig) < ZZAB];C +3 ZC| A + E :ZA[?)]—UC + E : (ZBi‘A[S]—i + 2B,|a;,c T AL A B - 4] + ZA[i—l];Ai> )
i=1 =1

3

1
22) Zc < 378 t2olAp T E : (ZA[s]—z';C +2B;|Ay ., T 201A:,B; T 2AuAE - T ZA[ifl]?Ai) :
=1
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Estas restricciones pueden ser afiadidas al numeral (v) del problema 1. Al afiadir la primera restriccién, se obtiene
un problema de programacién lineal en el cual la solucién optima, denotada por

Bchar(]F):2 (Cl) 7

lineal

char(F)=2

es una cota superior de C;. _°

(cl). De forma andloga, al afiadir la segunda restriccion,

pehar(F)#2 (cl),

lineal
. har(F)#2
es una cota superior de C" (972 (1),
Noétese que mds desigualdades o restricciones pueden ser afiadidas a los problemas de programacion lineal con el
fin de mejorar las cotas superiores que producen.

2.4. Matroides. La teorfa de matroides fue creada para capturar la nocion de independencia lineal de un espacio

vectorial [13]. Un matroide es un operador de clausura que satisface la siguiente propiedad:

e para cualesquier u,v € [m]y X C [m],siu € cl (X Uv) — cl(X), entonces v € cl (X U u).
Una forma alternativa de definir un matroide consiste en tomar un par ordenado M = ([m],Z), donde Z es una
coleccién de subconjuntos de [m], de modo que satisfaga las siguientes propiedades:

e D e

e Silel,JCI, entonces J €L

e Sil,JeZ,|J|+1=|I| entoncesexisteunv € [ — J, talque JUv € Z.
Un subconjunto X es independiente, si X € Z. De otro modo, se dice que X es un conjunto dependiente. Una base
B de M es un conjunto independiente maximal de M . Un circuito C, es un conjunto dependiente minimal de M.
La funcién rango de un matroide M, es la aplicacién rq : 2™ — N, definida por la igualdad rx (X) = |Bx]|,
donde Bx es el conjunto independiente mas grande contenido en X . El operador de clausura que define un matroide
en términos de su funcién rango es

cAp (X)) i={v:rm(X)=rm (X Uwv)}.

Un matroide se puede caracterizar en términos de bases, circuitos, operadores de clausura y otros objetos [13].

Sea A una matriz de n x m sobre un campo F. El matroide vectorial asociado a A, es el par M (A) = ([m],Z),
donde cada elemento de [m] le corresponde una tnica columna de A e Z := {X :las columnas de la matriz A,
correspondientes a los elementos de X, son vectores linealmente independientes en F”}. Un matroide M, se dice
representable o [-representable, si se puede escribir como un matroide vectorial (isomorfismo de matroides).

Por simplicidad los conceptos de ml-representacién (rep. multilineal), p-representacion (rep. con particiones), ss-
representacion (rep. con matriz de reparticion de secretos) son omitidos, y pueden consultarse en [11, 13,17, 18,20].
Particularmente se recomienda [14, Capitulo 2]. Las siguientes relaciones son conocidas:

I-rep. € ml-rep. C p-rep. = ss-rep. C matroides C operadores de clausura.

Es un problema abierto determinar si la clase de ml-representables coincide con la de ss-representables [20].

El operador de clausura del ejemplo 2 es conocido como el matroide uniforme de rango 2 sobre 3 elementos. El
siguiente ejemplo presenta un operador de clausura soluble que no es un matroide.

ejemplo 3. Tomando m = 4, defina cl asi: cl(X) = X, si X € {0,1,2,3,4,12,34} y cl (X) = [4], de otro
modo. Se verifica que cl es un operador de clausura sobre 4 elementos; de rango 2, pues 13 es una base. cl no es el
operador de clausura de un matroide porque 2 € ¢l (13) —cl (1) pero 3 ¢ cl (12). Sean, A cualquier alfabeto, y 71, T2
los kernel de las proyecciones canénicas sobre A%. Defina F = (fl, fa, fa, f4) donde fi = fo =71y f3 = f4 = 7o
Se puede verificar que F es una (1, 1)-solucion de cl sobre A .

El siguiente teorema permite ver el concepto de operador de clausura soluble como una extensién natural del
concepto de matroide de reparticion de secretos.

Teorema 2. [ 10, Teorema 2] clpq es soluble sobre A si, y sélo si, M es un matroide ss-representable sobre A.

El concepto de (k, n)-solucién de un operador de clausura extiende el concepto de operador de clausura soluble.
En lo siguiente, se definen problemas de programacion lineal para calcular cotas sobre capacidades de un operador
y demostrar que existen cuerpos en donde un operador de clausura nunca serd soluble linealmente. En la seccién
posterior, se presentard un ejemplo (usando la conocida red Fano) en donde la capacidad lineal de un operador de
clausura sobre un cuerpo finito es %, y ademads, se alcanza mediante una solucién de particiones. Mostrando asi, que
la definicion de solucién de particiones no es trivial, sobre alfabetos en donde un operador no es soluble.
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FIGURA 2.2. Matriz de representacion del matroide Fano si char (F) = 2; y del matroide non-Fano si char (F) # 2.

Corolario 1. Si M es un matroide ss-representable sobre A, entonces C* (M) = BA (M) = 1. La capacidad
del operador se alcanza mediante una ss-representacion sobre A.

ejemplo 4. En la figura 2.2 aparece una matriz con entradas en un cuerpo finito F. Dicha matriz corresponde a la
representacion del matroide Fano cuando la caracteristica de T es 2; y corresponde a la representacion del matroide
non-Fano cuando la caracteristica es distinta de 2, [13]. El conjunto de soporte de dichos matroides es un conjunto
de T elementos (a cada elemento le corresponde una columna de la matriz), que por conveniencia al usar el Teorema
1, se nota como 'V := {A1, As, A3, By, Bo, B3, C'}. En virtud del corolario anterior, cada uno de estos matroides
tiene capacidad lineal 1 en los cuerpos en donde son representables. Es decir,

Cchar(IF)yéQ

lineal

(non-Fano) = gehar(®)=2 (Fano) = C (non-Fano) = C (Fano) = 1.

lineal

Uno se puede preguntar por el valor de Cﬁiif)ﬁ (non-Fano) y C;};Z(F#Q (Fano). El valor exacto de estas capa-

cidades no pudo ser calculado, pero usando los problemas de programacion lineal previamente definidos, es posible
. . char(F)=2
encontrar algunas cotas superiores. Para calcular una cota superior de Cy; .\ (non-Fano), se calcula una cota

. har (F)=2 . iy .
superior de Bfina;ra(l ) (non-Fano), la solucién del problema de programacion del matroide non-Fano sobre cuerpos

de caracteristica 2. Las siguientes restricciones se obtienen de las condiciones impuestas al problema de programa-
cion lineal:
ZBiy) = 2V5 ZAp;C = 20 < 5 20|A = ZBilAg_s = ZBijAnc = 0;
ZAg_i:C = ZAg_; T 2c—2v S 1—2zy;

_ 8=i _
ZAuAE -1 T RAL A= Ry T AV F 2y T2 S T A g —av = 1 ey

Reemplazando cada una de estas restricciones en la restriccion (2.1) y simplificando, se sigue que

3

2y < §+4Z(1—zv).
i=1
Luego, zy < g’—g. Por lo tanto,
Clci}rllil;flm):2 (non-Fano) < Blci}rli\jlw):2 (non-Fano) < 39°
char(F)#2

De igual modo, se calcula una cota superior de C,,, ., (Fano). Las siguientes restricciones se obtienen de las
condiciones impuestas al problema de programacion del matroide Fano sobre cuerpos de caracteristica distinta de 2:
2. — 1. — — -0

2By S 55 FApC = 2C S 37 2C|Ap) = ZBi| A = #Bi|A,c = 0;

ZA[;}]_“C = ZA[g]_i + ZC — Ry S 1- vy

ZArAral 1t ZAL A = A 0 — 2V ZA .+ 2a < 372—&-1—2\/:1—2’\/.

(3AB1- (4] (i-11; 4 B1-r — <V li-1] i =3 37 AV T )
Reemplazando cada una de estas restricciones en la restriccion (2.2) y simplificando, se sigue que

3
1
zc < 523[3] + Z (ZA[S],I. +z2zc—2v+1-— zv) .
i=1
De modo que 6zy < % + % + 5. Es decir, zy < %. Por lo tanto,

har (F)#£2 53
1Cini,a(1 i (Fano) < —.

CChar(]F);é2 F <B
(Fano) < 51

lineal

2.5. Operador de clausura de una red. En un digrafo D = ([m], E), para cada X C [m], defina inductiva-
mente,

cp (X) =X,
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FARY

FIGURA 2.3. El D*-digrafo de la red Mariposa y la Red Fano.
1 R —
cp(X)=XU{ve[m]|v CX},

ch (X) :==cp (5" (X)) paral < i < m.

El conjunto clp (X) := ¢} (X) se conoce como la D-clausura de X . La aplicacién clp : 2™ — 2["] que asigna a
cada X C [m], clp (X), es un operador de clausura sobre m elementos, llamado el operador D-clausura [10].

En las proposiciones 1 y 2, aparecen pares de funciones y particiones repetidas, para cada t;, con su respectivo s;,
esto sugiere una simplificacién del digrafo de la red, convirtiendo en uno solo cada par de tales nodos. Formalmente,
se introduce el D*-digrafo de D; este concepto ha sido usado en [16]. Una vez introducido, se presenta el teorema que
conecta la solubilidad fraccional de las redes de informacién con la solubilidad de particiones de los operadores de
clausura.

Definicién 6. EI D*-digrafo asociado de una red N, es el digrafo D* = ([m —r],E*), donde uwv € E*, si
uv € Eyv #t; paratodoi; y us; € E*, siut; € F para algiin i.

El enunciado y prueba del siguiente teorema es una reescrituracion de la prueba del Teorema 1 de [10]. Se hace
énfasis en que dicho teorema sigue siendo valido para (k, n)-soluciones. A continuacién se presenta dicha prueba con
mads detalle.

Teorema 3. Una red N = (D, S, T) tiene una (k, n)-solucion fraccional sobre A si, y sdlo si, clp~ tiene rango
ry una (k,n)-solucion de particiones sobre A.

Demostracion: Teniendo en cuenta las proposiciones 1y 2, la red A tiene una (k, n)-solucién fraccional sobre A
si, y s6lo si, existe una coleccién de particiones de ATk F = ( fv) ,en alo sumo |A\"—bloques cada una, tales
que
M) fo- < foVve[m—r].

2) fr=fs=E .

Estas condiciones pueden ser reescritas en términos de clp~, como sigue:

1) fop.x) =[x VX C[m—r].

(2’) clp- tienerango 1y fi,—y = E grk.

Se debe verificar que (1) es equivalente a (1”). Luego, se usa lo anterior para demostrar que (2) es equivalente a (2’):

(1) &(1’): puesto que f,—, = f,—,paratodov € [m —r].Dado X C [m —r],v € [m — 7| talque v~ C X, se

vE[m—r]

tiene que fxu,- = fx »asl fxue = fxuv-us = fxuw- = fx, para cualquier v tal que v~ C X. Luego, fC}j*(X) =
f XU{vio-CX} = fx. Continuando con este procedimiento hasta c7)., se obtiene fcl b (X) = fx. Reciprocamente,
suponga que fc1,. (x) = fx, para todo X. En particular, para cada v, se tiene que f,~ = fei,. (v-) = felpe (v-)uv =

fu—uw- En otras palabras, f,- < f,.

(2) <(2°): Se puede comprobar que clp- (S) = [m — r], de modo que ra,. < 7.De (1), flm_r) = fs = Eqrv.
Sin embargo, por definicion, f[m,r] puede tener a lo sumo |A|mD* k—bloques, es deci_r T < Telps- Se sig_ue que Tl . =
r. Reciprocamente, de (17) y usando que S es una base de clp- se sigue que fr = fs = fu,.(5) = fim—r] = Eare.
a

Algoritmo 1. (Una red matroidal ) A partir de un matroide M = ([m],T) de rango r, se construye una red
de uniemision miltiple con r fuentes, N = (D, S, T), tal que cl}. < clp. Aplicando el Teorema 3, el Teorema 2 y
la Proposicién 3, se obtiene que N es soluble sobre un alfabeto A, si M es ss-representable sobre A. La red N se
construye de la siguiente forma:
Paso 1: (fuentes) Elijase una base cualquiera B = {s1, ..., s,.} de M. Cada s; corresponde a un nodo fuente, i =

1,..,7. Asi, S = {s1, ..., 8 } son las fuentes de la red.
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FIGURA 2.4. Una red no soluble y su D*-digrafo.

Paso 2: (nodos intermedios) Para cada circuito {vy, ...,v,} de M tal que los nodos v, ..., v, ya estdn definidos,
pero vy aiin no lo estd, defina un nodo nuevo vy, y una coleccion de aristas ey, ..., e,, donde e; = v;vy,
i=1,..,p.

Paso 3: (receptores) Elijase un circuito {v, ..., v, } de M, tal que v; estd definido y vy = sg € S parai =0, ...,p.
Afiada un nodo receptor ty y p aristas e, ..., e, definidas por e; = vity, siv, ¢ S,y e; == vitg, siv; € S,
parai = 1,...,p. Defina T (ty) := so. Repita este paso r-veces tomando un nodo vy distinto en cada paso.
Se obtiene un conjunto T = {t1, ..., t, } de receptores de la red y una funcion demanda 7.

El algoritmo presenta una porcién del método para construir redes matroidales de Dougherty et al. [6]. Es bien
conocido que un matroide es I-representable si, y s6lo si, estd asociado a una red matroidal que es linealmente soluble.
Este resultado es parcialmente extendido a matroides ss-representables; en este caso la red generada por el algoritmo
es soluble. El método se basa en la siguiente propiedad: dados X C [m], v € [m] tales que v~ C X, se verifica que
v € elp (X). Como consecuencia, clp« (X) C clpag (X) 0 clp- < clp. Lo que permite una aplicacién directa de la
Proposicién 3.

ejemplo 5. La red mariposa es soluble sobre cualquier alfabeto; su D*-digrafo aparece en la figura 2.3 (iz-
quierda), y se puede verificar que la clausura de éste, es el matroide uniforme Us 3, que es soluble sobre cualquier
alfabeto. Esta red se puede construir mediante el algoritmo 1 con U, 3 [6]. Otra red que se puede construir mediante
el algoritmo es la red Fano, figura 2.3 (derecha); desde el matroide Fano. La solubilidad de esta red fue completa-

mente determinada en [5]. Si reescribimos dichos resultados, se tiene que gchar(F)=2 (red Fano) = C (red Fano) = 1,

lineal
har (F)#2 . .
Clcmacz(l )# (red Fano) = %, y todas estas capacidades son alcanzadas por soluciones adecuadas. Uno puede usar el

problema de programacion lineal de la red Fano, afiadiendo en (v) la desigualdad rango lineal dada en el Teorema

har (F)#£2 .
ini;(l )7 (red Fano), el valor 2. Lamentablemente este valor estd muy

12 de [8], y obtener como cota superior de C =
lejos de %, lo que indica que se deben afiadir mds restricciones al problema de programacion lineal o mejorar la
técnica usada. Note que el operador de clausura asociado a la red Fano es menor estricto que el matroide Fano,

usando la proposicion 3, se tiene que una solucion del matroide Fano, es una solucion de la red Fano, de modo que
CE};%;;(IF#Q (Fano) < 3.

Un ejemplo de una red no soluble es el siguiente.

ejemplo 6. La red de la figura 2.4 (izquierda) no es soluble para cualquier alfabeto que se considere. Del lado
derecho aparece su D*-digrafo. Note que su D*-clausura tiene rango 3, por lo que se tiene que verificar que ésta no
es soluble sobre todo alfabeto A. De hecho, se tiene que z|5) < % para toda funcion de codificacion F sobre cualquier
alfabeto A. En efecto, Zi5) = 2123 < Z13 + 22 < z13 + % Por otro lado, Z[5] = 21345, sumando miembro a miembro
estas desigualdades, y luego aplicando submodularidad: 22[5] < 213+21345+% < 2134+2135+% = 234+215+% < g
Luego, 2 es una cota superior de su capacidad. Se sigue en particular que la red y su operador no son solubles.

Para finalizar se resumen algunos capacidades presentadas:

0. Clausura Cchar(]F):Q Bchar(]F):2 Cchar(]F);éQ Bchar(]F)762 ‘ C ‘ B ‘
Us s 1 1 1 1 111
Fano 1 1 <z <3 1)1

38 38
non-Fano < 25 < 25 1 1 1|1
red Fano 1 1 £ <1 1]1
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3. Conclusién. En este documento, se introduce el problema de encontrar (k, n)- soluciones de particiones de
un operador de clausura. Usando problemas de programacion lineal, se determinan algunas cotas superiores sobre
distintos tipos de capacidad en un operador de clausura; en particular, cuando el operador se ha definido mediante
algunos matroides o redes de informacion conocidos. Se quiere hacer énfasis en que este problema es totalmente
novedoso y muchas propiedades faltan por estudiarse. Incluso se deben estudiar posibles mejoras a los problemas de
programacion lineal con el fin de ajustar las cotas superiores que producen.
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