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Resumo
Neste trabalho é exibida uma condição suficiente para que uma hipersuperfı́cie em Rn+1 seja o envelope de uma
congruência de esferas cujo outro envelope esteja contido em uma esfera unitária. É fornecida uma parametrização
local para tais envelopes dependendo de uma parametrização local ortogonal de Sn e descritas suas formas fun-
damentais. Por fim é apresentada uma condição necessária e suficiente para que tais hipersuperfı́cies estejam
parametrizadas por linhas de curvaturas e para que sejam de rotação.

Palavras-chave. Congruência de esferas, envelope de uma congruência de esferas, superfı́cies associadas por uma con-
gruência de esferas

Abstract
In this work a sufficient condition is exhibited for a hypersurface in Rn+1 to be the envelope of a sphere congru-
ence whose other envelope is contained in a unit sphere. A local parametrization for such envelopes is provided
depending on an orthogonal local parametrization of Sn and their fundamental forms are described. Finally, a
necessary and sufficient condition is presented so that such hypersurfaces are parametrized by lines of curvature
and so that they are of rotation.

keywords. sphere congruence, envelope of a sphere congruence, surfaces associated by a sphere congruence

1. Introduction. Parametrizar superfı́cies de modo a ser um envelope de uma congruência de esferas tem
sido um método adotado no estudo de algumas classes de superfı́cies, em particular de superfı́cies Weingarten. Um
trabalho pioneiro nesse sentido foi apresentado por Corro em [1], no qual é mostrado que qualquer superfı́cie no
espaço euclidiano pode ser parametrizada como um envelope de uma congruência de esferas cujo outro envelope
está contido em um plano. Como aplicação, ele estuda superfı́cies Weingarten M no espaço hiperbólico H3 tal
que a aplicação de Gauss hiperbólica G define uma congruência de esferas para a qual X(M) e G(X(M)) são
envelopes, onde X : M → H3 é uma imersão.

Em [5] os autores utilizam a parametrização obtida por Corro para estudar superfı́cies no espaço hiperbólico
cuja curvatura média H e curvatura Gaussiana KI satisfazem a relação

2(H − 1)e2µ +KI(1− e2µ) = 0,

onde µ é uma função harmônica com respeito a forma quadrática σ = −KII + 2(H − 1)II , em que I e II são
a primeira e segunda forma quadrática da superfı́cie, respectivamente. Essas superfı́cies são chamadas Superfı́cies
Weingarten generalizada tipo harmônico ( superfı́cies WGH).

Em [6] Machado generaliza a parametrização obtida por Corro e caracteriza as hipersuperfı́cies do espaço Eu-
clidiano que são envelopes de uma congruência de esferas em que o outro envelope está contido em um hiperplano.
Ele a utiliza para estudar uma classe de hipersuperfı́cies denotadas por Weingarten de tipo esférico.
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Dias [3] introduz outra maneira de parametrizar hipersuperfı́cies como envelopes de uma congruência de esfe-
ras na qual o outro envelope está contido em um hiperplano. Tal caracterização é adotada no estudo das superfı́cies
Weingarten generalizada do tipo suporte distância especial (ou, por abreviação, superfı́cies WGSDE), as quais são
superfı́cies S que satisfazem a relação

2ΨH + ΛK = 0,

onde Ψ e Λ são as funções suporte e distância quadrática definidas, respectivamente, por Ψ(p) = 〈p,N(p)〉,
Λ(p) = 〈p, p〉, com p ∈ S, N(p) o vetor unitário normal a S em p e 〈., .〉 o produto escalar Euclidiano.

Através da parametrização obtida por Dias, Ruys [8] exibe uma classificação das superfı́cies mı́nimas de
Laguerre com linhas de curvatura planas.

Em [7], Reyes e Riveros caracterizam as superfı́cies de H3 e S3 que são envelopes de uma congruência de
esferas geodésicas em H3 e S3, respectivamente, na qual o outro envelope está contido em H2 ⊂ H3 e S2 ⊂ S3.
Essa caracterização permite obter localmente uma parametrização das superfı́cies contidas em H3 e S3.

Métodos semelhantes ao uso de congruência de esferas são aplicados em [4] para a construção de superfı́cies
com fibrado normal plano no espaço forma 4-dimensional da assinatura Lorentziana.

Motivados pelos trabalhos [3], [1] e [6] caracterizamos as hipersuperfı́cies Σ em Rn+1 que são envelopes de
uma congruência de esferas cujo outro envelope está contido em Sn. Determinamos para este caso a função raio
da congruência em termos das funções suporte e distância quadrática, notando ser ela um invariante geométrico da
hipersuperfı́cie. Tal caracterização permite estudar classes de superfı́cies Weingarten generalizada que satisfazem
uma relação diferenciável U(ki,Ψ, R) ≡ 0 envolvendo as curvaturas principais ki, a função suporte Ψ e a função
raio R.

Além disso, fornecemos condições para que uma tal hipersuperfı́cie Σ esteja associada a Sn por uma transformação
de Ribaucour e para que seja de rotação.

2. Preliminares. Nesta seção estabelecemos a notação usada no trabalho e apresentamos alguns resultados
clássicos da Geometria Diferencial. Ao longo de todo o artigo U denota um subconjunto aberto de Rn e u =
(u1, u2, ..., un) um ponto arbitrário em U . Seja X : U ⊂ Rn → Σ, n > 2, uma parametrização de uma
hipersuperfı́cie Σ em Rn+1 e N : U ⊂ Rn → Rn+1 um campo vetorial unitário normal à X . Dessa forma,
podemos escrever

N,i =

n∑
j=1

WijX,j , 1 ≤ i ≤ n,

onde o subscrito , i denota derivada parcial com respeito à i-ésima variável ui. A matriz W = (Wij) é chamada a
matriz de Weingarten de Σ.

O vetor X,ij , 1 6 i, j 6 n, pode ser denotado por

X,ij =

n∑
k=1

ΓkijX,k + bijN, 1 6 i, j 6 n, (2.1)

onde os coeficientes Γkij são os sı́mbolos de Christoffel da métrica gij = 〈X,i, X,j〉. Se tomarmos a parametrização
X de Σ tal que a métrica gij seja conforme à Euclidiana, os sı́mbolos de Christoffel são dados por

Γkij = 0, para i, j, k distintos,

Γjij =
gjj,i
2gjj

, para todo i, j;

Γjii = − gii,j
2gjj

= − gii
gjj

Γiji , para i 6= j.

Além disso, dizemos que Σ está parametrizada por linhas de curvatura se

N,i = −kiX,i , 1 6 i 6 n,

onde ki são as curvaturas principais de Σ. Neste caso, os coeficientes bij em (2.1) são tais que bij = 0, i 6= j, e
bii = −kigii, quando a métrica gij é conforme à Euclidiana.

A primeira forma fundamental I de Σ é a restrição do produto interno canônico de Rn+1 aos hiperplanos
tangentes TpΣ, isto é, para cada p ∈ Σ,

Ip
(
w1, w2

)
= 〈w1, w2〉 , w1, w2 ∈ TpΣ.
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As segunda e terceira formas fundamentais de Σ, denotadas por II e III , respectivamente, são definidas por

IIp
(
w1, w2

)
= 〈−dNp(w1), w2〉 , w1, w2 ∈ TpΣ,

IIIp
(
w1, w2

)
= 〈−dNp(w1),−dNp(w2)〉 ,

onde p ∈ Σ e dNp é a diferencial da aplicação normal de Gauss em p.
Considere a esfera unitária Sn em Rn+1. Dizemos que en+1 = (0, ..., 0, 1) e −en+1 = (0, ..., 0,−1)

são, respectivamente, os pólos norte e sul de Sn. As projeções estereográficas π− : Sn\{−en+1} → C e π+ :
Sn\{en+1} → C são difeomorfismos definidos por

π−(q) =
q − 〈q, en+1〉 en+1

1 + 〈q, en+1〉
, π+(q) =

q − 〈q, en+1〉 en+1

1− 〈q, en+1〉
, q ∈ Sn,

cujas respectivas aplicações inversas são dadas por

π−1− (p) =
2p+ (1− |p|2 )en+1

1 + |p|2
, π−1+ (p) =

2p+ ( |p|2 − 1)en+1

1 + |p|2
, p ∈ C.

3. Congruência de esferas. Nesta seção introduzimos a noção de congruência de esferas, a qual permite
estabelecer uma associação entre hipersuperfı́cies em Rn+1. Uma vez garantida a existência de uma tal associação
entre duas hipersuperfı́cies, pode-se construir uma parametrização local para uma destas a partir da outra. Na
sequência, fornecemos uma condição suficiente para que uma hipersuperfı́cie em Rn+1 esteja associada a Sn por
uma congruência de esferas.

Definição 1. Uma congruência de esferas em Rn+1 é uma famı́lia a n-parâmetros de esferas, cujos centros
estão em uma hipersuperfı́cie Σ0 ⊂ Rn+1 e com função raio diferenciável.

Localmente, podemos considerar Σ0 parametrizada por X0 : U ⊂ Rn → Rn+1. Assim, para cada ponto
u ∈ U , existe uma esfera centrada em X0(u) com raio R(u), onde R é uma função real diferenciável.

Um envelope de uma congruência de esferas é uma hipersuperfı́cie Σ ⊂ Rn+1, tal que em cada ponto p ∈ Σ
a hipersuperfı́cie Σ é tangente a uma esfera da congruência de esferas.

Dizemos que duas hipersuperfı́cies Σ e Σ̃ de Rn+1 estão associadas por uma congruência de esferas se existe
um difeomorfismo ϕ : Σ → Σ̃ tal que em pontos correspondentes p e ϕ(p) as variedades são tangentes à mesma
esfera da congruência de esferas. Em termos mais precisos, temos a seguinte definição:

Definição 2. As hipersuperfı́cies Σ e Σ̃ estão associadas por uma congruência de esferas se existir uma função
diferenciável R : Σ→ R, chamada função raio, e um difeomorfismo ϕ : Σ→ Σ̃, tais que

• p + R(p)N(p) = ϕ(p) + R(p)Ñ(ϕ(p)), para todo p ∈ Σ, onde N e Ñ são as aplicações normal de
Gauss de Σ e Σ̃, respectivamente.
• O conjunto p+R(p)N(p), p ∈ Σ, é uma hipersuperfı́cie em Rn+1, chamada a variedade dos centros.

Dizemos ainda que Σ e Σ̃ estão localmente associadas por uma congruência de esferas se, para cada p ∈ Σ,
existir uma vizinhança de p em Σ associada por uma congruência de esferas a um aberto de Σ̃.

Deste modo, se Σ e Σ̃ estão associadas por uma congruência de esferas, as linhas normais em pontos corres-
pondentes se intersectam em um ponto equidistante às hipersuperfı́cies e é requerido que o conjunto destes pontos
de intersecção definam uma hipersuperfı́cie em Rn+1.

Dada duas hipersuperfı́cies associadas por uma congruência de esferas, se o difeomorfismo ϕ preserva li
nhas de curvatura dizemos que as hipersuperfı́cies estão associadas por uma transformação de Ribaucour.

Mais precisamente, segue a definição abaixo.
Definição 3. Sejam Σ e Σ̃ hipersuperfı́cies de Rn+1. Considere e1, ..., en direções principais ortogonais defi-

nidas sobre Σ. Dizemos que Σ e Σ̃ estão associadas por uma transformação de Ribaucour se estão associadas por
uma congruência de esferas e o difeomorfismo ϕ : Σ → Σ̃ é tal que dϕ(ei), 1 ≤ i ≤ n, são direções principais
de Σ̃.

O exemplo a seguir, introduzido em [2], exibe duas superfı́cies associadas por uma congruência de esferas e a
variedade dos centros correspondente.

Exemplo 1. Considere C a metade de um cilindro circular reto localmente parametrizado por

X1(t, θ) = (cos θ, sin θ, t), 0 6 θ < 2π, t > 0.

Seja U o complemento do disco unitário no plano xy, localmente parametrizado por

X2(t, θ) =
(
(1 + t) cos θ, (1 + t) sin θ, 0

)
, 0 6 θ < 2π, t > 0.
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Um campo unitário normal à C é dado por N1(t, θ) = (cos θ, sin θ, 0), enquanto o campo constante N2(t, θ) =
(0, 0, 1) é unitário normal à U . Considere R : C → R dada por R(cos θ, sin θ, t) = t e seja ϕ : C → U definida
por

ϕ(cos θ, sin θ, t) =
(
(1 + t) cos θ, (1 + t) sin θ, 0

)
Se p = (cos θ, sin θ, t) ∈ C, vale, então, que

p+R(p)N1(p) =
(
(1 + t) cos θ, (1 + t) sin θ, t

)
= ϕ(p) +R(p)N2(p)

Deste modo, C e U estão associados por uma congruência de esferas, em que R é a função raio. A variedade
dos centros é o conjunto de pontos de intersecção acima, o qual é o cone truncado obtido por rotacionar o
segmento (1 + t, 0, t), t > 0, em torno do eixo z.

Em [2], os autores mostram que uma esfera ou um hiperplano em Rn+1 podem ser localmente associados por
uma transformação de Ribaucour a qualquer hipersuperfı́cie dada em Rn+1 que admita n campos ortogonais de
direções principais. O lema a seguir dá uma condição que garante uma hipersuperfı́cie em Rn+1 estar localmente
associada a uma esfera unitária por uma congruência de esferas e fornece uma expressão para a função raio desta
congruência.

Lema 1. Seja Σ uma hipersuperfı́cie em Rn+1 com aplicação normal de Gauss N e E a esfera unitária de
centro C. Se 〈p− C,N(p)〉 6= 1, para todo p ∈ Σ, então existe uma congruência de esferas em que Σ é um dos
envelopes e o outro está contido em E. Além disso, a função raio R : Σ→ R é dada por

R(p) =
1− |p− C|2

2
(〈
p− C,N(p)

〉
− 1
) . (3.1)

Demonstração: Considere p ∈ Σ. Queremos definir uma aplicação ϕ : Σ→ E, tal que vale a igualdade

p+R(p)N(p) = ϕ(p) +R(p) (ϕ(p)− C) , (3.2)

para uma função diferenciável R : Σ → R. Observamos que se uma tal aplicação existe, então R(p) 6= −1, para
todo p ∈ Σ. De fato, da igualdade (3.2), temos

〈
p− C,N(p)

〉
+R(p) =

〈
ϕ(p)− C,N(p)

〉
+R(p)

〈
ϕ(p)− C,N(p)

〉
,

de modo que se existir p ∈ Σ tal que R(p) = −1, então 〈p− C,N(p)〉 = 1, o que contraria nossa hipótese.
Portanto, se definirmos ϕ avaliada em um ponto p ∈ Σ como

ϕ(p) =
R(p)C + p+R(p)N(p)

1 +R(p)
, (3.3)

temos que vale a igualdade (3.2). Além disso, é preciso que a imagem de ϕ em um ponto p pertença à esfera
unitária E centrada em C, isto é, |ϕ(p)− C|2 = 1, para todo p ∈ Σ. Por um cálculo simples, obtemos

|ϕ(p)− C|2 =
1

(1 +R(p))2

[
|p− C|2 + 2R(p)

〈
p− C,N(p)

〉
+R(p)2

]
,

e da condição acima vem que

R(p) =
1− |p− C|2

2
(〈
p− C,N(p)

〉
− 1
) ,

nos dando uma expressão explı́cita para a função raio R. Substituindo-a em (3.3), encontramos que

ϕ(p) =
2p
(
〈p− C,N(p)〉 − 1

)
+
(
1− |p− C|2

)
(N(p) + C)

2
(
〈p− C,N(p)〉 − 1

)
+ 1− |p− C|2

a qual é um difeomorfismo local.
Nesse sentido, o lema expressa que, dada uma hipersuperfı́cie em Rn+1 e uma esfera unitária em Rn+1,

podemos construir uma congruência de esferas entre elas, ao menos localmente.
Observação 1: Fixada uma esfera unitária E em Rn+1, para cada hipersuperfı́cie Σ associada a E por uma

congruência de esferas, a função raio introduzida no Lema (1) é um invariante geométrico, análogo às curvaturas
média e Gaussiana, as quais não dependem de uma parametrização de Σ.
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4. Superfı́cies associadas a Sn por uma congruência de esferas. Nesta seção caracterizamos as hipersu-
perfı́cies Σ em Rn+1 localmente associadas a Sn por uma congruência de esferas, exibindo uma parametrização lo-
cal para Σ que depende de uma parametrização local ortogonal da esfera unitária. Além disso, para uma parametrização
especı́fica de Sn, damos uma condição necessária e suficiente para que uma tal hipersuperfı́cie Σ seja de rotação.

O próximo lema é uma adaptação do Teorema 2.1 em [1], para o qual consideramos uma hipótese adicional.
Lema 2. Seja X : U ⊂ Rn → Rn+1 uma parametrização local para uma hipersuperfı́cie M em Rn+1,

cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura ortogonais, λi as correspondentes curvaturas principais e N
um campo vetorial unitário normal à M . Considere M̃ uma hipersuperfı́cie associada a M por uma congruência
de esferas, tal que 1 + λiR 6= 0, para todo i, onde R : U ⊂ Rn → R é a função raio da congruência de esferas.
O campo vetorial unitário Ñ normal a M̃ é dado por

Ñ =
1

∆ + 1

(
n∑
i=1

2ZiX,i + (∆− 1)N

)
,

onde

Zi =
R,i

gii(1 + λiR)
, ∆ =

n∑
i=1

R2
,i

gii(1 + λiR)2
, gii = 〈X,i, X,i〉 .

Demonstração: Como M̃ está associada a M por uma congruência de esferas, por definição existe uma
parametrização local X̃ de M̃ , tal que

X̃ +RÑ = X +RN,

onde Ñ é um campo vetorial unitário normal a M̃ , que pode ser escrito como

Ñ =

n∑
i=1

aiX,i + an+1N, (4.1)

onde
n∑
i=1

(ai)2gii + (an+1)2 = 1. (4.2)

Dada as condições estabelecidas no enunciado, valem as relações abaixo

〈N,X,i〉 = 0, 1 ≤ i ≤ n, (4.3)

〈X,i, X,j〉 = δijgii, 1 ≤ i, j ≤ n, (4.4)〈
Ñ , X̃,i

〉
= 0, 1 ≤ i ≤ n, (4.5)〈

Ñ , Ñ,i

〉
= 0, 1 ≤ i ≤ n. (4.6)

Escrevendo X̃ = X +R(N − Ñ) e derivando em relação a i-ésima variável, obtemos

X̃,i = (1 + λiR)X,i +R,i(N − Ñ)−RÑ,i.

Da equação (4.5), vale que

0 =
〈

(1 + λiR)X,i +R,i(N − Ñ)−RÑ,i , Ñ
〉

.
Utilizando a expressão (4.1) para Ñ e as equações (4.6), (4.3) e (4.4), vem que

(1 + λiR)
〈
X,i, Ñ

〉
+R,i

〈
N, Ñ

〉
−R,i = 0

⇒ (1 + λiR)aigii +R,i(a
n+1 − 1) = 0.
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Uma vez que 1 + λiR 6= 0, para todo i, segue a relação

ai =
R,i(1− an+1)

gii(1 + λiR)
, 1 ≤ i ≤ n. (4.7)

Substituindo na equação (4.2), obtemos

n∑
i=1

R2
,i(1− an+1)2

gii(1 + λiR)2
+ (an+1)2 = 1, (4.8)

Usando a notação

∆ =

n∑
i=1

R2
,i

gii(1 + λiR)2
,

a equação (4.8) pode ser escrita como

(an+1)2(∆ + 1)− 2∆an+1 + ∆− 1 = 0.

Resolvendo-a como uma equação quadrática em an+1, obtemos

an+1 = 1 ou an+1 =
∆− 1

∆ + 1
.

Se an+1 = 1, da equação (4.2) segue que ai = 0, para todo i, e, neste caso, X = X̃ , o que não nos convém.
Tomamos, então,

an+1 =
∆− 1

∆ + 1
,

e, substituindo em (4.7), ficamos com

ai =
2R,i

gii(∆ + 1)(1 + λiR)
,

de onde segue o resultado.
O próximo resultado estabelece que se uma hipersuperfı́cie Σ está localmente associada a uma esfera unitária

por uma congruência de esferas, podemos parametrizar Σ a partir de uma parametrização da esfera. Por simplici-
dade, a partir de agora consideramos esferas centradas na origem.

Teorema 1. Sejam Σ uma hipersuperfı́cie em Rn+1 tal que 〈p,N(p)〉 6= 1, para todo p ∈ Σ, onde N é a
aplicação normal de Gauss de Σ. Para cada parametrização local ortogonal Y : U ⊂ Rn → Sn de Sn, existe
uma função diferenciável h : U ⊂ Rn → R associada a esta parametrização, tal que Σ pode ser localmente
parametrizada por

X(u) = Y (u)− 2

(
h(u) + c

S(u)

)[
∇Lh(u) + h(u)Y (u)

]
, u ∈ U, (4.9)

onde a função h satisfaz h(u) 6= 0, para todo u ∈ U , c é uma constante real não-nula e

S =
∣∣∇Lh∣∣2 + h2, (4.10)

com Lij = 〈Y,i, Y,j〉.
Nestas coordenadas, a normal de Gauss N de Σ é dada por

N(u) = Y (u)− 2
h(u)

S(u)

[
∇Lh(u) + h(u)Y (u)

]
. (4.11)

Além disso, a matriz de Weingarten W de Σ é dada por

W =
[
SI − 2hV

][
SI − 2

(
h(u) + c

)
V
]−1

, (4.12)

onde V = (Vij) é dada por

Vij =
1

Ljj

(
h,ij −

n∑
k

h,kΓkij + hLijδij

)
, (4.13)
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e I é a matriz identidade n× n. A condição de regularidade de X é dada por

P = det
[
SI − 2

(
h(u) + c

)
V
]
6= 0. (4.14)

Reciprocamente, se Y : U ⊂ Rn → Sn é uma parametrização local ortogonal e h : U → R é uma função
diferenciável que não se anula em nenhum ponto e satisfaz (4.14), então (4.9) define uma imersão em Rn+1 com
normal de Gauss N dada por (4.11), matriz de Weingarten descrita por (4.12) e 〈X,N〉 6= 1 em todo ponto.

Demonstração: Como 〈p,N(p)〉 6= 1, para todo p ∈ Σ, segue pelo Lema (1) que Σ e Sn estão localmente
associadas por uma congruência de esferas. Assim, considerando Y : U ⊂ Rn → Sn uma parametrização local
ortogonal da esfera unitária, existem uma parametrização local X : U ⊂ Rn → Σ e uma função R : U → R dada
por (3.1), satisfazendo

X(u) +R(u)N(u) = Y (u) +R(u)Y (u), (4.15)

para todo u ∈ U . Seja h : U → R a função definida por

h(u) = − c

R(u) + 1
,

onde c é uma constante real não nula. Dessa maneira, podemos escrever a função raio R como

R(u) = −h(u) + c

h(u)
. (4.16)

Uma vez que toda direção na esfera Sn é principal, vale que as curvas coordenadas da parametrização Y :
U ⊂ Rn → Sn são linhas de curvatura ortogonais. Além disso, já que as curvaturas principais λi, 1 6 i 6 n,
da esfera unitária em qualquer ponto são iguais a 1 e a função raio R é diferente de −1 em todo ponto, vale que
1 +λiR 6= 0 sempre, para todo i. Portanto, as parametrizações Y de Sn e X de Σ satisfazem as hipóteses do Lema
(2), de modo que o campo unitário N normal a Σ é dado por

N =
1

∆ + 1

 n∑
j=1

2ZjY,j + (∆− 1)Y

 ,

onde

Zj =
R,j

(1 +R)Ljj
, ∆ =

n∑
j=1

R2
,j

(1 +R)2Ljj
, Ljj = 〈Y,j , Y,j〉 .

Portanto, podemos escrever

Y −N = − 2

∆ + 1

 n∑
j=1

ZjY,j − Y

 .
De (4.16), temos

R,j =
ch,j
h2

.

Dessa maneira,

Zj = − h,j
hLjj

.

e, assim,

Y −N =
2

h(∆ + 1)

 n∑
j=1

h,j
Ljj

Y,j + hY

 .
Agora note que h2(∆ + 1) = S, com S dado como em (4.10). Dessa forma,

N = Y − 2h

S

 n∑
j=1

h,j
Ljj

Y,j + hY

 .
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Por fim, notando que

n∑
j=1

h,j
Ljj

Y,j ,

é a expressão do gradiente de h na métrica L = (Lij), dada por Lij = 〈Y,i, Y,j〉, obtemos (4.11).
Fazendo

η =

n∑
j=1

h,j
Ljj

Y,j + hY, (4.17)

e da equação (4.15), segue que a parametrização X : U → Σ pode ser escrita como

X = Y − 2

(
h+ c

S

)
η. (4.18)

Para obtermos a matriz de Weingarten de X , consideremos a derivada η,i, dada por

η,i =

n∑
j=1

[(
h,ji
Ljj
− h,j
L2
jj

Ljj,i

)
Y,j +

h,j
Ljj

Y,ji

]
+ h,iY + hY,i.

Usando as igualdades

Ljj,i
Ljj

= 2Γjij , para todo i, j.

Γkij = 0, para i, j, k distintos

e uma vez que as curvas coordenadas da esfera são linhas de curvatura, vale que

η,i =

(
h,ii
Lii
− 2

h,i
Lii

Γiii

)
Y,i +

h,i
Lii

n∑
k=1

ΓkiiY,k +

n∑
j 6=i

(
h,ji
Ljj
− h,j
Ljj

Γjji

)
Y,j +

+

n∑
j 6=i

h,j
Ljj

ΓijiY,i + hY,i.

Reescrevendo o primeiro somatório na expressão acima como

h,i
Lii

n∑
k=1

ΓkiiY,k =
h,i
Lii

ΓiiiY,i +
h,i
Lii

n∑
j 6=i

ΓjiiY,j ,

ficamos com

η,i =

h,ii
Lii
− h,i
Lii

Γiii +

n∑
j 6=i

h,j
Ljj

Γiji + h

Y,i

+

n∑
j 6=i

(
h,ji
Ljj
− h,j
Ljj

Γjji +
h,i
Lii

Γjii

)
Y,j .

Como Γjii = − Lii

Ljj
Γiji, para i 6= j, obtemos que

η,i =

h,ii
Lii
−

n∑
j=1

h,j
Lii

Γjii + h

Y,i +

n∑
j 6=i

(
h,ij
Ljj
− h,j
Ljj

Γjij −
h,i
Ljj

Γiij

)
Y,j .

Considerando a matriz V = (Vij), 1 ≤ i, j ≤ n, dada por

Vij =
1

Ljj

(
h,ij −

∑
k

h,kΓkij + hLijδij

)
,
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teremos que

η,i =

n∑
j=1

VijY,j . (4.19)

Ainda em busca da matriz de Weingarten de X , calculemos a derivada S,i. Para isso, notamos que 〈η, η〉 = S.
Desse modo,

S,i = 2 〈η, η,i〉 = 2

n∑
j=1

Vijh,j . (4.20)

Com isso em mãos, passemos para o cálculo da derivada X,i. De (4.9), temos

X,i = Y,i − 2

(
h+ c

S

)
η,i − 2

(
h,i
S
−
(
h+ c

S2

)
S,i

)
η.

De (4.19) e de (4.20), vem

X,i = Y,i − 2

(
h+ c

S

) n∑
j=1

VijY,j − 2

h,i
S
− 2(h+ c)

S2

n∑
j=1

Vijh,j

 η

=
1

S

n∑
j=1

[SI − 2(h+ c)V ]ij Y,j −
2

S2

n∑
j=1

[SI − 2(h+ c)V ]ij h,jη

=

n∑
j=1

(
1

S2
[SI − 2(h+ c)V ]ij (SY,j − 2h,jη)

)
. (4.21)

onde I é a matriz identidade n× n. Por outro lado, de (4.11), temos que

N,i =
1

S
(SY,i − 2hη,i)−

2

S2
(Sh,i − hS,i) .η

e de (4.19) e (4.20) obtemos

N,i =

n∑
j=1

(
1

S2
[SI − 2hV ]ij (SY,j − 2h,jη)

)
, (4.22)

Afirmamos que a matriz de Weingarten de X é dada por

W = [SI − 2hV ] [SI − 2(h+ c)V ]
−1
.

Com efeito, renomeando as matrizes SI − 2hV e SI − 2(h + c)V por C e D, respectivamente, e fazendo Ts =
1
S2 (SY,s − 2h,sη), então

n∑
j

WijX,j =

n∑
j,k,s

Cik(D−1)kjDjsTs =

n∑
k,s

{Cik
n∑
j=1

{(D−1)kjDjs}Ts} =

n∑
k

CikTk = N,i.

o que mostra ser W a matriz de Weingarten de X .
Reciprocamente, seja Y : U ⊂ Rn → Sn uma parametrização local ortogonal, h : U → R uma função

diferenciável cumprindo (4.14), com h(u) 6= 0 em todo ponto u ∈ U e X como em (4.9). Uma vez que〈
SY,j − 2h,jη , SY,i − 2h,iη

〉
= S2Lij , Lij = 〈Y,i, Y,j〉 , 1 6 i, j 6 n,

o conjunto de vetores {SY,j − 2h,jη}, 1 6 j 6 n, forma uma base para o espaço tangente de X em cada ponto.
Dessa forma, de (4.21) vem que (4.14) é uma condição suficiente para que X seja uma imersão. Nota-se por um
cálculo direto que o vetor (4.11) é unitário e normal a X . Além disso, procedendo como antes, obtemos (4.12)
como a matriz de Weingarten de X . Por fim, uma vez que

〈X,N〉 = 1 +
2hc

S
,

concluı́mos que 〈X,N〉 6= 1 em todo ponto de U , já que h 6= 0 em todo U .
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Observação 2: A parametrização encontrada por Dias [3] para hipersuperfı́cies Σ associadas ao hiperplano
por uma congruência de esferas possui matriz de Weingarten dada por W = 2(TV − 2RIn)−1, onde T é uma
função real, In é a matriz identidade n× n e V = (Vij) é tal que

Vij =
1

Ljj

(
h,ij −

n∑
l=1

Γlijh,l
)
,

para alguma função diferenciável real h e Γlij sendo os sı́mbolos de Christoffel numa métrica conforme Lij .
Já a parametrização encontrada por Machado [6] para estas hipersuperfı́cies é tal que sua matriz de Wein-

garten é dada por W = 2V
(
SI − 2RV

)−1
, onde S é uma função real que não se anula em nenhum ponto, R é a

função raio da congruência e V é a matriz n× n dada por

Vij =
1

Ljj

(
R,ij −

n∑
k

R,kΓkij

)
. (4.23)

As superfı́cies Σ de S3 localmente associadas a S2 ⊂ S3 por meio de uma congruência de esferas geodésicas
em S3, consideradas em [7], possuem matriz de Weingarten W = 2V

(
SI2 − 2hV

)−1
, onde h é a função raio da

congruência de esferas geodésicas, I2 é a matriz identidade 2× 2 e a matriz V é dada por

Vij =
1

Ljj

(
h,ij −

∑
k

h,kΓkij + hLijδij

)
,

idêntica à encontrada para o nosso caso, salvo por h ser especificamente a função raio.
Corolario 1. Nas condicões do Teorema (1), as formas fundamentais I, II e III de Σ, em coordenadas locais,

são dadas por

I : 〈X,i , X,j〉 =
4(c+ h)2

S2

∑
k

VikVjkLkk −
2

S
(c+ h)(VijLjj + VjiLii) + Lij . (4.24)

II : 〈X,i , N,j〉 =
4h

S2
(c+ h)

∑
k

VikVjkLkk −
2

S

(
(h+ c)VijLjj + hVjiLii

)
+ Lij . (4.25)

III : 〈N,i , N,j〉 =
4h2

S2

∑
k

VikVjkLkk −
2h

S
(VijLjj + VjiLii) + Lij .

Demonstração: Para obtermos os coeficientes da primeira forma fundamental, lembramos que

X,i =
∑
k

(
Sδik − 2(c+ h)Vik

)( 1

S
Y,k −

2h,k
S2

η
)
.

Portanto,

〈X,i, X,j〉 =
∑
k,s

(
Sδik − 2(c+ h)Vik

)(
Sδjs − 2(c+ h)Vjs

)〈 1

S
Y,k −

2h,k
S2

η,
1

S
Y,s −

2h,s
S2

η

〉
=

1

S2

∑
k,s

[
S2δikδjs − 2S(c+ h)δikVjs − 2S(c+ h)δjsVik + 4(c+ h)2VikVjs

]
Lks

=
∑
k

δikδjkLkk −
2

S
(c+ h)(VjiLii + VijLjj) +

4

S2
(c+ h)2

∑
k

VikVjkLkk.

Notamos que ∑
k

δikδjkLkk =

{
Lii, se i = j
0, se i 6= j

= Lij .

Obtemos, assim,

〈X,i, X,j〉 =
4

S2
(c+ h)2

∑
k

VikVjkLkk −
2

S
(c+ h)(VijLjj + VjiLii) + Lij .
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Por outro lado, podemos escrever

N,j =
∑
s

(Sδjs − 2hVjs)
( 1

S
Y,s −

2h,s
S2

η
)
.

e procedendo de maneira análoga, os coeficientes da segunda forma são dados por

〈X,i, N,j〉 =

〈∑
k

(
Sδik − 2(c+ h)Vik

)( 1

S
Y,k −

2h,k
S2

η

)
,
∑
s

(Sδjs − 2hVjs)

(
1

S
Y,s −

2h,s
S2

η

)〉

= Lij −
2

S

(
(h+ c)VijLjj + hVjiLii

)
+

4h

S2
(h+ c)

∑
k

VikVjkLkk.

Por fim, para os coeficientes da terceira forma, temos

〈N,i, N,j〉 =
∑
k,s

(Sδik − 2hVik) (Sδjs − 2hVjs)

〈
1

S
Y,k −

2h,k
S2

η ,
1

S
Y,s −

2h,s
S2

η

〉

= Lij −
2h

S
(VijLjj + VjiLii) +

4h2

S2

∑
k

VikVjkLkk.

Corolario 2. Se a matriz V = (Vij) é diagonal, então a hipersuperfı́cie Σ, descrita pelo Teorema (1), está pa-
rametrizada por linhas de curvatura e está associada à Sn por uma transformação de Ribaucour.

Demonstração: Note que se V = (Vij) é diagonal, pelas equações (4.24) e (4.25) temos que

〈X,i, X,j〉 = −〈X,i, N,j〉 = 0, para i 6= j,

de modo que Σ está parametrizada por linhas de curvatura.
Notamos ainda que d(Y ◦X−1)(X,i) = Y,i, isto é, curvas coordenadas de Σ são aplicadas em curvas coorde-

nadas de Sn. Dessa forma, Σ e Sn estão associadas por uma transformação de Ribaucour.

Observação 3: Da equação (4.24) do Corolário (1), vem que os coeficientes da primeira forma fundamental,
para n = 2, são dados por

E =
4(h+ c)2

S2

(
V 2
11L11 + V 2

12L22

)
− 4

S
(h+ c)V11L11 + L11,

F =
4(h+ c)2

S2

(
V11V21L11 + V12V22L22

)
− 2

S
(h+ c)

(
V12L22 + V21L11

)
+ L12,

G =
4(h+ c)2

S2

(
V 2
21L11 + V 2

22L22

)
− 4

S
(h+ c)V22L22 + L22.

Pode-se verificar que

EG− F 2 =
L11L22

(
S2 − 2S(h+ c)trV + 4(h+ c)2detV

)2
S4

.

Assim, tomando uma métrica (Lij) conforme, segue do último corolário que, para n = 2, a condição de regulari-
dade P 6= 0 é equivalente a EG− F 2 6= 0.

O próximo corolário fornece uma condição que garante quando uma hipersuperfı́cie associada a uma esfera
por uma congruência de esferas é de rotação.

Corolario 3. Considere Y : U ⊂ Rn → Sn a parametrização da esfera unitária Sn dada por Y (u) =
π−1− (u), onde π− : Sn\{−en+1} → Rn é a projeção estereográfica. Seja Σ uma hipersuperfı́cie associada a Sn
por uma congruência de esferas, localmente parametrizada por X , como em (4.9). Nessas condições, Σ é uma
hipersuperfı́cie de rotação se, e somente se, a função h é radial.

Demonstração: Consideremos Σ uma hipersuperfı́cie de rotação, localmente parametrizada por
X : U → Σ. Sem perda de generalidade, podemos supor xn+1 ser o eixo de rotação, de modo que as seções
ortogonais a esse eixo determinam em Σ esferas (n − 1)-dimensionais centradas nele. Fixada uma tal esfera
(n− 1)-dimensional, digamos C, vale que 〈X,X〉 e 〈X,N〉 são constantes ao longo de C.

Para um ponto u ∈ U , tal que X(u) ∈ C, vale que

R(u) =
1− 〈X(u), X(u)〉

2(〈X(u), N(u)〉 − 1)
,
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de modo que a função raio R é constante ao longo de C.
Agora para pontos X(u) em C, seus correspondentes na esfera Sn, pela congruência de esferas, são os pontos

Y (u) =
X(u) +R(u)N(u)

1 +R(u)
,

os quais possuem a (n + 1)-ésima coordenada constante. Deste modo, à esfera (n − 1)-dimensional C em Σ
corresponde, pela congruência de esferas, a intersecção de um plano horizontal com Sn, o que é novamente uma
esfera (n− 1)-dimensional, digamos C1.

Tomando Y = π−1− como a parametrização da esfera unitária, onde π− : Sn\{−en+1} → Rn é a projeção
estereográfica, vale que a esfera C1 é aplicada por π− numa esfera em Rn, centrada na origem. Deste modo, a
parametrização X aplica esferas de Rn centradas na origem em esferas (n− 1)-dimensionais centradas no eixo de
rotação. Deste modo, sendo constante ao longo de C, a função raio R é constante quando restrita a esferas de Rn
centradas na origem. Por outro lado, podendo a função raio ser descrita por

R(u) = −h(u) + c

h(u)
,

vale que a função h : U ⊂ Rn → R é constante ao longo das esferas (n − 1)-dimensionais centradas na origem,
isto é, h(u) = h(|u|). Portanto, h é uma função radial.

Suponha agora que h : U ⊂ Rn → R seja uma função radial. Assim, podemos escrever h(u) = J(|u|2), u =
(u1, u2, ..., un) ∈ U , para alguma função diferenciável J . Façamos t = |u|2 e denotemos por J ′(t) a derivada de
J com respeito a t. Dessa forma, h,i = 2J ′ui. Sendo

Y (u) =
1

1 + |u|2
(2u, 1− |u|2), u = (u1, u2, ..., un) ∈ U,

e considerando ei o i-ésimo vetor canônico de Rn, 1 ≤ i ≤ n, temos

Y,i =
2

(1 + |u|2)2

[
− 2ui(u, 1) + vi

]
, vi = (1 + |u|2)

(
ei , 0

)
,

Assim,

Lij = 〈Y,i, Y,j〉 =

{ (
2

1+|u|2

)2
, se i = j

0, se i 6= j

Com isso em mãos, vem que

S =

n∑
j=1

h2,j
Ljj

+ h2

= (J ′)2|u|2(1 + |u|2)2 + h2

= t(1 + t)2(J ′)2 + J2,

η =

n∑
j=1

h,j
Ljj

Y,j + hY

= J ′
n∑
j=1

[
− 2u2j (u, 1) + ujvj

]
+

h

1 + |u|2
(2u, 1− |u|2)

=

((
J ′(1− t) +

2J

1 + t

)
u,−2tJ ′ +

J(1− t)
1 + t

)
.

Substituindo na parametrização X , temos

X = Y − 2(h+ c)

S
η

=

((
2

1 + t
− 2(J + c)

S

(
J ′(1− t) +

2J

1 + t

))
u,

1− t
1 + t

− 2(J + c)

S

(
−2tJ ′ +

J(1− t)
1 + t

))
.
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Se a última coordenada for constante, digamos

1− t
1 + t

− 2(J + c)

S

(
−2tJ ′ +

J(1− t)
1 + t

)
= q,

então as expressões

A =
2

1 + t
e B = J ′(1− t) +

2J

1 + t
,

são constantes. Deste modo,∣∣∣∣(A− 2(J + c)

S
B

)
u

∣∣∣∣2 =

(
A− 2(J + c)

S
B

)2

|u|2 =

(
A− 2(J + c)

S
B

)2

t,

é constante, uma vez que a expressão para S depende apenas de t, J e sua derivada.
Portanto, as seções ortogonais ao eixo xn+1 determinam em X(U) esferas (n− 1)-dimensionais centradas no

eixo xn+1, o que mostra ser Σ uma hipersuperfı́cie de rotação.

5. Conclusões. Enumeramos abaixo as conclusões obtidas a partir dos resultados expostos neste artigo:
1. Uma hipersuperfı́cie Σ em Rn+1 com normal de Gauss N tal que 〈p,N(p)〉 6= 1, para todo p ∈ Σ,

está localmente associada a uma esfera unitária por uma congruência de esferas.
2. As hipersuperfı́cies em Rn+1 localmente associadas a Sn por uma congruência de esferas podem ser

caracterizadas conforme a parametrização (4.9) no Teorema (1).
3. As hipersuperfı́cies em Rn+1 satisfazendo a condição do Teorema (1) e do Corolário (2) estão associadas

a Sn por uma transformação de Ribaucour.
A parametrização obtida neste trabalho é um instrumento fundamental para a descrição das hipersu-
perfı́cies WGSR, as quais são dadas por uma relação diferenciável envolvendo suas curvaturas principais
e as funções suporte e distância quadrática. Tal classe de hipersuperfı́cies é apresentada em trabalhos
posteriores.
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Universidade de Brası́lia, Brası́lia, 2018.
[7] Reyes, E. O. S; Riveros, C. Congruence of geodesic spheres in H3 and S3, Selecciones Matemáticas, 2018; 5(02):212-229.
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