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Resumen
El presente trabajo trata del estudio de la estabilidad casi segura de los sistemas lineales de salto Markoviano en
tiempo discreto (MJLS"). Primero, se introduce la estabilidad de los sistemas lineales en tiempo discreto (MJLS
con un solo modo) mediante el exponente de Lyapunov. Luego se aborda la extension de dicha teoria al caso
general: se hace uso de una variante del teorema ergddico de Birkhoff para revisar la igualdad (4.6) para el
exponente de Lyapunov descrita en [6], a partir de esto se obtiene la caracterizacion de la estabilidad casi segura
de los MJLS.
Palabras clave. Markov jump linear systems, exponente de Lyapunov, estabilidad casi segura.

Abstract
The present work deals with the study of the almost sure stability of discrete-time Markov jump linear systems
(MJLS). First, the stability of linear systems in discrete time (MJLS with a single mode) is introduced by the
Lyapunov exponent. Then the extension of this theory to the general case is approached: a variant of Birkhoff’s
ergodic theorem is used to revise the equality (4.6) for the Lyapunov exponent described in [6], from this we obtain
the characterization of the almost sure stability of the MJLS.
Keywords. Markov jump linear systems, Lyapunov exponent, almost sure stability.

1. Introduccion. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias
(1.1) x(k+1) = Ax(k), k>0,

donde x(k) € R?y A es una matriz cuadrada de orden d. Recordemos que el sistema (1.1) es asintticamente
estable si para cualquier estado inicial 2(0) € RY, limy_,, z(k) = 0. La estabilidad de este sistema se puede
caracterizar mediante el radio espectral de la matriz del sistema, p(A):
(1.1) es asintGticamente estable si y solo si p(A) < 1.
Este resultado puede hallarse en el Resultado 1.3.9 de [9].
A partir de la férmula del radio espectral, p(A) = limy_,oc [|A*]"/*
funcién In se tiene que

, y de la continuidad y monotonia de la

1
lim - In||A*|| = In ( lim |A’<||1/’“> = Inp(A) <0« p(A) < 1.
k—oo k k—oo

Por lo tanto, se puede reescribir la caracterizacion anterior:

1
(1.1) es asintéticamente estable si y solo si lim — In ||A¥| < 0,
k—oo k
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1
El limite ka Z In || A¥|| es conocido como exponente de Lyapunov para el sistema (1.1).
—00

Nuestro objetivo consiste en estudiar un problema mds general conocido como sistema lineal de salto Marko-
viano en tiempo discreto el cual se describe mediante la dindmica

(1.2) l’(k + 1) = Ag(k)l’(k), k> 0,

donde z(k) es un vector en R? {6(k)},., es una cadena de Markov con espacio de estados
S = {1,2,...,N}, N, definida sobre un espacio de probabilidad (€2, 7, ). Para el sistema (1.2) y cada ins-
tante k > 0: el vector (k) se denomina variable de estado del sistema, la matriz cuadrada Ay, indica el modo
de operacién del sistema. Note que hay una cantidad finita o enumerable de modos de operacién; y que a partir
del instante & = 1, en adelante, (k) es de naturaleza estocdstica pues los modos de operacién se estdn interca-
lando aleatoriamente, de acuerdo a la dindmica de transicién de la cadena de Markov. Es por ello que este modelo
matemadtico es Util para estudiar procesos que estan sujetos a cambios estocdsticos en su dindmica (modo de opera-
cién) pues cuando estas variaciones en el tiempo van afectando significativamente el comportamiento del sistema,
bajo las hipétesis adecuadas, podemos cuantificar las probabilidades de los distintos escenarios posibles. Ejemplos
de procesos de este tipo ocurren en sistemas econdmicos, sistemas de control de aeronaves, control de receptores
centrales térmicos solares, sistemas manipuladores robdticos, grandes estructuras flexibles para estaciones espacia-
les, etc., donde los cambios abruptos pueden deberse a perturbaciones ambientales abruptas, fallos o reparaciones
de componentes, cambios en las interconexiones de los subsistemas, cambios abruptos en el punto de funciona-
miento de una instalacién no lineal, etc. Un ejemplo que se puede revisar en la literatura es el problema de control
de receptores centrales térmicos solares descrito en [10]. Nuestro propdsito se centra en estudiar la estabilidad de
los sistemas del tipo (1.2), como estos sistemas son de naturaleza estocdstica hablar de estabilidad significa que
casi todos los escenarios posibles, que son sistemas del tipo (1.1), son (asintticamente) estables. Este concepto
de estabilidad es conocido como estabilidad casi segura, y es la méds débil de las estabilidades usuales definidas
para los sistemas (1.2). En la siguiente seccién veremos que bajo ciertas hipdtesis para los parametros del sistema
(1.2) se obtiene una caracterizacioén parcial de su estabilidad casi segura, como analogia de la caracterizacién ya
conocida para el sistema (1.1).

2. La estabilidad casi segura de los sistemas lineales de salto Markoviano en tiempo discreto. Conside-
remos el sistema

2.1 (L’(k + 1) = Ag(k)x(k), k>0
y la funcién In : [0, +00] — [—00, +00] extendida de modo que se preserve como biyeccion creciente,

-0 =0
In(z) =< In(z) z€]0,+o00]
+o0o0 x =400

Asumimos las siguientes hipdtesis:

(2.2) G :=sup ||A;|| < +o0,
€S
(2.3) > Al |mi < 4o,
€S

y la cadena de Markov {6(k)} -, irreducible, ergédica, con matriz de transicién P y tnica distribucion invariante
7. Entonces, si 6(0) ~ 7 la cadena {0(k)}, ., es estacionaria y de (2.3) se tiene que la cadena definida por

fO(Kk)) =In || Al

verifica las hipétesis del teorema ergddico de Birkhoff para cadenas de Markov (ver Ejemplo 7.2.2 de [4]).
Definicion 1. Decimos que el sistema (2.1) es casi seguramente estable (CSE) si para todas las condiciones
iniciales x(0) = xo € R?y 6(0) = 0y ~ p, p distribucion en'S, se cumple

P, (tim (i) =0) =1

Nuestra definicion de estabilidad casi segura nos dice que hay convergencia al origen independientemente de
las condiciones iniciales. Cuando la cadena de Markov {6(k)}, ., es irreducible el Lema 2.3 de [6] muestra que
para tener estabilidad casi segura basta verificar que

2.4) P, (Lm (k)| = o) 1,
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para cualquier vector de estado inicial xo € R?. Esto motiva la siguiente definicién.
Definicion 2. El exponente de Lyapunov para el sistema (2.1) se define mediante la férmula

o1
Oy 1= khﬁrr;o EEﬂ{ln | Aok—1) - - - Ago) I}

Este es el mas grande exponente de Lyapunov que se puede definir para el sistema (2.1) y por el comentario
previo cuando la cadena es irreducible permitird caracterizar la estabilidad casi segura. La prueba del siguiente
lema que garantiza la buena definicién del exponente de Lyapunov consiste en usar la propiedad subaditiva de la
sucesion

ar = Er{ln | Agk—1) - - - Aso)ll};

y seguir sin cambio alguno los mismos pasos del Lema 4.5 de [6].

Lema 1. El exponente de Lyapunov estd bien definido, ademds se cumple

1
U = ’gfl E]Ew{ln | Ag(k—1) - - Agoyll}-

El siguiente lema nos da una forma practica del exponente de Lyapunov para facilitar su aplicacion (Esta es la
igualdad 4.6 de [6]).
Lema 2. El exponente de Lyapunov o se puede expresar

, 1

(2.5) or = hmksup z In || Agk—1) - - - Ago) | P, — c.s.

Demostracion: La prueba sigue los mismos lineamientos dados en el Lema 4.5 de [6]. Para cada [ > 1
definimos la cadena

0' (k) = (0((k+ 1)l —1),...,0(kl)), k> 0;

la cual es Markoviana (con matriz de transicion P! asociada a P), de tiempo homogéneo, irreducible, con distri-
bucién inicial igual a su tnica distribucién invariante 7! (asociada a Py 7), y por lo tanto es estacionaria y todos
sus estados son recurrentes positivos.

Ademas, definimos el evento

A= {w e Q: Jk > 1/ AG(k—l,w) .. ‘AG(O,w) = 0}

i) Si P (A) > 0. De la prueba de la buena definicién del exponente de Lyapunov (lema 1) para este caso se
tiene o, = —o0. Por otro lado, para algin [y > 1 se cumple

P, (w € N: Ae(lo—lw) S AG(OM) = 0) > 0,

asf existe un estado jO = (ji,_1,--.,/0) de la cadena 0% tal que Ajz(,a ...A4j, = 0. Como 5" es recurrente
positivo se obtiene que con P -casi seguramente,

Ae(k‘,—l) “ee Ag(o) - 0
para k suficientemente grande. Asi, con IP-casi seguramente

B 1
hmksup Z In|[Agp—1) ... Ag(o)l = —oc.

ii) Si P (A) = 0. Entonces con P-casi seguramente se tiene que Ag,_1) - - - Ag(o) 7 0 para cualquier k > 1,
y por lo tanto

In HAO(k—l) . AO(O) | > oc.
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Seal > 1,k =pl+qgcon0 < g <, luego

1 1
Z gy Ago)ll = 2l Agr) - Agy [ + 1 1n||Ae<pz 1) - Ag(o)ll

1 o1
< ElnGk s ZlDHAe (n+1)i=1) - - - Agnny |l
n=0

I /\

71 G + < ZlnHAe ((n+1)1-1) - AG(NU“)

0 _
&) Syhn ( Z In || Ag((nt1)1-1) Ae(nz)||>

=0

A

La cadena de Markov 0'(n) = (0((n+ 1)l —1),...,0(nl)), n > 0, es estacionaria y verifica las hipétesis del
teorema ergddico de Birkhoff, entonces

15
» D [ Ap(nayi=1) - - Aol = Ert{In | Aggm—1) - - Aoy I}
n=0

en L' y P,.-casi seguramente; mds ain, la esperanza y convergencia casi seguramente son las mismas para la
probabilidad P,.. Entonces, tomando limite superior a la expresioén (5), cuando p — o0, se sigue que P -casi
seguramente

, 1 1

hmksup Z Il Apey - Ao | < 04 TEx{ln || g1y - Ag(o)1}-
Por consiguiente, del lema 1, P, -casi seguramente

. 1 , o1
(2.6) hmksup Z In || Agr—1) - - - Agoyll < ln>1£ jEﬂ{ln lAo-1) - - - Ageoy|I} = ar.

Definimos auxiliarmente la sucesion de variables aleatorias no negativas, para k > 1 sea

1 1
== > In | Aggyll — Z 1l Aae) - Aoy -
n=0

Por el teorema ergédico de Birkhoff para la cadena de Markov estacionaria 6(n), n > 0, se consigue

k 1

ZIHHAO(n | = Ex{In || Ago) [}

nO

en L' y P,-casi seguramente. Entonces, tomando limite inferior, cuando k — o0, a la sucesién -, se tiene que
P,-casi seguramente

2.7 lim infyx = Ex{In[|Ag(o) [} — thUp In [[Apr—1) - - - Ag(o) Il

¥, como Exvi = Ex{In || Ago) ||} — $E-{In || Ag(r—1) - .- Ag(o) |}, también se tiene que

(2.3) h’mkinf Ervi = E-{In|Ag |} — -
De este tltimo par de limites, (2.7) y (2.8), y aplicando el lema de Fatou a la sucesion v, se sigue
E {In[|Ag)ll} — ax = h’mkinf E vk > Ex {h’n:;ﬁinf 'yk}
=Ex{In|Ag I} — Ex hmsup 11[1||Ae k=1 - - Aoy s
es decir,

(2.9) oar <E. {hmksup In || Ag(—1) - A9(0)|} .
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Por lo tanto, de (2.6) y (2.9), se cumple que P,-casi seguramente

, 1
r = hmksup z In || Agk—1) - - - Ag) I

A continuacion se establece una caracterizacion parcial de la estabilidad casi segura del sistema (2.1).
Teorema 1. El exponente de Lyapunov caracteriza la estabilidad del sistema (2.1):

i) Si a, < 0entonces (2.1) es casi seguramente estable.

ii) Si a; > 0 entonces (2.1) no es casi seguramente estable.
Demostracion: 1) Tenemos que «; < 0, es decir, del lema 2,

1
lim sup Z In||Agp—1) ... Ago)l = ax <0 P, — c.s.
k

Por definicién de limite superior tenemos que para o < ¢ < 0, fijo, existe kg > 1 suficientemente grande tal
que

1
su —In||Agr—1)--- A <c P, —c.s.,
kz};){k | Ag(r—1) 0(0)||}

de donde P, -casi seguramente
k
||A6(k—1) .. A@(O)” S e Vk Z ko,
entonces, para cualquier z(0) € R? se tiene que IP-casi seguramente

limsup [|z(k)|| = limsup | Agr—1) - - - Ap(oyz(0)]| < limsup e*°||z(0)|| = 0.
k> k> ko k>

Z R0 Z R0

Por lo tanto, se verfica (2.4) y el sistema (2.1) es casi seguramente estable.
ii) Probaremos el contrareciproco. Por hipétesis, en particular para el sistema (2.1) se verifica (2.4), lo cual
implica la siguiente afirmacion

Pr (klggo [Agk—1)--- Ago)ll = 0) =1

Para esta tltima afirmacion basta poner 2(0) = e; € R% coni = 1,...,d, y darse cuenta que esto implica que,
[P-casi seguramente, cada vector columna de Ag(,_1) - - . Ag(o) converge a cero, cuando k — oc.
Asi, P-casi seguramente,

[Agr—1) - - Apo)ll < 1, Yk > ko,

para kg suficientemente grande, de donde calculando el limite superior como en el lema 2, se obtiene
, 1
lim sup z In || Agk—1) - Agyl| <Inl=0.
k

Por lo tanto v, < 0.0
Ejemplo 1. Sea {0(k)}, -, una cadena de Markov que toma solo dos estados, irreducible, recurrente y con
distribucion invariante T = (0,5, 0,5), matriz de transicion

0,5 0,5
P= < 0,5 0,5 > ’
Sean los dos posibles modos de operacion
2 0 0 0
w=(0a) w(0s)

Notemos que A1 Ay = Az Ay = 0. Como en la prueba del lema 2 definimos la siguiente cadena de Markov
0(k) = (0(2k +1),0(2k)), k > 0, con espacio de estados

{1 = (17 1)1 2= (172)’ 3= (21 1)7 4= (2’2)}»
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y matriz de transicion

0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25

vl
I

Por lo tanto, la cadena es irreducible, recurrente positiva, y tiene distribucion invariante
7 = (0,25, 0,25, 0,25, 0,25).

Asi, como el estado 2 = (1,2) es recurrente positivo, Px-casi seguramente este estado aparece en una secuen-
cia (O(k — 1),...,0(0)) para k suficientemente  grande.  Luego, Pz-casi  seguramente
In || Agk—1) - - - Agoy|| = —00 para k suficientemente grande. Ast se consigue o = —oo < 0y el sistema es
P.-casi seguramente. Observe que cada modo de operacion es inestable pues p(A1) = p(Az) = 2 > 1, es decir,
la estabilidad del sistema de salto Markoviano no implica la estabilidad de los sistemas invariantes asociados a
un solo modo de operacion. Para una mayor discusion de esta anomalia ver el Ejemplo 2.9.4 de [5] donde se hace
un estudio de sistemas con modos de operacion mds genéricos aunque sin dependencia para las transiciones entre
estos.

Ahora, se tiene un tipo de estabilidad casi segura mds fuerte que nos dice que la convergencia al origen es de
orden exponencial. Aqui se muestra su relacién con la estabilidad casi segura.

Definicién 3. Decimos que el sistema (2.1) es casi segura exponencialmente estable (CSEE) si para todas las
condiciones iniciales x(0) = xo € Ry 0(0) = 0y ~ p, u distribucion en S, existe v > 0 tal que

1
P, (h’msupkln||x(k)| < —fy) =1
k

Est4 definicion aparece en el articulo [2]. No dificil mostrar que si el sistema (2.1) es CSEE entonces también
es CSE, sin embargo, el reciproco no es cierto en general como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Cuando la cadena de Markov {0(k): k > 0} toma valores en un espacio de estados numerable,
los conceptos de CSEE y CSE no son equivalentes. De hecho, considere el sistema (2.1) cond = 1,

Piv1=1y Ai:#

,=1,2,3,...
Z—'—l, ? )=y Y
En este caso
o
z(k)|| = gl = 0 c.s.,
(k)] %+k\ﬂ

cuando k — oo, para cualesquiera condiciones iniciales 6y ~ p, p distribucion en N, xy € R es decir, el sistema
es CSE. Sin embargo, cuando xo = 1y 0y = 1 se tiene que

1 k+ll(k+1)

1 1
gl =g = =

—0 cs.,

es decir, el sistema no es CSEE.

Es importante hacer notar que dado del comportamiento de un sistema (1.1), uno esperaria que se pueda
obtener una caracterizacion de la estabilidad casi segura de un sistema (2.1) por medio del exponente de Lyapunov,
lo cual nos lo dice parcialmente el Teorema 1. Siendo mas acertados en nuestra intuicién uno debe esperar que el
exponente de Lyapunov caracterize la estabilidad exponencial casi segura, lo cual estd guardado en la discusién
hecha en [7]. La prueba de esta caracterizacion explota la idea de construir una cadena de Markov como se hizo en
el Lema 2, esto puede hallarse en [2] donde ademds disefian un algoritmo para testear la estabilidad exponencial
casi segura.

3. Conclusiones. De nuestro trabajo se concluye que el exponente de Lyapunov permite caracterizar la es-
tabilidad casi segura (CSE) para los sistemas lineales de salto Markoviano solo determinando el signo que este
toma. Sin embargo, se tiene que la caracterizacion es completa cuando se considera la estabilidad exponencial casi
segura (CSEE).
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