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Resumen

En este articulo probamos que el problema de Cauchy asociado a la ecuacion del calor en espacios de Sobolev
periddico estd bien colocado. Hacemos esto en un modo intuitivo usando la teoria de Fourier y en una version
elegante usando la teoria de semigrupos, inspirados en los trabajos de Iorio [I]y Santiago and Rojas [3].
También, estudiamos la relacion entre el dato inicial y la diferenciabilidad de la solucion. Finalmente, estudiamos
el correspondiente problema no homogéneo y probamos que estd localmente bien colocado y mds aiin obtenemos
la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial y a la no homogeneidad.

Palabras clave. Teoria de semigrupos, Ecuacién del calor, Ecuacién no homogénea, Espacios de Sobolev periddico, Teorfa
de Fourier.

Abstract

In this article we prove that the Cauchy problem associated to the heat equation in periodic Sobolev spaces is well
posed. We do this in an intuitive way using Fourier theory and in a fine version using Semigroups theory, inspired
by works lorio [1] and Santiago and Rojas [3]. Also, we study the relationship between the initial data and
differentiability of the solution.

Finally, we study the corresponding nonhomogeneous problem and prove it is locally well posed and even more we
obtain the continuous dependence of the solution with respect to the initial data and the non homogeneity.

Keywords. Semigroups theory, Heat equation, nonhomogeneous equation, Periodic Sobolev spaces, Fourier theory.

1. Introduccion. Sea la ecuacién del calor propuesto por Fourier (1807)
(1.1) up — @ugy = 0.

Sabemos que la ecuacién (1.1) es de tipo parabdlica y de su importancia en las Ecuaciones Diferenciales Parciales.
En la ecuacién (1.1), a2 es una constante conocida como el coeficiente de difusién térmica, en este trabajo consi-
deraremos o2 = 1, y como dato inicial consideramos u(0) = ¢ € H3,,, donde s es un numero real y denotamos
por H ., al espacio de Sobolev periddico de orden s. Dicha ecuacion describe la distribucion del calor (o variacion
de temperatura) en una region a través del tiempo.

La ecuacién que estudiamos estd asociada a fendmenos de difusién, como el flujo del calor en un medio conducti-
vo, citamos a Rubinstein [4].

Sabemos que la ecuacién del calor gobierna la difusién de particulas o la propagacién del potencial de accién en
células neuronales y que puede utilizarse para modelar algunos problemas en finanzas, como por ejemplo en los
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procesos de Black-Scholes o Ornstein-Uhlenbeck, citamos por ejemplo [5].

Sabemos también, que la ecuacién de Burgers u; — uy, + uu, = 0 se puede transformar en la ecuacién del calor
via la transformacién de Cole-Hopf, de ahi que se enfatiza el estudio de esta ecuacidn, para esto podemos citar
Torio [1].

Citamos lorio [1], donde encontramos trabajos relacionados al modelo (1.1) y Santiago and Rojas [3] de donde
nos motivamos siguiendo las ideas ahi plasmadas. Probaremos la existencia y unicidad de solucién de (1.1), asi
como la dependencia continua de la solucién respecto al dato inicial. Luego introduciremos una familia de opera-
dores para reescribir nuestro resultado en una versién mds elegante. Haremos andlisis de diferenciabilidad versus
dato inicial del problema y finalmente probaremos que el modelo no homogéneo de (1.1) estd localmente bien
colocado.

Nuestro articulo estd organizado como sigue. En la seccion 2, indicamos la metodologia usada y citamos la refe-
rencia usada para los resultados preliminares que se puedan necesitar. En la seccién 3, probamos que el problema
de Cauchy asociado a la ecuacion del calor homogéneo esta bien colocado. En la seccién 4, hacemos el analisis
de la diferenciabilidad de la solucién versus dato inicial. En la seccidn S, probamos que el problema de Cauchy
asociado a la ecuacidn del calor no homogéneo esta localmente bien colocado y ademds obtenemos la dependencia
continua de la solucién respecto al dato inicial y a la no homogeneidad. Finalmente, en la seccién 6, damos las
conclusiones de nuestro estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico, en este trabajo usamos fuertemente los siguientes topicos: Teoria
de Fourier en espacios de Sobolev periddico, andlisis arménico, teoria de semigrupos de clase C, y familias de
operadores fuertemente continuas. Como referencia en la revisién de algunos resultados previos que usaremos,
citamos a lorio [1], Santiago et al [2] y Santiago and Rojas [3].

Toda esta teorfa la usamos en el andlisis de existencia y buena colocacién del problema de Cauchy para la ecuacion
del calor, realizando una serie de cdlculos y aproximaciones en el desarrollo del trabajo.

3. Existencia de solucién de la ecuacion del Calor. En esta seccién, empezamos probando que existe solu-
cion de la ecuacién del calor homogéneo en espacios de Sobolev periddico, usando la teoria de Fourier.
Teorema 1. Sea s un niimero real fijo y el problema

u € C([0, +00), H,,.)
(P) | Ou—02u=0€ H3?
u(0) = ¢ € H

er

entonces (Py) estd globalmente bien colocado i.e. 3'u € C([0, 00), H,,,.) satisfaciendo la ecuacion (Py), de modo

que la aplicacion : ¢ — u, que asigna a cada dato inicial ¢ la solucion u del PVI (P;), es continua.
Ademds, u € C([0,00), H3,,) N C1([0,00), H3.,?) y la solucién u satisface la regularidad:

per per
u(t) e H®, vVt >0
con ||u(t)|l, < Cll¢lls, Vr € R y t >0, donde H* es la interseccion de los espacios H],, Vr € R
Demostracion:La prueba lo hacemos del siguiente modo.

1. Primero obtenemos el candidato a solucién. Para conseguir ese candidato tomamos la transformada de
Fourier a la ecuacion

_ 92
Oru = Oz
y conseguimos

oyt = (ik)*a = —k*a,

que para cada k es una EDO con dato inicial @(k, 0) = ¢(k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones de primer orden homogéneas

@ e C(]0, +oo),l§(Z))
Q) | vk, t) = —k*a(k,t)
a(k,0) = ¢(k) con ¢ € 12(2)

Vk € Z,y conseguimos
a(k,t) = e M (k)

de donde obtenemos nuestro candidato a solucidn:

oo oo

@3.1) u(ty = Y alk,er = Y e o(k)r,

k=—0o0 k=—o0
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aqui estamos denotando ¢y, () = e***.

2. En segundo lugar, probaremos que:
32) u(t) € Hyep y [lu(®)lls < [14]]s-

En efecto, seat > 0, ¢ € H, y observando que e~2F*t < 1, tenemos

per

+oo
()3, =27 > (1 + k) e (k)2

k=—o0

= |l

per

Obviamente también se cumple (3.2) para t = 0.
3. Ahora, probaremos que u(+) es continua en [0, 4+00).
Seat’ € [0, 00),

lu(t) = u)|

per

= 27 Z (14 K2)%|(e7t — =K\ (k) 2

k=—oc0
I 2,7/
(3.3) =21 Y (L+ k2 [dR)P| (e — ) 2.
\—v—/
h=—co H(t)i=

Se observa que lim;_,,+ H(t) = 0. Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el
intercambio de limites. Para esto, tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie
convergente, i.e.

g o= 2m(1+ K2)%|3(R) 2] (¥ — e V) 2 < 8m(1 + k2)°|d(R)|2,
N—————

donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la desigualdad e=? < 1 siempre
que 6 > 0.
Asi,

+oo
N Lo <4fol3, < oo,

k=—o0

y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie converge uniformemente. Luego esti
permitido el intercambio de limite, esto es

lim () — u(t')|3. - i Ty =0

k——oo

y de ahi concluimos
Jm {fu(t) = u(®)la;,, =0
—t

4. Probaremos que dyu = 0%u en H;m?, esto es,

u(t+ h) — u(t)

Y — 9%

— 0 cuando h — 0.

s—2
Hper
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En efecto,
2
u(t+h)—u(t) 9
h Hi?
+oo o] kPR kPt 2
— o k—Z_ (1+ K22 ‘(;S(k:)’ ¢ -  (ik)%e
2
= ovs—2 | 2o |? | —k2e e M1 2
4 =2 1 o= ’ ' BLAL NP G
(3.4) wk;w( + k22| p(k)| |e —— +k
M(h):=

Usando L’Hospital tenemos que M (h) — 0 cuando A — 0.
Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para habilitar el intercambio de limites. Para ello
procedemos mayorando el k-ésimo término de la serie. Previamente observamos para h > 0:

ek h 1 P1oO [ e, S
— :/0 E%{e }ds:/oﬁ[—k]e ds

y tomando norma tenemos

.2
e~k h_1q

1
< — 2 . — 2 .
h h|k| h |k|

< le/h ’671@25
h 0

O también se puede proceder usando el Teorema del valor medio, aplicado a la funcién f(t) = et en
el intervalo [0, h].

(3.5)

Usando la desigualdad (3.5) procedemos a mayorar [M (h)]? como sigue
(3.6) MR < {2k} < a{1+ K2}

La desigualdad (3.6) también es vélido para el caso ¢ = 0, donde s6lo usamos (3.5).
Ahora, pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde usamos la estimativa (3.6),

(148272 |30 e M < (14822 [d0)| M)
< (LR o) a1+ k)2

— 41+ 82)" (k)

~ ‘ 2

L2
y también sabemos que la serie 2 5> (1 + k2)* ‘¢(k)‘ = ||¢l|3;. < oo desde que ¢ € H,,.

k=—oc0
Usando el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (3.4) converge uniformemente y por lo
tanto es posible intercambiar limites y obtener lo que se queria mostrar, i.e.

t4h) —ult ?
M—@ﬁu —0 cuando h — 0,

s—2
Hper

y esto implica lo que se queria probar.

. Probaremos la dependencia continua de la solucién respecto a los datos iniciales, i.e. sean ¢ y 5 da-
tos proximos en H,,,, entonces sus correspondientes soluciones u y u, respectivamente, también estdn
proximos en el espacio solucion.
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Seat > 0,
+o0 o ~ 2
lu(t) = @) 3, =27 Y |e7F(Sk) — d(k)| (1+k)°
k=—o
+oo 5 R =~ 2
—or S TG0 — o) (1+K2)°
k=—oco <1
+oo R ~ 2
<2r Y (L+K)|d(k) — o)
k=—
— 16— Bli%,, -
Tomando supremo sobre (0, +00) tenemos
(3.7) sup u(t) = a(t)llm,, <116 dllm;,, -
t€(0,400)
Asi,
(3.8) sup |[u(t) = @)z, = 16— bl -
te[0,400)

De aqui tenemos que si ¢ — 5 entonces u — .

6. Unicidad de Solucién.- La desigualdad (3.7) o igualdad (3.8) nos permitird mostrar que la solucién es
Gnica. En efecto, sea ¢ € Hy,,, y supongamos que existan u y u dos soluciones, entonces usando (3.7) o
(3.8) tenemos,

lu(t) —a(®)|m;,, < sup |u(t) —u()uy,, =6 —ollm,, =0,
te[0,4+00)

de donde concluimos que v = u.
Ast, el problema (P;) estd bien colocado y su tnica solucién que depende continuamente del dato inicial
es

—+o0

u(z,t) = Z e_k%qg(k)e“”.

k=—o00

7. Probaremos que dyu(-) es continua en [0, +-00). En efecto, como dyu(t) = d2u(t) en H;;? tenemos

10eu(t) — Deu(t') || a2 = 107 (t) — OZu(t')lls—2

< Jlu(t) — u(t')||s — O cuando t — t'.

Luego 0;u(-) es continua en ¢’

Andlogo, usando la inmersion H. ;;2 CH ;;2 para r < s, obtenemos

|18eu(t) — Oeut) yr-2 = |05u(t) — Dgu(t’)]|r—2
< |0Zu(t) — BZu(t')]s—2
< JJu(t) — u(t')||s — 0 cuando t — t'.
8. Seat > 0, parar > s tenemos

+oo
lu@®li? =2m 37 (14+R)I6(R) Pl

k=—o00

+oo
=21 > (1+k2)°|o(k)|?e 2" (14 k)7

k=—o00

G(k,t):=
+oo R
<Crom ) (1+ k) (k) < o0
k=—o0

=C*|l¢ll3
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donde |G(k,t)| < C*,Vk € Z, t > 0. Asi,

(3.9) u(t) € HT

per >’

Vr € (s,+00).

El caso r = s ya lo hemos probado en el item 2.
9. Ahora, consideramos el caso » < s. Como r < s entonces H?

per C Hpe, y desde que el dato inicial
¢ € Hp,,,entonces ¢ € H, y satisface

(3.10) ol < llolls -
De (3.2) y usando (3.10) tenemos que

lu@)l? < llgll? < llgll2 < oo.
Es decir,

G.11) u(t) € H'

per?

Vr e (—o0,s).
Finalmente, de (3.9), (3.2) y (3.11) concluimos que parat > 0

u(t)e H,,., Vr e R,

per
y existe C':= max{l,vVC*} tal que ||u(t)|, < C|l¢|ls Vr e Ry V&> 0.
|
En consecuencia tenemos los siguientes resultados

Corolario 1. La tinica solucion de (P; ) es

+oo
u(z,t) = Z e_kzté(k)eik"c.

k=—o00

Corolario 2. La solucion u de la ecuacion homogénea ( Py ) satisface

(3.12) [u(®)lls < llolls, vE>0,
(3.13) [0vu(t)]|s—2 < [|0]]s, VE>0.

Demostracion:De (3.2) obtenemos (3.12). Por otro lado, sabemos que en H;5;,? se tiene d;u(t) = d2u(t), entonces
|10ru(t)]|s—2 = [10Fu(®)|s—2 < u(®)lls <[]l
[ |
Ahora, introduciremos una familia de operadores que verificaran las condiciones de ser un semigrupo de contrac-
cion de clase Cy.
Teorema 2. Sea s € R y la aplicacion
S :]0,400) = L(H,,)

per

t— S(t)

tal que S(t) = % i.e. aplica S(t)¢ = {e ™" 1d(k)}V, Vo € H;,,.
Entonces {S(t)}+>0 es un semigrupo de clase C, de contraccion en H,,.
Ademds, se verifican los siguientes enunciados:

1 S()¢ € O([Ov OO), H;er)'

2. La aplicacion ¢ — S(-)¢ es continua y Vo1, pos € HS

per S€ satisface:

1S(t)pr — S(t)pal s

per

sup [|S(t)er — S(t) @2 u;,,
t>0

< ller —2llmg,,, ¥t >0,
< ||<,01 —<P2||Hs

per’

3. S(t) € L(H},,, H},,) Yt > 0,Yr € R y satisface:

1S@)ollr < clldlls, Vo € Hy,, ¥r €R, >0,

4. En particular vale ||S(t)¢||s < ||¢||s y ademds

[0:S(t)P|ls—2 < [|@]ls-
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Demostracion:Primero observamos que S(0)¢ = ¢, V¢ € H,,,., asi S(0) = I. De la linealidad de la transfor-
mada de Fourier y de su inversa tenemos que S(t) es lineal.
Si ¢ € H,,, probaremos que S(t)p € Hy.,. vy [|S(t)¢lls < [[¢lls, ie. [|S(t)|| < 1. En efecto, andlogo a (3.3)
tenemos

IS@)¢ll3,, =27 Z (14 k)5 (k) 2

k=—o0

+oo
(3.14) =21 > (1+Kk2)%|g(k)|2e 2"

k=—o0

+oo
<2r Y (L+ RIS = 1gllF,, <o

per
k=—o0

Luego, S(t)¢ € H per Y 1S(t)d|ls < ||&]ls, es decir S(t) € L(HS,,.) con ||S(t)|| < 1.

— per

Ahora probaremos que S(t + ) = S(t) o S(r), Vi, r > 0.

S(t+r)fl)y= Y e F) fk)eiks
k=—o0
_ Z e Kt e—kQTf(k) ik
e oo ——
g(k):=
= S(t)g(x)
donde g es tal que §(k) = e~ %" f(k), Vk € Z. Asi,
g(@)= Y e M f(k)e™ = S(r)f(x).
k=—oc0
Por lo tanto, S(t + r)f = S(t) o S(r)f, Vt,r > 0.
Ahora probaremos la continuidad de ¢t — S(t)¢, esto es
(3.15) 1St +h)p — S(t)¢llms,, — 0cuandoh — 0.

En efecto, usando el item 3 de la prueba del teorema anterior, tenemos

ISt +h)p = SH)el ;.

= 2m Y (L+ RO — e g (k)P

k=—o00

+OO ~ 2 2
(3.16) =21 Y (L+ K |o(k) | (e7F (Hm) — =k ) 2

k=—o00

H(t,h):=

Observamos que limy,_,o H (¢, h) = 0.
Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el intercambio de limites. Para eso, tomamos el
k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie convergente, i.e.

I s = 20(1+ k2)° (k) 2] (e7F 0+ — R0 2 < 8(1 4+ k%)% | (k) 2,

donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la desigualdad e ¢ < 1 siempre que > 0.
Asi,

(3.17) D DLeen <40l < oo,

k=—o0

y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie en (3.17) converge uniformemente. Luego
estd permitido el intercambio de limite, esto es,

lim [|S(t + h)e — S(t (Ol Z I Iy =0

kffoo
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y de ahi concluimos

lin [S(t +h)é — S(0)gllm;,, =0

per

Observacion 1. También se verifica

T [1S()6 — 6l = 0.

per

Por lo tanto, {S(t) }+>0 es un semigrupo de clase C,, de Contraccién en H

per:*
Ahora, sean 1 y 2 datos proximos en H,,,., entonces probaremos que sus correspondientes S(-)p1 y S(-)p2,

respectivamente, también estdn préximos. Como {S(¢)};>o es de contraccion, para ¢ > 0 tenemos

1S@)e1 = SO p2llag,, = 15B)ler = wolllmg., <lle1 = pallmg

per *

Tomando supremo sobre (0, +00) tenemos

(3.18) sup  [|S(t)er — S(t)p2llas,, < o1 — wa2llms

t€(0,400) per per

De aqui tenemos que si @1 — @2 entonces S(-)p1 — S(-)pa.
Usando la inmersion HS_.. C H'_ ., Vr < sy (3.14), obtenemos

per per>
[1S@)ollr < [SE)lls < llolls, Vr <s.

Sabemos que en H;e_,? vale

(3.19) 8S(t)p = 975(t)¢, Vo € Hy,, ,

cuya prueba es andloga al item 4 de la prueba del Teorema 1.
Usando la igualdad (3.19) obtenemos:

10:S ()b ]ls—2 = 025 (B)¢lls—2 < ISESlls < ll¢lls -

|
A seguir enunciamos el Teorema 1 en funcién del semigrupo {S(t)}>o.
Teorema 3. Sea s € R y {S(t)}1>0 el semigrupo de clase Cy del Teorema 2, S(-)¢ es la vinica solucion de

u € C([0,00), HE,,.)

per
uy = Auen H3_?
u(0) = ¢ € Hy,,
en el sentido que
(3.20) I || SEERS =SS AS(t)q“)‘ —o0,
h—0 h H;;rz

donde A := 02,y si p1 ~ g entonces S(-)p1 ~ S(-)pa.

Ademds, S(-)¢ € C([0,00), H,,) N C([0,00), H5?) y se satisface la siguiente regularidad: Si ¢ € H},,

entonces S(t)¢ € H> Vt > 0 y existe una constante C' > 0 tal que ||S(t)¢||ur,, < C|¢||lmz,, Yt >0y Vr € R.
Demostracion:La prueba de (3.20) es andloga al del item 4 de la prueba del Teorema 1. Y la prueba del resto

del enunciado también se sigue como la prueba del Teorema 1 y como consecuencia del Teorema 2.

4. Analisis de la diferenciabilidad versus datos iniciales. Con la finalidad de incrementar y enriquecer
nuestro estudio nuevamente buscaremos el espacio infinito dimensional donde ocurre la diferenciabilidad y su
conexion con los datos iniciales.

Teorema 4. Sea s € R . Sit > 0y u es solucion de (Py) entonces Vr € R vale:

=0.

T

lim

u(t+ h) — u(t)
h—0 T

— J2u(t)

Vr € R, ie du(t) = 0%u(t) en HY,

Esto quiere decir que la diferenciabilidad se dd en H,, pers VT E R, VE> 0.

er’
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Demostracion:Seat > 0, ¢ € H

pBT‘

u(t + h) — u(t) 2

0

+oo
7271_ Z 1+k2)7‘ 72kt

k=—o0

e Fh_1

4.1 S Z (1+k2)r—se—2k2t :+k2 |$(k)|2(1+k2)s.

k=—o00 —_—————
M(h):=

Usando L’ Hospital tenemos que M (h) — 0 cuando h — 0.
Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para habilitar el intercambio de limites. Para ello proce-
demos mayorando el k-ésimo término de la serie (4.1). Previamente usando el Teorema del valor medio, aplicado

ala funcién f(t) = e~**" en el intervalo [0, ], obtenemos para h > 0:
—k*h
e -1 1
4.2 _ —|k|? E|?.
@2) S < Ik b = ]

Usando la desigualdad (4.2) procedemos a mayorar [M (h)]? como sigue
(43) MW < {20k} < 4{1+ K2}
Pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde usamos la estimativa (4.3)

s o= (L K2 o) ()P (L + k2

(1+k2)7 34k4 —2kt’¢ ‘ 1+|k5|)
G(t,r):=

y como |G(t,7)| < CV(t,r) € [e,400) x R,y Vk € Z donde € es suficientemente pequefio, y por otro lado
sabemos por hipdtesis que la serie:

o Z (14 k?)®

k=—o0

S| =110l

desde que ¢ € H,,,,.. Asi, usando el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (4.1) converge uniforme-
mente y por lo tanto es posible intercambiar limites y obtener lo que se queria mostrar, i.e.

t+h) —ult 2
ult+h) —uft) 2ul(t) — 0 cuando h — 0.
h Hr
per
[ |
Teorema 5. Sea s € R . Si u es solucion de (P, ), entonces
h) —
i Y= 20| =0, ve<s—2.
h—0t h r
Esto es, 8y+u(0) = 92u(0) en Hy,,, Vr < s —2.
Demostracion:
2
u(h) —ul0) _ o,
h T
2
= 2 e Fh 1 2| /12
4.4 =2 1+k) | —— + k& k
@ M L
=—00 | S —
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Usando L'Hospital tenemos que M (h) — 0 cuando h — 0.
Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para habilitar el intercambio de limites. Para ello proce-
demos mayorando el k-ésimo término de la serie (4.4). Asi, usando la estimativa (4.3) obtenemos

Iy = (1+ k2)r

o(k)| [M(n)]*

< (14 k224 ‘qﬁ(k)

~ ‘ 2

‘ 2

Por otro lado, como ¢ € H,,, tenemos que converge la serie:

er?

+oo
o Y (1+Kk%)°

k=—o00

N 2
b(k)| = ol < oo

Luego, usando la inmersion continua en los espacios de Sobolev periddico, i.e. H;er C H;;Q, parar < s — 2,
obtenemos

+oo R 2
g Y (1+ k) ‘¢(k)‘ = 4)})2 2 < 4ll3;, <00, Vr<s5—2.

k=—o00

Asi, usando el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (4.4) converge uniformemente y por lo tanto
es posible intercambiar limites y obtener lo que se queria mostrar, i.e.

2
u(h) — u(0)

W —»0 cuando h — 0T .

Hr

per

— 7u(0)

[ |
Teorema 6. Sea s €cR y¢ € Hy,,
1. Existe limy,_,o+ (%) ¢ en (H;er, - 1ls)-
2. ¢ e Hs2.

per
Demostracion:Supongamos que se tenga el item 1, entonces A = 92 es el generador infinitesimal del semi-

grupo de contraccién {S(t)}i>o. Asi, Ap = 92¢ € H3,,, de ahi tenemos

son equivalentes los siguientes enunciados:

per?
2 2 s
4.5 (1 - 8z>¢ = ¢ - 8a:(z5 € Hpe’r‘ :
Usando la transformada de Fourier a (4.5) obtenemos
(4.6) (14 E)é(k))rez € 1,

de donde conseguimos

+oo
lol3s =27 D (1+ k%) 2|o(k))"

k=—o0

+oo
=2 Y (L+E)* |1+ E)e(k)? < oo

k=—oc0
Entonces, ¢ € H;;g?
Reciprocamente, sea ¢ € H;;;z,
2
S(h)¢p — ¢ 2 = e -1 -
(4.7) H()h — 03| =2m > (1+k) (——)+ k2| |o(k)[%.
s k=—00 | —
M(h):=

Usando L'Hospital tenemos que M (h) — 0 cuando h — 0.

Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para habilitar el intercambio de limites. Para ello proce-
demos mayorando el k-ésimo término de la serie.

Previamente observamos para i > 0:

e Hh_1 1 e, L
T—/O E%{e }dS—A E[_k]e ds
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y tomando norma tenemos

—k?h h
e -1 2 1
48 Ly e ds < IR h = k2.
@8) |l | as < e = u
O también se puede proceder usando el Teorema del valor medio, aplicado a la funcién f(t) = e~t** enel intervalo
[0, A)].

Usando la desigualdad (4.8) procedemos a mayorar [M (h)]? como sigue

4.9) M) < {2062} < 4{1+ |k}

Pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde se usa la estimativa (4.9)
(k)

. 2
= 4(1 + k2)*+2 ‘qb(k:)‘

2
|41+ P2y

@+ R 3| e < (k2

y sabemos que la serie 27 Zk__oo( per

.2
14k2)s T2 ’qﬁ(k)‘ = [[4l1%,. 1> < oo desde que € Hy 2. Usando el Teorema
per
M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (4.7) converge uniformemente y por lo tanto es posible intercambiar

limites y obtener lo que se queria mostrar, i.e.

u(h) — u(0) ’

W —»0 cuando h — 0T .

Hs

per

— 92u(0)

5. Ecuacion del Calor no Homogénea. Estudiaremos la existencia de solucién de la ecuacién del calor no
homogénea en espacios de Sobolev periddico.
Teorema 7. Sea s € R ﬁ]ado FecC ([O T]

definido en Teorema 2y u,(t fo (t — 7)F(7)dr. Entonces

Hy..), {S(t)}i>o0 el semigrupo de contraccion de clase Cy

Up € C([OvT] H;er) N Cl([o T} H;erz)
0 mejor aun:
u, € C([0,T],H,,,)NC([0,T),H).?), Vr<s.

Consiguiendose obtener en H;ef ;

Opup(t) /@ (t —7)F(r)dr

=02u, (1)

esto es, con respecto a la norma de H, -2
Mejor aiin, dyu,(t) = F(t) 4+ 0auy(t) con respecto a la norma de H;?, Vr < s.
Asi, u,(t) satisface

up € C([0,T), H2,,) N CL([0, T), H3:2)

per per
(Pap) | Orup(t) = O2uy(t) = F(t) € Hy,.?
u,(0) =0

con la primera derivada calculada en la norma de H;eTQ.

Demostracién:Probaremos que u, es continua. En efecto, parat < t' y 7 € (¢,t/),

[l (£) = up ()]s

tl
/St—T )dT—/ S(t' —7)F(r)dr

0
/St—T (r)dr

5.0) < / 1{S(t = 7) — S(t' = 7)}F(7)sdr + / ISt = 7)F(r)|odr

| {S(t—7) =St —7)}F(r
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Por otro lado, conseguimos:

¢ ¢
(5.2) / H{S(t—T)—S(t/—T)}F(T)||SdT<€/ dr =et < €T,
0 0

siempre que |t — t'| < 4.
También, obtenemos:

/t 1S(t' — ) F(r)||adr < / | ()| sdr

< sup |F(r ||5/ dr

7€[0,T]

(5.3) =" —t) sup [|F(7)|s.
T€[0,T]

Usando (5.2) y (5.3) en (5.1) obtenemos

lim [l (£) — up ()]} = 0.

t—t’

Andlogamente probamos que
i,y (£) = up(#)]], = 0, ¥r < s.

En segundo lugar, usando la versién generalizada al cdlculo diferencial en espacios de Banach, obtenemos en
Hs2:

per
¢
Doy (1) = S(t — YF(t) —S(t — 0)F(0) - 0 + / 0,5(t — 7)F(7)dr
—_— 0
=F(t)
/ OS(t —T)F(1)dr = F(t)+ 02up(t).
Similarmente, vale d;u,(t) = F(t) + fo 9, S(t —)F(r)dT = F(t) + 82u,(t) en Hy 2, Vr < s.

Ahora, probaremos que 8tup es contmua Parat <t'yrte(t),

10 (t) = Opup(t)ls—2 = |IF (1) + Ozup(t) = {F(t') + 07up(t')}]s—2
<IF(t) = F()ls—2 + 107y (t) — 07up(t')[|s—2
(5.4) <NEE) = FE) s + lup(t) = up(t)]]s -

Usando la continuidad de F'y u,, en (5.4) obtenemos que

i Dty () — Dyaay () 4> = 0.

Andlogamente, probamos que lim;_,s ||Oyu, () — Opup(t')]|r—2 =0, Vr <s.
Finalmente, hemos obtenido en H;_?: dyu,(t) = F(t) + 92u,(t) y evidentemente u,(0) = 0.
|

Teorema 8 (Existencia de solucion local). Sea T' > 0, s € R fijadoy F € C([0,T], HS,,)

per

Ou — u = ( )€ Hs?
PO w0 = 6 <
entonces 3lu € C([0,T], Hs,,.)NC' ([0, T, H3.?) solucion de (Pf). Mejor aiin, u € C([0, T}, H},,.)nC* ([0, T], H;?),
vr <s.
Demostracion:La prueba lo haremos del siguiente modo.
1. Primero, obtenemos el candidato a solucién. Para conseguir esto, aplicamos la transformada de Fourier a la
ecuacién no homogénea (P{")

Opu(t) — O2u(t) = F(t)
y tenemos

Ok, t) = —k*T(k,t) + F(k,t)
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que para cada k es una EDO no homogénea con dato inicial z(k,0) = gg(k) .
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones de primer orden no homogéneo
u € C([0,7],13(2))
() | Ok, t) = —k*U(k,t) + F(k,t)
u(k,0) = ¢(k) con ¢ € I3(2) ,

Vk € Z, que resolveremos a continuacion.

Sea k # 0, multiplicando por el factor integrante e*’t, ala ecuacidn diferencial de (Q2%), obtenemos

O {e" t(k, 1)} = ¥t F(k, 1),
integrando de O a ¢, obtenemos
/t O {e” "k, 7)} dr = /t ' TE(k,T)dr,
luego, ’ 0
1k, t) — a(k, 0) = / t T F(k, ) dr,

0
esto es,

t
k,t) = e Ftg(k) + e F°t / HTE(k, 7) dr
0

t
= e_k2t¢(k) + / e MO Bk, r)dr .

o

Si k = 0, la EDO no homogénea es:
8,1(0,t) = F(0,t)

o~

u(0,0) = ¢(0).

Integrando de 0 a ¢, obtenemos

t t
/ 0u(0,7) dr = / F(0,7)dr
0 0
luego
t ~
(0,4) — (0, 0) = / 70, 7)dr,
0
esto es,
o~ t ~
u(0,t) = ¢(0) + / F(0,7)dr.
0
Finalmente,

t p ~
a(k,t) = e *1o(k) +/ e D E(k,r)dr, Vk € Z.
0

El candidato a solucién de (PlF )es
“+oo

u(t)= 3" alk.t)on

k=—o0

t
= Y (k) + / D Bk, 1) dr J o
0

o0 t
> G o+ 3 (| eI dr Yo

k=—oc0 k=—o0

+oo t +oo

Z e Mg (k) ¢k+/ Z e Bk, 1) ¢y dr
0

k=—o0 k=—o0

S(t)o +/ St —r7)F(r)dr,
e &

up(t):=

61
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donde wuy, es la solucién de la ecuacién homogénea de (P{") que ya fue probada y u,, es la solucién particular de
(Pf") con condicién nula, que también fue probada en el teorema previo.

2. Observamos que u(t) € H,,,.. Ademds, como up, u, € C([0,T1], H,,,.), entonces u = up+u, € C([0,7], H,,.).
Similarmente, como uy,, u, € C*([0,T], H52,?), entonces u = up, + u, € C*([0,T], H3?).

Similarmete se prueba que u = uy, + u, € C([0,T], Hy,,.) N C'([0,T], H};,?),Vr < s.

También, verificamos que u(0) = uh(O) +up,(0)=9+0=20.

Como existen dyuy, (t), Oyuy(t) en HSZ 2, entonces u(t) = up(t) + up(t) satisface en H3_ 2 :

8tu(t) = atUh( ) + atup(t)
= 9qun(t) + (F2up(t) + F(t))
= (Oun(t) + OZuy(t)) + F(t)
= 07 (un(t) +up(t)) + F(t)
= du(t) + F(t) .
[ |
Corolario 3. La iinica solucién de (PE) es
+oo t+ +oo ) )
(1’ t) Z —K? t¢ zkm / Z €7k (t—7) k 7_) zk:zd,r'
k=—o0 0 k=—o0
Teorema 9. Sea T' > 0, la solucién de (P{") satisface
[u@®)lr < [I@lls + T Fls,00, Yr <s,
sup [u@)]lr < [[lls + T F 5,00, Vr < s.
te[0,T]
Ademds,

10u(@)llr—2 < ll¢lls + (1 + T Flls,00

sup [ Opu(t)[lr—2 < [[9lls + (1 + T) || F[s,00
te[0,T)

Vr < s, donde || F||s,00 := supyejo,ry | £(8)ls-
Demostracién:Sea u solucién de (P{") entonces

(t)(b—i—/o S(t—71)F(r)dr

Usando la desigualdad triangular de la norma |-||,., inmersi6n continua de H,,. en Hy,,. Vr < s, [[S(t)9[ls < [[¢]|s
parat € Hp,,, obtenemos

Jut) | < Hs<t>¢+ / St —)F(r |

< |IS(t)él- + H/ (t—71)F dT

< IS, + H / S(t - r)F(r) dr

S

t

< 6l + / 1S(t — ) F(7)]« dr
t

<[l9lls + / |F(7) | dr

t
<ol + swp |F)l. [ dr
r€[0,T] 0
(5.5) <olls + TN Flls,00, Vr <'s.
Tomando supremo en la desigualdad (5.5) tenemos

sup [[u(t)]lr < |¢lls + T Flls,00, Vr <'s.
t€[0,7)
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Por otro lado, vale en H3_,? la igualdad 9,u(t) = 92u(t) + F(t).

per

Usando la desigualdad triangular de la norma || - ||,—2, la inmersién continua de H;e_f - H;;TQ Vr < syqueel
operador diferencial &2 va de H},, en H3_?, obtenemos

10cu(t)]lr—2 = 07u(t) + F(t)|lr—2
< O2u(t)|lr—2 + |1Ft)[lr—2
<N OZu(t)|ls—2 + IIF (1) s—2
(5.6) < Ju@®)|ls + |F@®)|ls, Vr<s.

Usando (5.5) en (5.6) obtenemos

10cu®)]lr < lI¢lls + Tl Flls,00 + [F@)ls
&7 <|llls + (T + DI Fl[s,00, V7 <'s.

Tomando supremo en la desigualdad (5.7) ontenemos

sup [[Opu(t)|[r—2 < [[¢lls + (T + D[|F||s,00, Vr <.
te[0,T)

A continuacién enunciaremos y probaremos la dependencia continua de la solucién de (P{") respecto al dato inicial
y a la no homogeneidad F'.

Teorema 10. (Dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial y a la no homogeneidad) Sea
T > 0, s un mimero real fijado, ¢; € Hy,., F; € C([0,T], Hy,,.) y denotemos por u; a la correspondiente

solucion de (Ple)pam j = 1,2. Entonces

[ur(t) = w2(®)lls < ller = @2lls + TIFL = Falls,00

sup [lui(t) —u2(t)|ls < [lp1 — p2lls + T F1 — Falls,00
t€[0,T]

[0pur (t) — Opua(t)||s—2 < [lp1 — @alls + (1 +T)|F1 — F2fls,00
S[up ] 0pur (t) — Opua(t)||s—2 < [lo1r — @alls + (1 +T)|1F1 — Fafls00
te[0,T

donde || F||s,00 := SUPrelo,T] ()5
O mejor aiin, Vr < s

[ur (8) = ua(B)llr < ller = alls + TIFL = Falls 00

sup [Jua(t) —u2®)[lr < llor — palls + T[[F1 — Falls,00
te[0,T]

10pus (t) — Opua(t)|lr—2 < [lo1 — w2lls + (1 + D) F1 — Fals 00 5
S[up ] [0cur (t) — Opua(t)lr—2 < [l — walls + (L +T)[F1 — Fals,00 -
telo,T

Demostracion:Sea u; solucion de (PlF ) entonces

ui(t) = S(t)p; +/ St —T1)F;(7)dr
—— 0

i p(t):=

wg,p(t):=

parai =1,2.

Tomando la diferencia de u; (¢) con ua(t), tenemos en Hp.,.:

wn(t) — ua(t) = S() {1 — @2} + / S(t — 7){Fi(r) — Fa(r)}dr .
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-, inmersion continua de H?, . en H;e

Ahora, usando la desigualdad triangular de la norma || - per

[S(t)]ls < [|¥||s conp € Hp,,, obtenemos

rparar < sy

s (8) — wa (@) < 1) {1 — 22}l + H [ stt- R - Ry

T

< 15() (o1 — wa}lls + / 15(t — T){Es(r) — Fo(r)} |dr
< Jlor — alls + / 1S(t — T){Fi(7) - Fo(r)} ludr
< o — galls + / |Fu(r) = Fo(r)|ludr

t
< o1 — palle + sup HFl(T)—Fz(T)Ils/ dr
T€[0,T] 0

(5.8 <1 —2lls + T 81[1p ] |Fi(T) = Fa(7)||s, Vr<s.
T7€[0,T

Tomando supremo en la desigualdad (5.8) obtenemos

sup |lui(t) —u2(t)|lr < llor — p2lls + T[|F1 — Folls,00, Y7 <s.
t€[0,T]

Por otro lado, en H;;rz parai = 1,2, tenemos

Tomando la diferencia de dyuy (t) con Oyus(t) tenemos en Hj: %

Oyuq (t) — 6tu2(t) =F (t) - Fg(t) + a,iul(t) — aiug(t)

y usando la desigualdad triangular de la norma || - ||_2, la inmersién continua de H5.,2 C H"_2

per per
operador diferencial 92 va de H per €0 H. ;;2

Vr <s yqueel

101 (t) = Bpuz () [lr—2 < [ F1(8) = Fa(t) -2 + 107 {ua (t) — ua(t)}[lr—2
< NF(8) = Fa(t)]ls—2 + 107 {ua () — uz(t)}ls—2
(5.9 S () = Fa()lls + [Jua () — ua(t)]s -

Usando (5.8) en (5.9), obtenemos parar < s:

10ur(t) = Bpuz(B)[lr—2 < [[F1(t) = F2(B)lls + [lp1 = @2lls + TI1F1 = Fals,00
(5.10) <llpr = @2lls + L+ D F1L = Falls,00 -

Tomando supremo en la desigualdad (5.10) obtenemos

S[llp ] [0ur (t) — Opua(t)|lr—2 < llo1r — w2lls + (1 + D) F1 — Falls,00
te[o0,T

Vr < s.
[ |

6. Conclusiones. En nuestro estudio de la ecuacién del calor en espacios de Sobolev periddico tanto en el
caso homogéneo (P;) como en el correspondiente problema no homogéneo (Pf") hemos obtenido importantes
resultados, entre los cuales destacamos:

1. Usando la teoria de Fourier, demostramos la existencia y unicidad de solucién del modelo (P ), asi como
la dependencia continua de la solucién respecto al dato inicial.

2. Probamos la regularidad de la solucién de ().

3. Introduciendo una familia de operadores, la cual forma un Cy-Semigrupo, reescribimos la solucion del
problema (P;), obteniendo resultados més elegantes.

4. Enel andlisis de diferenciabilidad de la solucidn versus el dato inicial obtenemos resultados como el saber
en qué espacio H',. existe la derivada d;u(t) = 0%(t) y que esto depende mucho del espacio donde se

per
tome el dato inicial.
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5. Usando la teoria de Fourier y la teorfa de Semigrupo probamos la existencia de solucién local y unicidad
de solucién del modelo no homogéneo (P{").

6. También, obtenemos la dependencia continua de la solucién de (P{") respecto al dato inicial y a la parte
no homogenea del problema.
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