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Resumo

Em [2], foi obtida uma caracterizacdo das superficies em R? que sdo envelopes de uma congruéncia de esferas
em R3, na qual o outro envelope estd em R2. Neste artigo, caracterizamos as superficies de H> e S? que sdo
envelopes de uma congruéncia de esferas geodésicas em H? e S3, respectivamente, na qual o outro envelope estd
contido em H? C H? e S? C S3. Mostramos que esta caracterizagdo permite obter localmente uma parametriza-
cdo das superficies contidas em H3 e S, esta caracterizagdo estende o resultado obtido em [2]. Além disso,
damos condigées suficientes para que estas superficies estejam associadas localmente por uma transformagdo de
Ribaucour. Também, apresentamos familias de superficies parametrizadas por linhas de curvatura H> e S3, que
dependem unicamente de uma funcdo de duas variavéis, a qual é solucdo de uma equacdo diferencial. Finalmente,
caracterizamos as superficies ¥ de tipo esférico em H3 e S3, como as superficies onde sua fungdo raio é solugdo
da equagdo de Helmholtz.

Palabras chave. Superficies de tipo esférico, linhas de curvatura, espago Hiperbdlico, congruéncia de esferas geodésicas.

Abstract
In [2], was obtained a characterization of the surfaces in R® which are envelopes of a sphere congruence in R3, in
which the other envelope is in R2. In this paper, we characterize the surfaces of H> and S? which are envelopes of
a congruence of geodesic spheres in H?> and S?, respectively, in which the other envelope is contained in H> C H?
and S? C S3. We show that this characterization allows locally to obtain a parameterization of the surfaces
contained in H? and S3, this characterization extends the result obtained in [2]. Moreover, we provide sufficient
conditions for these surfaces to be locally associated by a transformation of Ribaucour. Also, we present families
of surfaces parameterized by lines of curvature in H> and S3, which depend on a function of two variables which
is solution of a differential equation. Finally, we characterize the surfaces of the spherical type ¥ in H? and S, as
the surfaces where its radius function is the solution of the Helmholtz equation.
Keywords Surfaces of the spherical type, lines of curvature, Hyperbolic space, congruence of geodesic spheres.

1. Introduc¢do. Em [2], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superficies de R? como envelopes de
uma congruéncia de esferas na qual um envelope estd contido em um plano e com fungdo raio i associada a um
sistema de tipo hidrodindmico. Como aplicacdo, ele estuda as superficies no espago hiperbdlico que satisfazem a
igualdade

2(c—1) 2(c—1)

2ach™ < (H—1)4+(a+b—ach™ = )K; =0,
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onde a,b,c € R, a+b # 0, c # 0, H é a curvatura média e K € a curvatura Gaussiana. Esta classe de super-
ficies incluem as superficies de Bryant e as superficies flat do espaco hiperbélico, e sdo chamadas de superficie
Weingarten generalizada do tipo Bryant.

Uma superficie orientada ¥ : M — R? com curvatura Gaussiana nio nula K e curvatura média H é chamada

uma superficie minima de Laguerre se
H
A — | =0,
III ( K)

onde Ay é o laplaciano com respeito a terceira forma fundamental 777 de W. O estudo dessas superficies foi
feita por vdarios autores, entre eles W. Blaschke [1], [3], onde tais superficies aparecem como pontos criticos do
funcional

H? - K

onde dM € o elemento de area da superficie.

Em [5], os autores estudam superficies minimas de Laguerre como graficos de funcdes biharmdnicas no
modelo isotrépico da geometria de Laguerre. Em particular estudam as superficies minimas de Laguerre de tipo
esférico, a saber as superficies M de R? tal que o conjunto de esferas de centro p+ %N (p), p € M, tangenciam
a um plano fixo orientado.

Em [4], as superficies de tipo esférico em R? sdo caracterizadas como as superficies cuja fungdo raio das
esferas médias é harmonica, isto é, a funcéo raio h satisfaz Ah = 0.

Neste artigo, motivados pelos resultados de [2] e [4], caracterizamos as superficies de H? e S? que sdo en-
velopes de uma congruéncia de esferas geodésicas em H?> e S?, respectivamente, na qual o outro envelope est4 con-
tido em H? C H? e S? C S3. Mostramos ainda que esta caracterizacio permite obter localmente uma parametriza-
¢do das superficies contidas em H?3 e S3, esta caracterizagio estende o resultado obtido em [2]. Além disso,
daremos condi¢des suficientes para que estas superficies estejam associadas por uma transformagao de Ribaucour.
Também, fornecemos familias de superficies parametrizadas por linhas de curvatura em H? e S* que dependem de
uma funcdo de duas variaveis, a qual € solucdo de uma equacgdo diferencial. Finalmente, caracterizamos as super-
ficies ¥ de tipo esférico em H? e S3, como as superficies onde sua funcio raio é solucio da equacio de Helmholtz
(ver [6]).

2. Preliminares. Denotaremos por U C R™ um aberto de R", tal que v = (u1, ug,...,u,). Além disso,
dada uma fung¢do diferenciavel f : U C R™ — R™, a derivada parcial de f relativa a u;, 1 < i < n, serd denotada
of

por fi, isto &, f; = 7.

——3 . . . . . -
Denotaremos por M (c) a uma variedade Riemanniana simplesmente conexa de dimenséo 3 com curvatura

seccional constante ¢ = —1,0, 1, isto é, M (c) denota ao espago Hiperbdlico H3 sec= —1, a0 espaco Euclidiano
R3 quando ¢ = 0 ou a esfera S? se ¢ = 1.

Seja "2 o conjunto u = (u1, Uz, - . ., Upnt2) € R 2 munido com a pseudo-métrica
n+1
2.1 (u,v) = E UiVi — Upt2Uni2-
i—1

Um modelo para o espago hiperbdlico (n + 1)-dimensional é a subvariedade

(2.2) H" ' = {u e L™ (u,u) = =1, upq2 > 0} .

Um modelo para a esfera (n + 1)-dimensional é o conjunto

(2.3) "t = {u e R"?; ||u| = 1}

munido com a métrica Euclidiana. 5 5
Observaciio 1. De agora em diante, consideraremos M (c) = H3 C L* quando ¢ = —1, M (c) = R? se
=3
c=0eM (c)=S® C R*quando c = 1.
Definicao 1. Dizemos que M € orientdvel se for possivel determinar um campo vetorial diferencidvel unitario
N normal a T, M, para cada p € M. Neste caso, dizemos que N € a aplicagdo normal de Gauss de M e que tal
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campo determina uma orientagdo em M. Em coordenadas locais,
2
Ni=> Wi;X; 1<i<2,
j=1

onde X é uma parametriza¢do de M. A matriz W = (W;;) é chamada de matriz de Weingarten de M.

Definiciio 2. A Primeira Forma Fundamental I de M é a restricdo da métrica (-,-) de M‘j(c) aos planos
tangentes 7T, M. Logo, para cada p € M

Ip(wl,wg) = <w1, ’LU2> , Wi, W € TpM
A Segunda Forma Fundamental 11 e a Terceira Forma Fundamental 111 de M sdo dadas por

IIP(w17w2) = - <de(w1)7w2>7 wy, W2 € TPM7

IIIp(wl,wg) = <de(w1),de(’LU2)> , W1, W € TpM,

onde p € M e dN, é a diferencial da normal de Gauss em p.
As seguintes defini¢des sdo basseadas no artigo [7].

. = A L. =73 < 1 ~
Definiciio 3. Uma Congruéncia de esferas geodésicas em M (c) é uma familia a 2-pardmetros de esferas

£ 73 . o P . . =3 .
geodésicas em M (c) tal que o conjunto dos centros das esferas geodésicas é uma superficie M de M (c) e o raio
das esferas geodésicas é dado por uma funcio diferencidvel sobre M.

Um envelope de uma congruéncia de esferas geodésicas em Ms(c) ¢ uma superficie M; de M?’(c) tal que cada
ponto de M, é tangente a uma esfera geodésica da congruéncia de esferas geodésicas.

Definicdo 4. Sejam M; e M, superficies de M?’(c). Dizemos que M, e My estdo Associadas por uma
congruéncia de esferas geodésicas em Mg(c), se existe um difeomorfismo ¥ : M; — M, tal que os pontos corre-
spondentes p e U(p) de M; e Mo, respectivamente, séo tangentes 2 mesma esfera geodésica de uma congruéncia
de esferas geodésicas.

Um caso especial da defini¢do anterior acontece quando W leva linhas de curvatura de M; em linhas de
curvatura em Mo.

Definicdo 5. Seja M, uma superficie orientdvel de Mg(c). Uma superficie M» de MB(C) é associada a M,
por uma Transformacdo de Ribaucour se existem uma func@o diferencidvel h : M; — R e um difeomorfismo
W : My — Mo, tais que

L. exp,(h(p)N1(p)) = expw(p) (h(p)N2(¥(p)), para todo p € M, onde exp € a aplicagio exponencial de
MS(C) e N1, N5 sdo os campos de vetores normais unitarios de M; e Mo, respectivamente.
2. O subconjunto S = {exp,(h(p)N1(p)); p € M;} é uma superficie de Hg(c).
3. W leva linhas de curvatura de M em linhas de curvatura de M.
Dizemos ainda que My e Ms estdo localmente associados por uma transformagdo de Ribaucour se ¥p € My,
existe uma vizinhanga de p em M associada por uma transformacdo de Ribaucour a um aberto de Ms.

Observagio 2. Seja M uma superficie de Ms(c) e N seu campo normal unitdrio ao longo de Mg(c). Se
¢ = %1, entdo (N(p),p) = 0, Vp € M. De fato, seja X : U C R? — m (¢) uma parametrizagdo local ortogonal
dep e (c).

Logo,

(X(u), X(u)) =+1, Vu e T,
portanto, derivando parcialmente a equacdo anterior, obtemos
(Xi(u),X(u)=0,Vuel, 1<i<2

Sep € M, entdo N(p) = X ;(u) paraalgumi = 1,2 e X (u) = p.
Considerando Mg(c) como R3, §3 ¢ R* ou H? C LL*, a condicdo (1) da definicio anterior pode ser escrita
como

2.4 p+h(p)Ni(p) = ¥(p) + h(p)N2(¥(p)), Vp € My,
tal que se ¢ € a fung@o raio sobre M7, entdo

_ [ tan(o(p)), ¢: M1 — (0,%), sec=1.
= ") = { tanh(¢(p)), ¢ : J\141 SR, sec= 1.
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De fato, um ponto de S? o qual pertence & geodésica que passa pelo p € S? na diregdo N1 (p), pode ser parametrizado
como

cos(¢(p))p + sen(¢(p))N1(p), ¢:S* = (0,7).

Dado que p € M; e ¥(p) € M, sdo tangentes & mesma esfera geodésica, entdo ¢(p) € (0, F).

Analogamente, um ponto de H? o qual pertence a geodésica que passa pelo ponto p € H? na diregio N (p),
pode ser parametrizado como

cosh(¢(p))p + senh(¢(p)) N1 (p), ¢ :H® = R.

Portanto,

[ tan='(h(p)), h:M; — (0,00), sec=1.
(2:6) o(p) = { tanh=(h(p)), h: ]\141 = (-1,1), sec=—1.

Definimos agora (localmente) o sistema de coordenadas 3-dimensional de S C R* e H? C L* de forma
andloga ao sistema de coordenadas esférico no espago Euclidiano e ao espago hiperbdlico no espaco de Minkowski,
respectivamente.

No caso de S?, as coordenadas consistem de 3 angulos coordenados ¢1, @2, ¢3, onde ¢1, o € (0,7) € ¢h3 €
(—m, 7). Seu;, 1 <i <4, sdo as coordenadas cartesianas de S® em R4, entdo

uyp = cos(¢1),
@7 ug = sen(¢y)cos(¢2),
' uz = sen(¢1)sen(¢pz2)cos(¢s3),
uy = sen(¢1)sen(gz)sen(¢s).

Se ¢3 = 0, entdo S? C S? e as coordenadas cartesianas de S? em R* vem dadas por

(2.3) uyp = cos(¢1), us = sen(d1)cos(pa), us = sen(d1)sen(ds), ug = 0.

Para H?, as coordenadas consistem de 3 angulos coordenados ¢1, ¢, ¢3, onde @1, ¢o, o3 € R. Se u;, 1 < i < 4,
sdo as coordenadas cartesianas de H® em L?, entdo

uy = senh(d1),

ug = cosh(¢1)senh(ps),

uz = cosh(¢1)cosh(ps)senh(gps),
ug = cosh(¢)cosh(pa)cosh(ps).

2.9)

Se ¢3 = 0, entdo H? C H? e as coordenadas cartesianas de H? em LL* vem dadas por
(2.10) uy = senh($1), ua = cosh(or)senh(pz), us =0, ug = cosh(pr)cosh(dz).

De agora em diante, consideraremos M (¢) como a superficie de Mg(c) tal que M(c) = H? quando ¢ = —1,
M (c) = R? quando ¢ = 0 ou M (c) = S? quando ¢ = 1, com campo normal unitdrio dado por N(p) = e., V p €
M (c), onde e, é definido por

(0,0,1,0) € L%, se c = —1.
@.11) ee=1 (0,0,1) €R3, sec=0.
(0,0,0,1) € R, sec= 1.

SejaY : U C R? — M(c) uma parametrizagdo local ortogonal de M (c), isto é, L;; = (Y,;,Y,;) = &;5, 1 <
1,j < 2. Entdo os simbolos de Christoffel de L;;, 1 < ¢, < 2, sdo dados por

'™ =0, parai,j, m distintos.

L ..
(2.12) ng = 512, paratodo i,j.
I} = —57:2, parai # j.

Denotaremos por C o corpo dos niimeros complexos. Além disso, identificamos C com R? pelo isomorfismo

(2.13) Gr2(2) = (u1,uz) € R? 2 = u; +iuy € C.
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A identificagdo de C com R? induz de maneira natural a no¢do de produto interno de fun¢des holomorfas. Com
efeito, dadas as fungdes holomorfas f, g : U C C — C o produto interno (f,g) em U é dada por

(f,9) = Re(f)Re(g) + Im(f)Im(g).

Observamos que Re(f) = (f, 1) e Im(f) = (f, ).

Observagiio 3. Consideremos a esfera S"*! = {u € R"™?; ||u|| = 1} munida com a métrica Euclidiana de
R"™*2. As Projecdes estereogrdficas esféricas P— : S"™t — {—e, 12} — R" e Py : S"FL — {e, 10} — RT!
sao difeomorfismos definidos por

q— <q; 6n+2> €n+42 n+1
2.14) P_ = ,q€ES ;
(Q) 1+ <Qa en+2> 1

_4- (@, €ni2) Enio

, g€ St
1 —{(q,ent2)

(2.15) Py(q)

Além disso, as respectivas aplicacdes inversas P~ ! e P;l, sdo dadas por

2.16 P (p) = M7 R,

1o ==y, 0 PS
—1y_ @Cppip) = 1) 1

2.17) Pri(p) = LBl pern.

Um modelo conforme para a esfera S? ¢ dada pelo conjunto C., = C U {co}, munida da estrutura analitica dada
pelas parametrizagdes

) =0,
(2.18) Xi(z)=2,2€C e X3(z) = { EO sseezze C - {o0}.

De fato, a aplicacdo Gg» : Co, — S?, dada por

Pl(z), sez # o,
es, se z = o0.

(2.19) Gg2(2) = {

define um difeomorfismo conforme entre S? e C..,. Com a estrutura dada por (2.18), C, é chamada de esfera de
Riemann.

O modelo que apresentaremos a seguir é conhecido, na geometria hiperbélica, como o modelo de Klein. Consid-
eremos H"**! C L"*2, a aplicacio

(2.20) P:H & RoH
u — P(u),

definida pela interse¢do do hiperplano

Rn+1 = {(ula Uz, - - - ,Un+2) C Rn+2;un+2 = O} ;
com a reta que passa por u e (0,0, ...,0,—1) € R"*2 ¢ dada por
ui Uz Un+1 +1
2.21 Pu) = , ey , U= (U1, Uz, ..., U e H" ™.
( ) ( ) (1 + Upta 1+ Upto 1+ Un+2) ( b n+2)

P ¢ chamada de projecdo estereogrdfica hiperbélica e é um difeomorfismo de H"! sobre B"t1(1) =

{u e R";]ul <1}. Como P é um difeomorfismo, a métrica em H"*! induz uma métrica em B"**(1) de

modo que P : H"™! — B"*1(1) seja uma isometria. Um modelo conhecido acontece quando n = 1, neste caso,

B?(1) com a métrica induzida por P é chamada de Disco de Poincare. Dessa forma, uma parametrizagdo para H?>
¢ a aplicagdo P~1 : B%(1) — H? dada por
1

(2.22) P (uy,up) = (e (2u1,2uz, 1 +uf +u3), (u1,u2) € B3(1).
1 2
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Identificaremos B2(1) com o conjunto {z € C;|z| < 1}, assim, definimos

(2.23) Gu2(2) = P71(2) (22,14 (2,2)), z € B*(1).

- 1—(z,2)

As projecdes estereograficas (esférica e hiperbdlica) sdo usadas para definir no plano complexo C uma métrica ndo
Euclidiana.
Definicao 6. A equagdo de Helmholtz é uma equagdo diferencial eliptica da forma

(2.24) A(x,y) + k(z, y)Y(z,y) =0,

onde A é o Laplaciano Euclidiano e k é uma funcdo real conhecida num aberto U de R2. Se k = 0, entdo (2.24) é
chamada equagdo de Laplace.

; . 73 . A . s . .
3. Superficies de M (c) associadas a M (c) por uma congruéncia de esferas geodésicas. O seguinte
- . . =3 . .
resultado estabelece condigdes suficientes para que uma superficie ¥ de M (c) esteja localmente associada a
=3 . A o -3
M (c) C M (c) por meio de uma congruéncia de esferas geodésicas em M~ (c).

Proposicio 1. Sejam X uma superficie orientdvel de e (¢) e N o campo normal unitdrio de ¥ em MS(C)
tal que N (p) # e, ¥ p € 3. Entdo,

3.1) v+ h(p)dNy(v) #0, VpeXeveT,X comv #0,

~ . AL L. =3
se, e somente se, & e M (c) estdo localmente associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em M (c),
onde h : ¥ — R é a fungdo diferencidvel definida por

_ (p,ec)
1- <N(p), ec>

Prova: Sejam h a funcio diferencidvel definida por (3.2) e ¥ a aplicag@o diferenciavel definida por
3.3) U(p) =p+h(p) [N(p) —ec], peX.

Entdo, ¥ é um difeomorfismo local, tal que p + h(p)N(p) = ¥(p) + h(p)ec, p € L e U(X) C M(c). De fato,
pela defini¢do de U, temos que

(3.2) h(p) ,pEX.

(3.4) AU, (v) = v + dhy(v) [N(p) — ec] + h(p)dN,(v), p € S, v € TpX.
D,

(d¥y(v), N(p)) = dhp(v) [L = (N(p),ec)], p €, v € T3,
logo,

(d¥p(v), N(p))
1- <N(p)a ec>
Seexistemp € Lev € T,X com v # 0, tais que d¥,,(v) = 0, segue de (3.4) e (3.5) que v + h(p)dNp(v) =00

qual é uma contradicio com (3.1).
Por outro lado, de (3.2) e (3.3), obtemos

(3.5) dhp(v) = , DEX, veTX.

(36) <lI/(p>7 eC> = <p + h(p) [N(p) - ec] 7ec> = <pa ec> - h(p) [1 - <N(p>, ec>] = 07 Vp €.
Se ¢ = 0, entdo ¥(X) C R2. Se ¢ = +1, pela Observagdo 2, temos que (N (p),p) = 0, Vp € 3, entdo
(T(p),¥(p)) = (p+ h(p) [N(p) —ec],p+ h(p) [N(p) — ec])
= +1 —2h(p) (p,ec) + 2h(p)*(1 — (N(p),e.)) = £1, Vp € X.

Dai, ¥ é um difeomorfismo local tal que ¥(X) C M(c).
Seja XY = {p+h(p)N(p);p € £} C M?)(c), mostraremos que X é uma superficie de M?’(c).
Para isso, sejam p € ¥ e v € T,X com v # 0, entdo, por hiptese temos que v + h(p)dN,(v) # 0, daf,
(dX)(v),dXp(v)) = (v + h(p)AN,(v) + dhy(V)N (p), v + h(p)dNp(v) + dhy(v)N (p))
= |v+ h(p)dN,(v)|* + |dh,(v)]> > 0, ¥p e £, v € TS, v #0,
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logo dX)(v) #0, Vp € X, v € T,X e v # 0. Portanto, X° ¢ uma superficie de Mg(c).

Assim, concluimos que ¥ e M(c) estdo localmente associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em

().

Reciprocamente, de (3.4) e (3.6), obtemos
3.7 0= (d¥,(v),ec)
= (v +dhy(v) [N(p) — ec] + h(p)dNy(v), ec)
= ((v+ h(p)dN,(v)), ec) + dhy(vV)((N(p),ec) — 1), p€ X, v € T,X.

Consideremos a superficie X° = {p + h(p)N(p), p € X} de M?’(c), segue disto que
ng(v) = v+ h(p)dN,(v) + dh,(v)N(p), p€ X, v € T,X.

Assumamos que v+h(p)dN,(v) = Onumpontop € L ev € T,X comv # 0. Segue de (3.7) que dh,(v) ((N(p), ec)—
1) = 0, logo, dh,(v) = 0, de outra forma (N (p),e.) = 1, daqui terfamos que N(p) = e., o qual é uma con-
tradigdo. Portanto, temos que dhy,(v) = 0 e dX)(v) = 0, o qual é uma contradi¢io com o fato de que X° é uma
superficie de 3°(c). Assim, v + h(p)dN, (V) #0,Vpe X, veT,X, v#0.0

Observacio 4. Pela defini¢do de h em (3.2), temos que

(v+ h(p)dNy(v), ec)
I <N(p)a ec>

(3.8) dhy(v) = ,PEX, veTX.

Sejam ¥ uma superficie orientédvel de MS(C) e N o campo normal unitario de X em MS(C), tal que N(p) #
ec, V p € 3. Observamos que X estd localmente associada a M (c) por uma congruéncia de esferas geodésicas
sempre que v + h(p)dN,y(v) # 0, Vp € ev € T,X comv # 0, onde h : ¥ — R é a funcdo diferencidvel
definida por (3.2).

O seguinte teorema garante que X e M (c) estdo localmente associadas por uma transformagio de Rlbaucour
Teorema 1. Sejam X uma superficie orientdvel de M 3( ), N o campo normal unitario de 3 em VA (¢) tal
que N(p) # e., Vp € X e {e1,ea} campos de vetores locais ortonormais de dire¢des principais de Y. em p. Além
disso, sejam h e U definidas por (3.2) e (3.3), respectivamente. Entdo 1 + h(p)k; # 0, Vp € £, 1 <i < 2, onde
ki sdo as curvaturas principais de ¥ em 7 (¢) se, e somente se, & e M(c) estdo localmente associadas por uma

transformacdo de Ribaucour em m (o).
Prova: Mostremos que v + h(p)dNp(v) # 0, Vp € £, v € T,Z comv # 0e (d¥,(eq),d¥p(eq)) =
2

0, Vp e X Sejav € T,%, tal que v # 0, entdo, existem vq,v2 € R, tais que v = Zviei, onde v; # 0 para
i=1

algumi € {1,2}.

Suponha que v + h(p)dN,(v) = 0, assim

2

0=v+h(p szez + h(p)dN, <Z vzez> = Z (1+ h(p)k;)vie;,
i=1

como {eq, ex} € um conjunto linearmente independente, temos que

Porém, por hipétese, existe pelo menos um v; # 0, entdo 1 + h(p)k; = 0 para algum i € {1,2}, isto é uma
contradi¢do. Portanto, concluimos que v + h(p)dN,(v) # 0, ¥p € 3, v € T,X com v # 0. Pela Proposigdo 1,
temos que X e M (c) estdo associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas.

Por outro lado, observe que por (3.4) e (3.8), temos que

3.9) d¥,(e;) = (1+ h(p)ki)e; + dhy(e;) [N(p) —ed] .

(1+ h(p)ki) (ei, ec)
1—(N(p),ec)

(3.10) dh,(e;) = ,peEY, 1<i<2.

Dai, para 1 <1,5 < 2, obtemos

(dWp(e:), dVy(e;)) = (14 h(p)ki)(1 + h(p)k;)dij — (1 + h(p)ki)dhy(e;) (ei, ec)
—(1+ h(p)kj)dhy(ei) (ej, ec) + 2dhy(ei)dhp(e;)(1 — (N(p), ec))-
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Substituindo (3.10) na equagdo anterior, temos que (d¥,(e;),d¥,(e;)) = O paral < 7 # j < 2. Logo,
{d¥(e1),d¥(e2)} é uma base ortogonal de dire¢des principais de M (c) em Mg(c). Portanto, ¥ e M (c) estdo
localmente associadas por uma tranformacdo de Ribaucour em n (¢).O

exemplo 1. Seja X : (=%, %) x (—F,%) C R? - S! x S' C S dada por

1
3.11) X (uy,u2) = —= (cos(uy), sen(uq ), cos(usz), sen(uz)) .
V2
O vetor normal unitario de X em S? é dado por
1
(3.12) N(uy,uz) = 7 (—cos(uy), —sen(uy), cos(usz), sen(uz)) .

Uma base ortonormal local de dire¢cdes principais para o espaco tangente de X em S® é dada por
X1 = (—sen(uy),cos(u1),0,0), X o =1(0,0,—sen(usz), cos(uz)) .

SejaY : (=%, %) x (—F,%) C R? — S? C S® a parametrizagdo local da esfera dada por

Y (ug,ug) = ! ™ (cos(ul) (\f— ZSen(ug)) ,sen(uy) (\/5— QSen(uQ)) ,\/icos(ug),O) .

2 — \/isen

O vetor normal unitario de Y em S? é dado por e; = (0,0, 0, 1). Uma base ortogonal para o espago tangente de Y’
em S? é dada por

_ Y2 2sen(ua) 0 cos(u
Yi= 2 — /2sen(uz) ( (1), cos(ur), 0,0),
2
Yo = @ Vasen) 2 (—cos(ug)cos(ul), —cos(ug)sen(uy),1 — \/58671(“2)7 0) .

Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.2), obtemos

sen(uz)

V2 — sen(uy)

h(U]_,’U/Q) =

Observe que X (uq,u2) + h(ur,ug)N(u1,uz) = Y(u1,uz) + h(ui,uz)er, portanto, S' x S! estd associado
localmente por uma transformacéo de Ribaucour a S, sempre que 1 + h # 0, se, e somente se, Uy 7 T

A seguinte Proposicdo estende o resultado obtido em [2] para H? e S3.

Proposicio 2. Sejam X uma superficie orientdvel de Mg(c), N o campo normal unitdrio de Y. em Mg(c), tal
que N(p) # e., Vp e XeX :U — X uma parametrizacdo local de > em p. Suponha que vale (3.1), Entdo
existe uma parametrizagdo local Y : U — M (c) tal que

(3.13) X(u) =Y (u)+ h(u)[ec — N(u)], ueU.

Além disso, se Y é uma parametrizacdo local ortogonal de M (c), entdo

2h (<~ b
2 (& h
1 N =— 2Y, — e Y o
(3.15) S(,E_l I, 0 €.+ ch )—I—e
onde

2 h2-
(3.16) S:ZL’Z + ch? + 1.
i—1 11
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As formas fundamentais I, 11 e Il de ¥ em Mg(c) sdo dadas por

2h An?
(3.17) I=(X3, X ) = Lij = & (ViLii + Vig Lij) + <7 vavjkm,
(3.18) IT=—(N;X, _ dn ZV VieL

: K2 SQk ‘ ik Vjkkk — S ]7, 117
(3.19) IIT = (N, N ;) SQZVMVMLM,
onde
(3.20) Vij = ( qu ) +cbijh, 1<4,j<2,

]J

Féj os simbolos de Christoffel da métrica L;; = (Y;,Y ;), 1 <4,j < 2.
A matriz de Weingarten W = (W;;) é dada por

(3.21) W =2V(SI, — 2nV)~!

onde Iy é a matriz identidade e V = (V;;).
A condigdo de regularidade é dada por

(3.22) det(SI, —2hV) £ 0

Reciprocamente, dada uma parametrizagdo local ortogonal Y : U — M(c) C Mg(c), onde U é um aberto

conexo de R? e uma funcdo diferencidvel h : U — R, entdo (3.14) define uma superficie em Mg(c) com aplicacdo
normal de Gauss dada por (3.15). Além disso, (3.16)-(3.21) sdo satisfeitas.
Prova: Sejam Y : U — M (c) uma parametrizacio local ortogonal de M (¢) tal que vale (3.13) e N o campo

normal unitério de ¥ em Mg(c) dado por

2
(3.23) N = Z biY i + bgec + b4Y, se ¢ = £1
1=1
€
2
(3.24) N =) bYi+bsee, sec=0,
i=1
tal que
2
(3.25) (N,N) = "b7Li; + b3 + cbj = 1.
=1

Calculando a derivanda parcial de (3.13), obtemos

(3.26) X;,=Y;+hi(ec—N)—hN,;, 1<i<2.

Usando (3.23) e (3.26), temos que
0=(N,X;)=bLy+h;(bs—1),1<i<2,

daqui segue que

hi(1—b3)

3.27 b, =
(3.27) .

,l1<i<a2.

Por outro lado, se ¢ = %1, usando (3.13) e o fato que (X, N) = 0, obtemos

0= (X,N)=(Y +h(ec —N),N) =(Y,N) + h({e, N) — 1),
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segue disto que
(3.28) by = ch(1 — bs).
Substituindo (3.27), (3.28) em (3.25), obtemos

(3 e

i=1

+ b2+ ch?(1—b3)? =1,

dai,
: h’ 2 - h% 2 - & 2 2
<;m+ch —1> —2 <;m+ch > bs + (;L’M_—i—ch +1> b2 = 0.
Substituindo (3.16) na equagdo anterior
(3.29) (S —2)—2(S —1)bs + Sb3 = 0.
As solucdes da equagdo (3.29) com respeito a bs sdo dadas por

2
b3y=1loubyz=1——.
3 ou 03 S

Se bs = 1, entdo N = e, o qual é uma contradi¢do, logo

2
3.30 b3 =1— —.
(3.30) 3 5
Assim, substituindo (3.27), (3.28) e (3.30) em (3.23) e (3.24), obtemos (3.15). Substituindo (3.15) em (3.13),
obtemos (3.14).
Agora, derivando S dada por (3.16)

2 2
2h jh jiLj; — Lj;ih%;
S,i = Z L2 + 2Chh77;,
J=1 3

2
o Li; 2 2L;; =1 i 2L, 2L;;

Jj#i

2 2
Liiih Z Li;, Z 2 ( Ljjih;  Liijh,
hii_ LAt L iy hz+ hz_ VR »J ’)h—|—2chh“
’ L“‘ P N ’ L »J »J ’
1#£i

2 2 2
2 ; 2
i et S Thhy|hitD . (h,ji — Y Tlhy ) h.j + 2chh
i =1 j=1 JJ =1

1#i G

2
1
? (h,ji — Zréjh’l ) + Céijh] h’j, 1 < ) < 2.
=1

Logo, substituindo (3.20) na equagdo anterior, obtemos
2
(3.31) S,i:QZVi]«hJ, 1<i<2.
j=1

Observemos que

2
(3.32) Yij=3 TEY,+bsec+bsY, sec=%1, 1<ij<2
k=1

2
(3.33) Y=Y TEYk+bse, sec=0, 1<i,j<2.
k=1
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Sec==l,entdo (Y,Y;) =0, 1 <j <2,daf, (YV;,Y,;)+(Y,Y,;) =0,logo by = —cL;;,1 <14, <2.
Por outra parte, como (Y ;,e.) =0, 1 < j < 2, entdo (Y j;,e.) = 0, daf, b3 = 0.
Substituindo b3 = 0 e by = —cL;; em (3.32) e (3.33), obtemos
2
(3.34) Yij= TEYi—cLyY, 1<ij<2
k=1
Assim, usando (3.34)

2
Z ’7,Ym ZLJ Fizyﬁz i Zl“fﬂ/,k ZMY
j=1

— ijl

k#3j

I
WMN
“\

Y + —FkYkJrZ
2 (o !

k i

Zr’“ Y —
k

#J

2 2
h; h
h,; J v, SR oY} J i _ )
§=: T3+ 30 Y + 30 Y chyy.
i j#i

Usando as relagdes (2.12) na equagﬁo anterior, temos que

2 2
h; h;L; hiLi;
B Y'i — j]lY K u,J “’jY h Y
Z Lj; "’ Z 212, Z 2L, Li; Yoi Z 2L;;Lj; " ’
j=1 Jj=1 i =
logo,
2 b 2 h,Lja 2 Li
»J _ JJj,t i ] V. _ X ) i
(3.35) ijj 72 T3 qutZQLiiij (h;Yi—hY;)—ch,Y.
J=1 j=1 33 = :
Definimos
h; S
(3.36) C=Y+he, D= Z LY, HehY + (5 -1 e
i=1 Z’L 2
Derivando as expressoes (3.36)
(3.37) C,=Y;+hie, 1<i<2,
[ (hjiLi; — Lijih, h; S,
D;=Y < L= ’7>Y,j+ LY | chaY +ehY + e
j=11L 73 JJ
9 T 2 2
hji  Lyj, 1hj> h. <2h7jh,jiij - ij,z‘hj>
= —= — Y+ ==Y | +ch;Y +chY,; + = |e
2 5] Ji 2 c
JZ:; _<ij L3 Ljj ; 2L3;
+chh e,
2 I 2
hii Ljjih,; h., hyhji  Ljjih?
=3 FE - 2 Y+ LY | e - T e | 4 ehC o+ chY
=L\ L L3; Ljj Lj; 2L5;

Usando (3.35) na equagdo anterior, obtemos

Liiih s hoiLiis hih . Lii:h2
_ gt 205t Ny oy o agiy o [ Bt 290000 )
Z [( Lj; L2~ ) ! 2L?j 7 Lj; 2L§j

+chC; + ch,;Y

Jj=1
— — h;Y;) = ch;Y,
+22L“L” iYj) —ch;Y,
J#l
2 (b L;i:h hoih s LJJ h2 2 I
=D\ P2V~ Y e~ g er SV — h,Y
;( —Y,; - 202, + L, e 27, >+c ’+;2Liiij( Y, iYj),
G

— 2LiiLy;

Ji

2 2
hyi Ly Lis,
- < - ;JL2]> Cj+chCit Y s (h;Yi = hY;),
27 J
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somando zero na igualdade acima, obtemos

2 2
h i L ih; 1 L; Li; jh L ih;
Di — ,uCi Mgl Oi B S i — ]771 ,7 1,7 i4,5 10,4 C
L 2L L +; ij ( J ) J +Z QLMLM ; QLiiij J
i % i
—l—ChC)i,
2.1 Liiih s Liiih o 1 Liiih: P~ Liiih
= — | h;— jg,ifty g ’1>C‘+ hii—M‘F W) ) C;
; ij ( ! 2ij 2Lu / Lu 2Lu ; 2ij
J#i iz
+ChC’i7
21 : : 1
=3 (hsi =Tk = Thha) €y + Zr” J | Citency,
j=1 17 it
JF#i ;;éz
2 2
= Z T < ,ji - ZPZ}LJ) C,J + Chcﬂi,
j=1 "9 =1
2 2
Z (h,ji - ngth) + C(Sijh CJ'
j=1 1=1
Logo, substituindo (3.20) na equagdo anterior, obtemos
2
(3.38) D;= ZVUCJ, 1<i<2.
j=1
Observemos que
2Dh 2D
3.39 X=C—-— N=—
(3.39) 5 € 5
Derivando as expressdes (3.39) e usando (3.31), (3.37) e (3.38), obtemos
2
2h ;D 2hD  2h
(3.40) Xi=Cs— =5+ 23 Vijh, =3 > viCy,
j=1 j=1
2 AN 2h &
=Ci=hiN+ | Y Vish; | == = 5> ViiCl,

=1
2% &
=Ci—hiN+Z > Vij(h;N—-Cj), 1<i<2,

2 2
2 2D 2
(3.41) =5 ZV,]C > Vijh, <=3 > Viy(Ci—hyN), 1<i<2.
= j=1 j=1
Como X ; +h;N +hN; =C,;, paral <i¢ <2, entdo
(3.42) Ci—h;,N=X,+hN;, 1<i<2

2
Substituindo (3.42) em (3.41) e lembrando que N ; = Z Wir X i, obtemos
k=1

2 2 2 2
SY WuXp =20 Vi > WX, =2 VX,
k=1 j=1 k=1 k=1
logo

2 2 2
S SWik =20 ViiWik | X =2 VieX .
k=1 j=1 k=1

223
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Como o conjunto {X 1, X o} é uma base, da equacio anterior obtemos

2
SWir — 20> Vij Wik = 2Vi.

j=1
Em nota¢do matricial a equagado anterior € escrita como
(SI; — 2hV )W =2V,

daqui obtemos (3.21), desde que det(STs — 2hV') # 0 (condig@o de regularidade).
Por outro lado,

(Ck,C1)=Lig+hih;, 1<kl1<2,
(CrNY=hy, 1<k<2.

De (3.40) a forma fundamental I é dada por

2h o 2h o
(X, X j) = <01 —hiN+— > Vik (hxN = C),C; —h;N + < > Vi (huN - C,l)> ;
k=1 =1
2

2h 2h 4h
=L;; — ZVJszz ZVmLJk + = < Z Vi Vit Ly,
k=1 k=1

2h 2h 4h2
= Lij = o Viilii — 5 VijLji + o5

S ZViijkka,

k=1

esta equacdo é equivalente a (3.17).
Também, de (3.40) e (3.41) a forma fundamental /1 é dada por

2
2
_<X,i,N7j>:<c h,ZN+—ZVm (hiN = Cp), EZ (Cy — th)>

k=1

= SZVJZLH s Z Vi Vi1 L,
k,l=1

esta equagdo € equivalente a (3.18).
Finalmente, de (3.41) a forma fundamental /1] é dada por

(N, N ;) <Zm (Ck —hiN) Zvjl )>,

4

=% Z VirVii L,

k=1

esta equagdo é equivalente a (3.19). Assim a prova esta completa. O

Corolario 1. Seja X : U C R?2 = X C m (¢) uma parametrizagdo de uma superficie dada por (3.14).
Entdo a sua curvatura de Gaussiana K, é dada por

4
(3.43) K = 5det(V),

onde P = det(SI; — 2hV).
Prova: Como a matriz de Weingarten W associada a 3 é dada por (3.21), entdo

K = det(W) = det(2V [SI, — 2hV] ") = ddet(V)det([SIy — 2nV] 1),

de onde segue o resultado. 0
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4. Aplicacoes. O seguinte resultado estabelece algumas equivaléncias quando X estd parametrizada por lin-
has de curvatura.

Corolario 2. Seja X : U C R? =+ ¥ C Ms(c) uma parametrizacdo de uma superficie dada por (3.14).
Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes
1. X estd parametrizada por linhas de curvatura,
2. Vij=0paral <i#j <2,
3N, =-kX;1<:<2,
onde

2V
Vs 1<:<2

(41) ki:mv =0 =4

sdo as curvaturas principais de X.
Prova: Pela equagdo (3.21), se a matriz de Weingarten W € diagonal, entdo a matriz V, também € diagonal.
Portanto, V' € diagonal se, e somente se, X estd parametrizada por linhas de curvatura.

Se V;; = 0paral <14 # j < 2, entdo pelas equagdes (3.41) e (3.42) obtemos

2
N; = g‘/ii(X,i + hN;),
isolando N ; da equag@o anterior, temos
2V
N,=—7— )X, 1<i<2.
’ (s - 2th~> B ==t

Como V € uma matriz diagonal, V;; sdo os autovalores da matriz V. Pela equacao (3.21) temos

2V )
k= 1<i<?,
S — 2V, !

o qual conclui a prova. [
Observaciao 5. Pela equacao (4.1) obtemos os autovalores ¢; da matriz V' os quais sdo dados por

Sk;

4.2) g = m,

1<i<2,

onde k; sdo os autovalores da matriz de Weingarten WW.
A seguir apresentamos familias de superficies parametrizadas por linhas de curvatura em S® e H3.
exemplo 2. SejaY : (0,7) x (—m,m) C R? — S? C S® uma parametrizagdo local ortogonal de S? dada por

Y (ur,us) = (cos(uq), sen(uy)cos(us), sen(uy )sen(us),0) .
A base local ortogonal para o plano tangente associado a Y € dada por

Y = (—sen(uq), cos(uq)cos(uz), cos(ur)sen(uz),0),

Yo = (0, —sen(uq)sen(uz), sen(ui)cos(uz),0) .

O campo normal unitério de Y ao longo de S é dado por e; = (0,0,0, 1).
Observe que a métrica de Y € dada por

4.3) Lip=1ILo =0, Li; =1, Ly = sen?(uy).

Dati, os simbolos de Christoffel associados a metrica L;; sdo dados por

(4.4) 'y, =77 =T, =13, =0, T}, =cot(uy), T3y = —sen(u;)cos(uy).
Subistituindo (4.3) e (4.4) em (3.20), obtemos

Vii=hi11+h,

Vig = csc?(uy) [ha2 — cot(u)h o],

Vo1 = h o1 — cot(uq)h 2,

Vag = csc?(uy) [h2 + sen(uy)cos(ui)h 1] + h.
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Pela Proposicio 2 e Coroldrio 2, a superficie X dada por (3.14) serd parametrizada por linhas de curvatura em S3
se, e somente se, h 12 — cot(ui)h 2 = 0, cujas solugdes sdo dadas por

h(u1,uz) = sen(uq) f(u2) + g(u1),

onde f, g sdo fungdes reais.
exemplo 3. SejaY : U € R? — H? C H? uma parametrizacio local ortogonal de H? dada por

Y (u1,uz) = (senh(uy), cosh(uy)senh(us), 0, cosh(uy)cosh(uz)) .
A base local ortogonal para o plano tangente associado a Y € dada por

Y, = (cosh(ui), senh(uq)senh(uz),0, senh(uq)cosh(us)) ,
Yo = (0, cosh(u)cosh(uz), 0, cosh(u1)senh(usz)) .

O campo normal unitdrio de Y ao longo de H? é dado pore_; = (0,0, 1,0).
Observe que

4.5) Lio =1Ly =0, Li; =1, Ly = cosh®(uy).
Dai, os simbolos de Christoffel associados a metrica L;; sdo dados por
(4.6) I, =T% =T1,=T% =0, T'% =tanh(uy), T3y = —cosh(u;)senh(uy).
Subistituindo (4.5) e (4.6) em (3.20), obtemos
Vit =hu —h,
Via = sech?(uq) [h,12 — tanh(ui)h o],

‘/21 = h’21 — tanh(ul)h,g,
Vag = sech?(uy) [h a2 + cosh(uy)senh(uy)h 1] — h.

Pela Proposicdo 2 e Coroldrio 2, a superficie X dada por (3.14) serd parametrizada por linhas de curvatura em H?
se, e somente se, h 12 — tanh(u1)h 2 = 0, cujas solugdes sdo dadas por

h(uy,u2) = cosh(uy) f(u2) + g(uy),

onde f, g sdo funcdes reais.

Como as projecdes estereogréficas (esférica e hiperbdlica), sdo difeomorfismos conformes, as imagens das pro-
L . . =3 ~ .

jegdes estereogrificas das superficies ¥ C M (c) com ¢ = —1, 1, sdo superficies de R? conformes a .

A seguir damos alguns graficos de superficies conformes em R? a uma superficie dada em S?*(¢c = 1) ou em
H3(c = —1).

O} T T T T T T T T T d

N
OSSO ANONAE®®O

FIGURE 4.1. Projecdo esférica. ¢ = 1, ¢(u1,us) = tan~(sin(uy)).

Pela Observagao 5, segue que

S(hK — H)

V =
11t Vez (hky — 1)(hks — 1)
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FIGURE 4.2. Projecdo esférica. ¢ = 1, ¢p(u1,u2) = tan="(u1).

FIGURE 4.3. Projecdo esférica. ¢ = 1, ¢(u1,u2) = tan™'(sen(u1)uz + uy).

FIGURE 4.4. Projecdo hiperbdlica. ¢ = —1, ¢(u1,u2) = tanh™1(cosh(u1)v?).

onde H € a curvatura média, K ¢ a curvatura Gaussiana de > em M?’ (¢), h é afungdoraio e S é dado por (3.16).

Assim, tra(V) = Vi1 + Vag = 0, se, e somente se, h = %, sempre que K # 0.

.~ . " 73 £ . . . L. =73 .
Definicdo 7. Dizemos que uma superficie 3 de M (c) é uma superficie de tipo esférico em M (c) se existe
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FIGURE 4.5. Projegdo hiperbdlica. ¢ = —1, ¢(u1,u2) = tanh™1(u?).

FIGURE 4.6. Projegdo hiperbélica. c = —1, ¢(u1,u2) = tanh™1(cosh(u1)u3 — u?).

uma congruéncia de esferas geodésicas entre 3 ¢ M (c) com fung@o raio h dada por

h=—
K
onde H e K sdo a curvatura média e Gaussiana da superficie ¥ em i (¢).
Observacio 6. Seja Y (z) = g(z) a parametrizagdo de M (c) C MS(C), definida por (2.13), (2.19) e (2.23),
isto é,
Gs2 1 Coo = S?, 56 c=1,
4.7 g(2) :={ Ggrz:C—R? sec=0,
Gy : B%(1) - H?, sec = —1.

Sec =0, temos que Y; = ¢’ e Yy = ig’. Dai, obtemos L1; = Los = 1l e L1z = 0, logo, ¥ é uma
parametizacdo ortogonal de R? com simbolos de Christoffel identicamente nulos, isto &, Iy = 0, para todo
1 <¢,5,m < 2. Dai, por (3.20) obtemos: V11 = h 11, Vig = Va1 = h 12, Va2 = h 22. Consequentemente,

tTCL(V) = h,ll + h722 = Ah.

Se ¢ = £1,entdo L3 = 0e Ly; = Lo = J,, onde J. é a funcdo definida por

—4  sec=1
(4.8) P R
Ty sec=-L
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Logo, Y é uma parametrizacio ortogonal de S? e H?, respectivamente.
Por (2.12), os simbolos de Christoffel sdo dados por

Jeji i _Jei _ g 1<i#j<2.

Segue de (4.9) que os coeficientes da matriz V' sdo dados por

1 Je Je2
4.1 Vii= — _ et ’
(4.10) =g (h,n 27 hi+ 27, h,Q) + ch,
1 Jeo Jea
= V = — h — 2 h — 2 h
Via n= ( 12 =5 ha =57 ,2),

o 1 Jc,l Jc,2
Voo = jc (hygg + 2, h71 2. h’2> + ch.

Consequentemente, de (4.10) temos

hi11+ hoo Ah
———== 4+ 2ch = — 4 2ch.
7

tra(V) =
Proposicao 3. Seja X uma superficie de M3(c) dada pela parametrizacdo (3.14). Entdo, ¥ é uma superficie
de tipo esférico em M3<C) se, e somente se, tra(V)=0. Equivalentemente, 3. é uma superficie de tipo esférico em

MS(C) se, e somente se, h e solu¢do da equagdo de Helmholtz dada por
Ah+2J.ch =0,

onde J é definida por (4.8).
Prova: Segue da Observacdo 6. 0

5. Conclusodes. Dos resultados obtidos neste artigo podemos fazer as seguintes conclusdes:
Dada uma superficie orientavel > C M?’(c) satisfazendo as condi¢des da Proposicdo 1, entdo X e M (c) estdo
localmente associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em Mg(c). Também, dada uma superficie
orientdvel X C M?’(c) satisfazendo as condi¢des do Teorema 1, entdo ¥ e M (c) estdo localmente associadas por

uma transformagdo de Ribaucour em Ms(c). A Proposicdo 2, é uma extensio do resultado obtido em [2] para os
espacos H® e S. Finalmente, a Proposi¢do 3, estende o resultado obtido em [4] para o caso de superficies.
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