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Resumen
Estudiamos la estabilizacion uniforme de una clase de sistemas Timoshenko con disipacion parcial de la
viga. Nuestro resultado principal es demostrar que el semigrupo asociado a este modelo tiene decaimiento
polinomial. Demostramos que el semigrupo decae polinomialmente a cero. El sistema decae polinomial-
mente con una tasa que depende de los coeficientes del problema. Ademds mostramos el modelamiento
computacional del sistema mostrando los resultados obtenidos tedricamente.
Keywords. Ecuacién Diferencial Parcial, viga, semigrupo, estabilidad polinomial.

Abstract
We studied the uniform stabilization of a class of Timoshenko systems with partial dissipation of the beam.
Our main result is to prove that the semigroup associated to this model has polynomial decay. Moreover, we
prove that the semigroup decays polynomially to zero. The system decays polynomially with rate depending
on the coeficients of the problem. We also show the computational modeling of the system showing the
results obtained theoretically.
Palabras clave. Differential partial equations, beam, semigroup, polynomial stability.

1. Introduccién. Los estudios de las propiedades del sistema de Timoshenko fueron iniciadas en 1921
con el trabajo [1], siendo estudiado otras propiedades en [2, 3, 4], el cual fue considerando el siguiente
problema:

(11) Plﬁptt_"ﬁ@?w‘i‘w)I:Q (xat)e(O7L) X (0’T>7
(12) P2"/}tt - b’l/}zx + K(QOI +1/1) = 07 (fE,t) € (OvL) X (OvT)v

donde ¢ es la variable temporal, x la variable espacial definida en (0, L), siendo L la longitud de la viga. las
funciones ¢, 1) representan el desplazamiento transversal y el dngulo de rotacion de la seccidn transversal,
respectivamente. Las constantes del sistema son definidas por p; = pA,ps = pl,k = KAG,b = EI,
donde p denota la densidad, A el drea de la seccidn transversal, I el drea del momento de inercia, K el
coeficiente de cizalla (K < 1), E'y G representan constantes eldsticas que dependen del material.

En este trabajo estamos interesados en obtener la estabilizacion del sistema (1,1)-(1,2). Para ver otros casos
de sistema de Timoshenko con disipacion, ver [5, 6, 7].
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El objetivo de este trabajo es presentar de forma diddctica los resultados contenidos en el articulo [8],
usando la teoria de semigrupos vista en [9] y también acrecentar los resultados de la parte numérica vista
en [10] para nuestro trabajo que es el caso de disipacion parcial.

2. Elsistema de Timoshenko con disipacion parcial. Vamos a considerar el siguiente problema

@.h p1(2) @i — (1 (2) (Pa + 1)), =0,

(2.2) p2 (2) Ve — (b(2) Yz), + £ (2) (0o +1) = 0.

Para este sistema vamos a considerar la condicion de fronteraen z = 0

(2.3) ¢ (0,t) =9 (0,t) =0,

y condicién de frontera en x = L dada por

(25) Im'(/)tt (L7 t) + klwt (La t) + b (L) % (L7 t) = 0

y vamos a considerar el sistema sujeto a los siguientes datos iniciales

(26) ¥ (x, 0) = %o ({,C) )y Pt ({L‘70) =¥1 (ﬁ) 71/) (1’70) = 1l)(] ('T) 7wt (mv O) = 7/}1 (ZC) .

Los dos primeros términos de (2.4), myy (L, t) + kow: (L, t), denotan la contribucién de la inercia del
cuerpo en la extremidad. Denotaremos S (L, t) = k(L) (¢, (L,t) + 1 (L, t)), este término representa el
amortecimiento proporcionado por el material granular, que es supuesto a ser proporcional al coeficiente de
velocidad de amortecimiento kg. El término S (z,t) = « (z) (v (x,t) + ¢ (x,t)) representa la fuerza de
cizalla.

Donde M (x,t) = b (x) vy (z,t), M (L,t) = b(L) ¢, (L,t) es el momento de flexién e I,,, es el momento
de inercia de la extremidad.

En aplicaciones es importante reducir el mecanismo disipativo, como es el caso de nuestro trabajo. Asi
asumimos que las propiedades disipativas del sistema son producidas apenas por el momento de flexion de
la viga. Con esto el modelo (2.1)-(2.6) se transforma en

2.7 p1@tt — K (o + ), =0,
(28) P21Ptt - bwww + K (‘pw + w) = Oa

con las condiciones de contorno en la extremidad derecha x = L

(2.9) S(L,t) +ap(L,t) =0,
(210) M (L7 t) + Imwtt (L7 t) + klwt (L7 t) = Ou
y para la extremidad izquierda z = 0

@11) 2 (0.8) =0,
(2.12) M <Ov t) — Itue (Oa t) — kot (03 t) =0,

El sistema estd sujeto a las condiciones iniciales (2.6).
Aqui asumimos que todos los coeficientes del modelo son constantes. Observe que el sistema (2.7)-
(2.12) no posee ningiin mecanismo disipativo eficaz sobre la deflexion transversal.

2.1. Formulacion abstracta. Primero vamos a mostrar la buena colocacion del sistema (2.7)-(2.12).
Para hazer esto vamos a denotar por U = (¢, v, ¥, ¥, v, w)/, entonces U satisface el siguiente problema
de Cauchy

2.13) U, = AU, U(0)=1U,
donde Uy = (gpo,cpl,wo,wl,vo,wo)' y 41 : D(Ay) C H — H es dado por

0 I 0 0 0 0
£z 0 29, 0 0 0
0 0 0 I 0 0
2.14) A=|_xp 0 Lg,-= 0 0o 0|
P2 P2 P2
0 0 -2y 0 —F1 0
0 0 #y 0 0 Ey



166 F. Acasiete, N. Pino.- Selecciones Matematicas. 05(02): 164-174 (2018)
donde v3 () = b, (L), y 74 () = bi),, (0) . Por H denotamos el espacio complejo

H=H!(0,L)x L*(0,L) x H' (0,L) x L*(0, L) x C?,
donde H}(0,L) = {w e H*(0,L) | w(0,L) = 0}.

Vamos a dotar el espacio H con el siguiente producto interno: con

L L L
(U1, U2) g =/ pl‘Pl‘EdJ?Jr/ p2 01 Vadx +/ b(11)e(12) dx
0 0 0

L
+/0 K ((p1)z + 1) ((p2)2 + Y2)dz + a1 (L)p2(L) + Lnvr (L) v2 (L) + Ipwy (L) we (L),

donde U; = (p;,®;,;, % ,vj,w;) € H,j = 1,2,®; = (¢;); y ¥; = (¢;);. Este produto interno
induce una norma (equivalente) en H dada por

L
U1 = [ [o 19 + pa 0 4 010 4 s + ] d
0
+ale L))+ Ln [ + L [w]? .

donde U = (p, ®,, ¥, v,w) con ® =, y ¥ = ).
Por tanto el domino del operador A; serd, con S(L,t) = S(L) para simplicidad en lo que sigue

(2.15) D(A)={U€H|AUE€H,S(L)+ap(L)=0,¥(L)=0v,¥(0)=w}.

La ecuacién resolvente es dada al resolver i\U — A;U = F, donde U = (¢, ®, v, \I!7v7w)/ €eHy
F =(f1, fo, f3, f4, 5 f6)' € Hyt € R.Entérminos de las componentes la ecuacion resolvente es escrita
como sigue

(2.16) Ap — @ = fi,
2.17) Ap1® — k (pz + ), = fa,
(2.18) Ap =W = fs,
(2.19) A2 U — by + K (r + ) = fa,
(2.20) I Av + kv + by, (L) = f,
(2.21) I Aw + kow + b, (0) = fg,
(2.22) S(L)+ ap (L) =0, v (0) =0.

Prosiguiendo con los cédlculos tenemos

(2.23) Re (AU, U)y = —ky [o]* — ko Jw]> <0
y asi
(2.24) ki o + ko |w|? = Re (F,U)

donde F' = (f1, f2, f3, f1, f5, f6)-

El principal resultado de esta Seccién es dado por el siguiente Teorema.

Teorema 1. El operador Ay es generador infinitesimal del semigrupo de contracciones Cy. Demos-
tracién: Como en [8], y en forma andloga de los Lemas 3.2.1 y 3.2.3 de [10], tenemos que A; es definido
denso y disipativo. Resta mostrar que 0 € p(A;), es decir, probar que existe una tnica solucién del sistema
(2.16)-(2.22) para A = 0. Asi, tenemos el sistema (2.16)-(2.19) anulando los términos que tienen a A, se
obtiene, —® = f1, —V = f3. Tenemos las siguientes igualdades

(2.25) —k (e +9), = fo,
(2.26) —bipye + K (‘px + d)) = f47

con las siguientes condiciones de contorno

¢ (0)=S(L)+ap(L)=0, b (0) = fo + k2 f3(0), bpe (L) = f5+kifs(L).
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El problema definido es bien colocado. Con efecto, denotamos por m (z) , la funcién, m (z) = Az? + Bx,
donde Ay B son tales que

Denotamos por ¢ = ¢ — m (x) el sistema de encima puede ser escrito como

2.27) —~ [ﬁ (% + @)L = f,
(2.28) _b{ﬁxw + K (@w + {5) =9,
(2.29) @(0)=S(L)+ap(L)=0, b (0)=0, b, (L) =0,

con f = fo—Kkmyyg = f1+ bng, — xm. Para mostrar la buena colocacion del problema, vamos a
considerar el espacio de Hilbert V = H{ (0, L) x H! (0, L) y la forma bilineal

L
a(p', o0t 0?) = / K (0 +91) (92 +42) + bibgy2de + ap' (L) 9* (L) .
0
e a(-,-) es bilineal;
e a(-,-) es continual, la prueba de estos resultados es andloga a la vista en las pdginas 26 y 27 de

[10]
e a(-,-) es coerciva. Para verificar la coercividad, vamos a considerar la identidad

—RKPzx = Ky — K (@xac + 1/)92)

y multiplicando por i obtenemos

2 _ L 2, Lo L _ 2
ap(L)” + k@ (L)Y (L) + K ; loz]” dx = —kK ; VYo pdr + K ; (2 + 1) Ppdr + ap (L)

Usando la desigualdad de Poincaré, existe una constante C' > 0 tal que

L L L
(2.30) /|saz|2dmsc/ wx\zdwc/ (e + )2 dz + Ce o (D) + el (L)2.
0 0 0

Por otro lado, note que

L L L L
[l [ oo do - [leudo-2Re [,
0 0 0 0

L L 1 L
g/ (<Px+w)2dm+c/ |%\2d:c+—/ | da.
0 0 2 0

Entonces

L L L
[tarse [“orvrare el an
0 0 0
Usando (2.30) y la Desigualdad de Poincaré, obtenemos
b 2 g 2 b 2 2
[ WP rielao<c [“o+ufdere [ iPdosCle @ +elw WP,
0 0 0
Desde
2 L 2
WP <O [ 1+ ol de,
0
para e suficientemente pequefio, obtenemos
b 2 L 2 b 2
J R el A O e R A
0 0 0

Por el Lema de Lax-Milgram la buena colocacién se obtiene. En particular 0 € p (A;) y por el Corolario
2.7.1 de [10], tenemos que A; genera un semigrupo de clase Cj de contracciones. (]
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2.2. Resultados Auxiliares. Mostraremos los siguientes resultados que nos ayudaran en el desarrollo
de nuestro trabajo.

Teorema 2 (Borichev Tomilov). Sea {T'(t)} un semigrupo de clase Cy en un espacio de Hilbert H con
generador infinitesimal A, tal que, iR C p (A1) . Entonces las siguientes desigualdades son equivalentes

1
(2.31) TR |(in— A1) 7H| <C, ¥neR
y

(232) IT () ATY|| < t%

Con el objetivo de estabilizar el sistema con el minimo de disipacién, fue introducido un nuevo criterio,
conocido como igualdad de velocidad de las ondas, que es caracterizada por la siguiente identidad.

(2.33) y=2_%
p2 b

En términos de las componentes la ecuacién resolvente del sistema de Timoshenko (1.1)-(1.2) es escrita
como

(2.34) Ap—® =1
(2.35) A1® — [k(z) (0 + )], = f2
(2.36) A =T = fs,
(2.37) A2V — [b(z)s], + k() (P2 + 1) = fa,
(2.38) mAu+ kou + K (L) (pz + ) (L) = f5,
(2.39) I+ kv +b(L) Y, (L) = fs-

Ahora vamos a introducir algunas notaciones.

(2.40) I, (8) = praik |® (B)° + a1 |k (9u (B) + ¥ (B)]?
(2.41) Iy (B) = p2g2b |¥ ()] + g2 [ba (B)]?
L
(2.42) N2 = [ o8 4 [0 bl + a0l
0

donde ¢; y g2 son funciones continuas.
Con las notaciones enunciadas, tenemos el siguiente Lema

Lema 1. Suponemos que (o, ®,v,V,u,v) sea una solucion fuerte para el sistema (2.34)- (2.39).
Entonces existe una constante positiva C' tal que

@43 N2 < C[1,(8)+ 1y (8) + |1 Pl
y

(2.44) I, (B) + 1, (8) < C [N* +||F |3
para B =0, L.

3. Decaimiento Polinomial. El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente teorema.
Teorema 3. El semigrupo T'(t) : H — H definido por el sistema de Timoshenko (2,7) — (2,12) decae
polinomialmente, es decir,

C
(3.1 IT()Uoll < S 0ol payy >
si x = 0, donde x es dado en (2.33). Por otro lado, si x # 0

C
3.2) IT@Usll < -+ Vol pay) -
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donde T (t)Uy es el semigrupo junto con la condicion inicial del problema de Cauchy (2.13), asociado a
nuestro problema (2.7)-(2.12).

Demostracién: Vamos a mostrar que iR C p (A1), de manera similar al Teorema 3.3.1 de [10] y que la
desigualdad dada en el Teorema 2, que estd en el trabajo [11] es vdlidacon o = 2,si x =0y con o = 4, si

x # 0.

Paso 1: iR C p(A;). Supongamos que hay un valor propio imaginario iA\U — A;U = 0. Con efecto,
usando (2.23), tenemos que v = w = (. Para las relaciones (2.18)-(2.21) y haciendo F' = 0, tenemos que
1) satisface

(3.3) Ypp + 02 = —%gpx, donde ba? = \?py — K

con condiciones de contorno

Multiplicando la ecuacién (2.25) por 1, integrando sobre (0, L) y tomando la parte real, sigue que

L
(3.4) Re { / %%d:g} =0.
0

Multiplicando las ecuaciones (2.18) y (2.19) por 1, integrando sobre (0, L) y tomando la parte real, obte-
nemos que

L L
3.5) Re {/ @\I/dw} =0=Re {/ ppdr = 0} .
0 0

Multiplicando la equacién (3.3) por ¥ integrando sobre (0, L) y usando (3.4) y (3.5), obtenemos que
¢ (L) = 0. Por tanto, de las condiciones de contorno (2.9)-(2.12) obtenemos que ¢, (L) = 0. Del Le-
ma 1 aplicado a § = L concluimos que ¢ = b = 0. Entonces U = 0 el qual es una contradiccién. Por lo
tanto no hay valores propios imaginarios.

Paso 2: Valen las siguientes estimativas

1 _
(3.6) W” AT —A) g <C, VAER, si x=0
y

1 _
3.7 TAGY Hlg <C YAER, si x A£0.

Multiplicando la ecuacién (2.17) por 1, (2.19) por 1), obtenemos

(3.8) iPAPY — Kppath) — Kippth = forh,
(3.9) ip2 ANV, — bipaath, + K2, + KU, = fi1),.

Integrando por partes, tomando la parte real y usando (2.9) obtenemos

L L L
(3.10) Re / ip1 \®Ydr + KkRe / ¢z, dr + ReA, = Re / fotpda
0 0 0
L - L
3.11) Re/ Kz de + By = Re/ favdx,
0 0
donde

Ap = 1D+ 516 O)F + rgs 0)F(0) + aRep (L) 6 (L),

By = p2 | ¥ (L)* = p2 | W (0)[* + bJeb, (L)]* = blabo (L)° + K |v (L)]? — & ]2 (0)]?.
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De las condiciones de contorno de 1 y de la relacién (2.24) obtenemos
2
(3.12) |By| < AP U [F].

Usando el Lema 1 obtenemos

IAwléalw(Li )| + |k (0) ¢ ()] +c U IF|
<ale L)Y L)+ c|Ul [ )] +cllU|IF]

para \ suficientemente grande. Por tanto, de (3.11) tenemos que

L
3.13) Re / oathydz| < A2 U] |F]
0

para \ suficientemente grande. Usando la ecuacion de arriba (3.10), obtenemos que

L
G.14) Re/ ®,Udz| < AU IFI| +cl|lU]| [ (0)] + az | (L) (L),
0

lo cual implica que

(3.15) < c|UIIF] + —5 |so L)+

Multiplicando las ecuaciones (2.34) y (2.35) por ¢ y tomando la parte real, obtenemos

Re / bz TN O + | I

IM

L k L
(3.16) —Re/ PUdxr + —Re/ Yo dr = Rg.
0 P1 0

Multiplicando las ecuaciones (2.36) y (2.37) por i y tomando la parte real, obtenemos

L L L
— b
(3.17) —Re/ Uddz + —Re/ baBydz + — | (L)) + iRe/ VBde = Ry
0 P2 0 P2 P2 0
donde R; para 7 = 6,7 es tal que
[Ri| < cl|U[IF]l-

Tomando la diferencia de (3.16) con (3.17) y usando p—"‘l = p%, obtenemos

o (L) < c|U||IF|| + 0 e (L)W (L)) + —

i e U1 (0)] + ¢ |71,

lo cual implica que
2 2 = 2 2
@ (L) < A NUIIFN+ U 0)] + A [ I
De (2.22) tenemos también
2 2 = 2 2
oo (L)" < AP IUNIF] + e U [ (0)] + e AP IF]°
Usando el Lema 1 para 5 = L obtenemos
b 2 2 2
/0 (W7 + |iha| ™+ [®7 + ] ds < cly (L) + cly (L) + c|[U[ [ F]].-
Entonces
Lo 2 2 2 2
[P 1l 0 1 s < NP U 1)

y para A, suficientemente grande,

2 4 2
IUI" < e[AFIE]
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Ahora vamos a probar (3.7) con x # 0. De la identidad (3.17) y de las desigualdades (3.13)-(3.15) obtene-
mos

2 2 2 - —

o (DI < cPENUNIEN+ellFII7 +ale (L) (L)| +c U] |4 (0)],

lo cual implica

1 (L)]* < c A IUNIE] + AP IFI* + cl[U] [E (0)] .
De (2.22) tenemos también

2 4 2 2 =

oa ()" < AP NUNEN + e X IEN" + e |U]] 2 (0)] -

Para X\ grande. Entonces usando el Lema 1 obtenemos

L
2 2 2 2
/0 (UI" + [ |” + @7 + [we|" ds < ey (L) + ¢y (L) + ¢ |U[ | F]]-

Usando el mismo raciocinio usado arriba
L
2 2 2 2 4
/ U+ [2]” + 1@ + [ " ds < c AU |1 F|
0

y para A, suficientemente grande,
2 8 2
1N < e[AP[IF]

Paso 3: Conclusion: Sigue del Teorema de Borichev-Tomilov dado en el Teorema 2, que estd en el trabajo
[11]. Con esto tenemos la prueba del decaimiento polinomial del semigrupo generado por (2.7)-(2.12).
O

Obervacion 1 (Falta de estabilidad exponencial). El semigrupo definido por el sistema de Timoshen-
ko (2.7)-(2.12) no tiene decaimiento exponencial, la prueba de este resultado es andloga a la prueba del
Teorema 3.4.1 presentado en [10].

4. Abordaje Computacional y Discretizacion del Sistema. Realizamos la discretizacion del sistema
(2.7)-(2.12), usando diferencias finitas para las variables temporal y espacial, para las derivadas de orden 2
usamos diferencia centrada y para las derivadas de orden 1 usamos el método explicito.

Obervacion 2. Para nuestro andlisis, los coeficientes serdn constantes.

La discretizacién del tiempo es dada por

tr=0<ti=At< .. <tp, <..<tyn=NAt<tnp1 =T

donde t,, = nAt paran = 0,1,2,...N + 1 y hacemos
L T
hy =Ar=—- At=——, LTeN
S N+1 ©
conz; =iAx,i=0,1,2,..., 1 + 1.
Consideremos también los siguientes operadores de diferencias finitas en espacio y en el tiempo:
Esquema Progresivo Implicito (primer orden):

+1
Opu” = U1 T Uy O = LL —Y
v Az 7 At
Esquema Atrasado Explicito (primer orden):
n—1
R e/ = G SR Rl
T Az J At
Diferencia Central (segundo orden):
Oy + 0, o uly —ul Oy + 0, o = u;_“rl _ u?ﬂ
92 J 2Ax ? 2 J 2At
Esquema de Diferencias Centrada (segundo orden)
n+1 n—1
Doty = T2 U G TG
T Ax? ’ J At? ’

En todos los casos u; corresponde a la solucion numérica en los puntos nodales (xj,t,) deladiscretizacion,
y tales operadores son construidos con base en la aplicacién de la serie de Taylor para u (z;, t,,). Para otros
esquemas numéricos ver [12].
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4.1. Convergencia del Esquema Numérico. Tenemos la siguiente definicion:

Definicion 1. Decimos que un esquema numérico en diferencias finitas expresado por
Fag,anu (Az, At) = 0y que aproxima una equacion diferencial parcial Fu (x,t) = 0, es convergente
en cada punto (z,ty) si para (zj,t,) — (x,t) tenemos que u}} — u cuando Az, At — 0. Formalmente

lim  mdx lim méx ‘u(xj,tn)—uﬂ:O
Ax—03j=0,1,2,... At—0n=0,1,2,... :

Asi nuestro sistema queda expresado de la siguiente manera

(“.0) o (sﬁ?“ 201 +so?‘1) . (so;al SRl w:u) L
42  pe <¢?+12A1/;zz+w?—l) b < i1~ Q}gl +1/J?—1)+H <%0?;L;P?_1) T = 0
De (4.1) tenemos

Ap;cp”“ Zfch +Ap;2sol‘ ! hchm hgw?+h%so?fl+ w”—f P

De (4.2) tenemos

P2 i+l 2p2 202

b n n b n K n K n n
A2 At2 wn = h2 i+l T }T%d)i + @%—1 - E%_l + h:@i—l — Ky

At2

La condicién de contorno en x = 0 es escrita como:

43) ©r =0
7,[1” n w'_n—i—l _ 2,¢n + wn—l wn wn 1
4.4 -1, i i i _
@4 ( hz At? At 0
De (4.4) tenemos
b n b n n+1 n—1 kQ n kQ n—1 __
Ry & ha Vi - At2w + Ath Atﬂ) AT AY =0
La condicidn de contorno en x = L es escrita como:
4.5) K (“Ji;f”‘l + W) fapt =0
wn n 1anrl 2¢;} 4 wlnfl ql)n _ wn 1 _
4.6) ( hw + I, AL v 0
De (4.5) tenemos
K n K n n n
E_% _E%fl‘f'm/% +oap =0
De (4.6) tenemos
b Im n+1 21 n Im n—1 kl n kl n—1
7’[’ -t At?w At T A + Atwi Atwi N

4.2. Consistencia y Estabilidad. En particular, el concepto de consistencia nos dice que la solucién
exacta de un problema de valor inicial y de contorno satisface las ecuaciones de diferencias de los métodos
numéricos con un margen de error dado, que se obtiene de la aproximacioén via serie de Taylor.

Definicion 2. Para Fu (x,t) = 0y Fiaz anu(Azx, At) = 0, decimos que el esquema numérico es
consistente si para cualquier funcion u = u (x, t) suficientemente regular se tiene que:

Faz,anu(Az, At) = 0 cuando (Az,At) — 0

Definicion 3. Un método de diferencias finitas es estable si existe una constante M > 0, tal que,
‘eﬁ < M para todo j,n. Donde €7} es el error del método usado.

Teorema 4 (Convergencia Numérica). El esquema numérico explicito espacio-tiempo aplicado al
sistema, es convergente st, y solamente s,

4.7 At < —
c
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donde ¢ = \/E/p, p es la densidad.
Demostracion: Ver [13, 14].

Obervacion 3 (Propiedades de la Energia Discreta del Método Explicito). Para la discretizacion de
la energia usaremos también diferencias finitas en la variable espacial x.

4.3. Resultados Computacionales. A continuacién escribiremos los resultados de la simulacién numéri-
carealizados con el método explicito de diferencias finitas, principalmente lo que nos muestra es la falta de
decaimiento exponencial de la energia. Tratdndose de un modelo de dimensidn finita, se debe determinar
los pardmetros adecuados para asegurar buenos resultados, en este caso usamos los parametros dados en
[10].

Por lo tanto consideramos el caso con una viga de longitud L. = 1, con las siguientes constantes fisicas
E=1x10*N/m? G = 4,12 x 104N/m?, p = 1500kg/m?® y K = 2/6. Con las siguientes condiciones
iniciales ¢ (x,0) = ¥ (z,0) = 8sen (47x), vi (x,0) = ¥ (z,0) = 0.

Usamos una malla adecuada en cada caso usando la condicién (4.7) y la evolucién del tiempo hasta ¢ = 10.

Se obtuvieron los siguientes resultados.

Funcidn Desplazamiento

FIGURA 4.1. Funcion Desplazamiento o para t = 10.

Funcian de Rotacidn

FIGURA 4.2. Funcion Rotacion 1) para t = 10.
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Energia
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FIGURA 4.3. Decaimiento de la Energia

5. Conclusiones.

En este trabajo se hace un andlisis donde el resultado principal es la prueba de la estabilidad polinomial del
sistema presentado (2.7)-(2.12), usando la teoria de semigrupos y andlisis funcional para un mejor enfoque y
obtencién de estos resultados. Otra herramienta para hacer este andlisis es por medio del célculo variacional.
Por lo cual se concluye:

(1]

(2]
(3]

[4]
(5]

(7]
(8]

[9]
[10]

(1]
[12]
[13]

[14]

e En lo que respecta a la implementacién computacional observamos el comportamiento de las fun-
ciones desplazamiento ¢ y de rotacién v, la velocidad de las ondas que suceden en la viga con el
pasar del tiempo y la falta de estabilidad exponencial en su decaimiento.

e El decaimiento se da en el momento de flexion ya que el sistema tiene disipacién parcial a diferen-
cia de otros sistemas de Timoshenko en donde el decaimiento se da en ambas funciones; debido a
esto el decaimiento es lento a diferencia de sistemas con decaimiento exponencial.

e También observamos en la Figura 4.3 la tasa de decaimiento polinomial del problema, con el
decaimiento de la energia.

e Para trabajos futuros se implementaria sistemas con memoria y con historia. Se procederia también
a hacer un andlisis de su comportamiento de estabilidad y su respectiva implementacién compu-
tacional.
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