Journal homepage http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM

SELECCIONES MATEMATICAS
Universidad Nacional de Trujillo

ISSN: 2411-1783 (Online)
Vol. 05(02): 154 - 163 (2018)

Existencia de solucion débil para un problema no lineal con el operador p-Laplaciano
fraccionario

Existence of weak solution for a non-linear problem with fractional p-Laplacian
Raiil Sdnchez A. * ua Cesar Torres L. f
Received, Feb. 02, 2018 Accepted, Oct. 20, 2018

DOI: http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2018.02.03

Resumen
Se estudia la existencia de solucion débil para un problema no lineal con el operador p-Laplaciano fraccionario
para el caso donde el orden de la derivada fraccionara es + < a <1, 1 < qg<p—1con 2 <p <
00, luego usando el método de minimizacion llamado Variedad de Nehari y su importante relacion con los
Fibering Maps, los cuales se definen de la forma t — Jy(tu), donde J)y es el funcional asociado al problema no
lineal a estudiar, se obtiene el resultado principal.
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Abstract
We study the existence of weak solution for a non-linear problem with fractional p-Laplacian operator for the case
where the order of the fractional derivative is Loac<l 1< q <p-—1with 2 < p < oo, then using the
minimization method called Nehari Manifold and its important relationship with the Fibering M aps, which
is defined in the form t — Jy(tu), where J) is the functional associated to the non-linear problem to be studied,
the main result is obtained.
Keywords. Fractional Calculus, Nehari Manifold, Fibering Maps

1. Introduccién. La idea de generalizar la nocion de derivada de orden entero para derivadas de orden no
entero, surgio con el nacimiento del propio Cdlculo Cldsico. Fue el propio Leibniz al inventar la notacion % f(a),
y posiblemente por un simple deseo de jugar con los simbolos, lo que motivo, en 1965, al Marqués de L’ Hopital
a preguntarle ;Qué sucederia en el caso de ser sustituida n por %? Leibniz respondio de modo intuitivo que estd
aparente paradoja permitiria en el futuro extraer interesantes consecuencias [22,23]. Mds adelante alcanzé una
estructura matemdtica convincente gracias a la contribucion de matemdticos de renombre como Riemann, Liou-
ville y Abel. Fue Abel quien por primera vez aplico el cdlculo fraccionario en fisica, al solucionar una ecuacion
integral que se origind en la formulacion del llamado problema de la Tautocrona y hasta el siglo XIX fue un asunto
que solo trataron algunos eminentes matemdticos, tales como Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann y Abel,
entre otros [27]. Este formalismo matemdtico encuentra aplicaciones en dreas como viscoelasticidad, electronica,
reacciones quimicas y biologia [21]. Actualmente existen gran cantidad de publicaciones con aplicaciones del
cdlculo fraccionario en viscoelasticidad, mecdnica cudntica , biologia, semiconductores, propagacion de ondas
electromagnéticas y materiales [7, 14, 15, 17, 25, 31], también se relaciona con los fendmenos de transporte por
conveccion-difusion cuya importancia ha si sido reconocida en muchos campos de la ingenieria y las ciencias
aplicadas [2], por ejemplo investigaciones importantes de vertidos de contaminantes en rios, almacenamiento
geologico profundo de residuos nucleares, problemas en biologia marina, intrusion de sal marina en un estua-
rio, problemas en ingenieria agricola como puede ser la prediccion del movimiento de pesticidas y fertilizantes a
través del suelo [1,9, 10, 13,18, 19].
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El planteamiento de los métodos variacionales es encontrar soluciones de un determinado problema de fron-
tera mediante la biisqueda de los puntos criticos de un funcional de energia definido en un espacio de funciones
apropiadas, para luego demostrar que son soluciones débiles del problema planteado y con la teoria de la re-
gularidad se puede obtener souciones fuertes. Torres [26] estudia la existencia de solucion para un problema de
Dirichlet con derivadas fraccionaria mixtas obteniendo existencia de soluciones no triviales utilizando los méto-
dos variacionales y el teorema del paso de la montaria, asimismo, Chen et al. [3] estudian un problema de frontera
con derivadas fraccionarias usando la teoria de puntos criticos y Meilan et al [ 16] estudian existencia de solucion
deébil a través del método de la variedad de Nehari y el teorema Arzela-Ascoli, lo frecuente en estos estudios es
reducir el problema de existencia de soluciones a uno de busqueda de puntos criticos de un funcional de energia.

Motivado por las investigaciones antes mencionadas y en particular por el estudio de Meilan at al [16],
se pretende contribuir con el desarrollo de esta nueva drea en la teoria de ecuaciones diferenciales fraccionarias
proponiendo estudiar una ecuacion diferencial con derivada fraccionaria para el caso unidimensional formulando
ast el siguiente problema:

(1.1) D (| o Du()P~* 0 Dgu(z)) =
u(0) =

Nu(2)|P~2u(z) + b(x)u(z) | u(x), Yo € [0, A]
u(A) =0

Donde: % <a<ly l<qg<p—1con 2<p<ooyD®denotalas derivada fraccionaria de Caputo [6],
b(x) es una funcion no negativay b € L (Q).

El problema no lineal ha sido ampliamente estudiado, tanto en el caso estacionario y de evolucion en el
tiempo por Meilan et al [16] y un problema similar es estudiado por Drabek et al [5], Meilan et al [16] estudiaron
la existencia de soluciones débiles para el caso entero del problema (1.1), y luego estudiaron el problema no
estacionario con derivada temporal fraccionaria. Pero el estudio matemdtico de existencia de soluciones débiles
para la derivada espacial fracionaria no ha sido estudiado, por lo que se abordard en éste articulo. Lo cual es
importante porque permite en un proximo trabajo estudiar existencia de solucion débil de la ecuacion diferencial
asociada al problema (1.1), que seria de tipo parobdlico con variable temporal y espacial fraccionaria.

Este documento estd organizado de la siguiente manera. En la seccion 2 se presentan los conceptos de in-
tegral y derivada fraccionaria, espacio fraccionario, definicion y propiedades la V ariedad de Nehari y los
Fibering Maps. En la seccion 3 se demuestra el teorema obtenido como resultado principal.

2. Preliminares.
En esta seccion, se establece las definiciones bdsicas del cdlculo fraccionario que usaremos mds adelante siguien-
do el objetivo del documento.

Definicion 1. Sea u una funcion definida en el intervalo cerrado [a,b]. La integral fraccionaria de Riemann-
Liouville por la derecha y la izquierda de u de orden o € R para la funcion u son definidas por: o Ifu(t) =

ﬁ f:(t —5)* u(s)ds y Jou(t) = ﬁ j;b(s — )2 Lu(s)ds

Definicion 2. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o € RT por la izquierda y de-
recha para la funcion u, denotadas por ,Dgu(t) y D u(t), respectivamente, son definidas por: D u(t) =
A I u(t) y o Dgu(t) = (—1)" 4= I *u(t), sabiendo que: oIfu(t) = ﬁ fat(t —s)* lu(s)ds; ne
N, t€fa,bjyn—1<a<n.

Definicion 3. La derivada fraccionaria de Caputo de orden o € R por izquierda y derecha para la funcion
u, denotadas por D u(t) y ¢ Dgu(t), respectivamente, son definidas por

Nk (a
cDifu(t) = oDy [u(t) — Z k(! )(t - a)k] (por la izquierda)
k=0
n—1 uk
¢Diu(t) = +Dy lu(t) - k('b) (- t)k] (por la derecha)
k=0

en particular, si o € (0, 1) se tiene ¢ DY u(t) =, D (u(t) —u(a)) y §Dgu(t) = Di'(u(t) —u(a)) Las derivadas
fraccionarias de Caputo se definen a través de las derivadas fraccionarias Riemann-Liouville [26, 32].

Teorema 1. Sean € Nyn — 1 < a < n. Si u es una funcion definida en [a, b] para lo cual las derivadas
fraccionarias de Caputo {Dyu(t) y ¢Dgu(t) de orden o ambas existen con las derivadas fraccionarias de
Riemann-Liowville ,Dgu(t)y +Dyu(t), entonces,

¢ Diu(t) = oDffu(t) — € [a,b], (por la izquierda)

ey U
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n—1 k
c o _ @ u (b) k
Dy u(t) = +Dyu(t) ,;,0 Th—atl) (b—1t)" , tela,b], (porladerecha)

En particular, cuando 0 < o < 1, se tiene

uk a
aDiu(t) = oDiu(t) — F(k—(a)+1)(t —a)f , telab]y
u*
tDyu(t) = «Dyu(t) — F(k:(olj)Jrl)(b -t teab]

Demostracion: Para la demostracion ver [26] 1
Lemal.Sea 0 < o < 1,1 < p < oo. Para cualquier v € LP[0,T), se tiene

(0%

t
2.1 Il ol ull Lo, < m\\uﬂm[o,t], para todo & € [0,t], t € [0,T

Demostracion: Ver demostracion en [26]. 0
Teorema 2. Propiedades de la integral fraccionaria de Rimmann-Liouville.
(1) Tenemos 12 (,I7) = I8 y tI,‘j‘(tIf) = tI;)Hﬂ, Va,8 >0
(2) La inversa a izquierda. Sea v € L'[a,b] y a > 0,

oD (I u(t)) = u(t), ctp. telab] y Dy Iiu(t)) =u(t), ctp. tE€]la,bl.

(3) Paran — 1 < « < n, si las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville o D{u(t) y + Dyu(t), de la
funcién u son integrables sobre [a, b], entonces

- a o . —a (t — a)a—k
oI (o Dfu(t)) = u(t) — ;[aftk U(t)]t:am7
n _1\n(}p _ H\o—k
EDRu) = ) - St s T OO
k=1

parat € [a,b]
(4) Integracion por partes: f; [oI2u(t)]v(t)dt = f; u(t) JIgv(t)dt, o > 0, siempre que
u € LP[a,b], v € LYa,b]yp > 1, quy%+%<1+aép7é1, q#ly%Jré:lJra

b b
/ [a Dfu(®)|v(t)dt = / u(t) {Dyv(t)dt, 0<a<l,

siempre que las condiciones: u(a) = u(b) =0, u' € L*®[a,b], v € L'[a,b] ¢
u(a) = u(b) =0, o € L®[a,b], wu € L'[a,b], se cumplan.

(5) Sea 0 < % < a < 1lyu(x) € Lf[a,b], entonces o I*u(t) es Holder continua sobre [0,T) con exponente
o — % y t1_1'>%1+ olfu(t) = 0. Consecuentemente, oI u(t) puede ser extendido continuamente por 0 en
xz =0.

Demostracion: Para la demostracion ver [32] 1

2.1. Espacio de derivadas fraccionarias. Se considera el Lema 1 y resultados de [26, 32]. Para cualquier

1 1
t P T P .
ullirion = (Jy luts)Pds) " ulleo = (f5 fu()lPds)” y oo = i (o).

Definicion 4. Sea 0 < a < 1y 1 < p < oo. El espacio de derivadas fraccionarias E;'" es definido por
Eg? ={ue LP[0,T): ¢Dfu e LP[0,T], u(0) = u(T) =0} = C’go[O,T]”'”a’p. Donde ||u|.p es definida por

tel0,T]yl1<p<oo

T T
2.2) 2, = / lu(t)Pdt + / | o DSu(t)|Pdt, Yu € ESP
0 0

Observacion 1. Para cualquier u € Eg°*, observando el hecho de que u(0) = 0, tenemos ¢ Diu(t) = ,Dfu(t),t €
[0, T, segiin Teorema 1.
Demostracion: Para la demostracion ver [32]. 0
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Proposicion 1. Sea 0 < a < 1y 1 < p < occ. El espacio derivado fraccionario E5** es un espacio de Banach,
separable y reflexivo.
Demostracion: Para la demostracion ver [11]. 0
Lo siguiente son propiedades del espacio fraccionario E;".

Lema2.Sea 0 < « < 1y1 < p < oo. Para cualquier u € LP|0, T tenemos

tO(

(2.3) HOI?U”LP[O,t] < m

Hu||Lp[O,t]7 para & € [0,¢t], t € [0,T).

Demostracion: Para la demostracion ver [11]. 1
Proposicion 2. Sea 0 < o < 1y 1 < p < oo. Para todo u € EG"*, tenemos

[e3%

24 l[ullzr <

——||o DY P-
= P(OZ-’-].) ”0 tu”L

Sia>1y%+%:1,enmnces

Ta—1/p
(2.5) [uloo <

= o)~ g + e P

Demostracion: Para la demostracion ver [12]. 0
Observacion 2. De acuerdo a la Proposicion 2 se tiene que la norma ||.|| go» del espacio fraccionario EgP

1/p
es equivalente a la norma |lo D u(t)||». Esto es [[u| go-r = [loDfu(t)||r = (fg |0D§‘u(t)|pdt>

Demostracion: Para la demostracion ver [28] .0
A partir de ahora denotamos |.|| ga-» como ||.|[ap -
Observacion 3. Por otra parte de (2.5) tenemos

Ta—1/a D - Ta—1/a
Su(t
@)@ D+ e PO = R T
es decir Ey°P estd inyectado continuamente en C0,T) para o > %

Demostracion: Para la demostracion ver [32]. 0
Proposicion 3. Sea 0 < a < 1y 1 < p < co. Asumamos que o > % y la sucesion {uy,} converge débilmente

ug — Ul|oo — 0, k& — 0.

[ulloo < T ||0Dgu(t)“a7p

auen ESP, ie, u, — u. Entonces uy, — u en C[0,T), ie,
Demostracion: Para la demostracion ver [12]. 00

Teorema 3. Sea o € (0, 1), entonces la inyeccion continua EG'" — LP[0,T) es compacta.
Demostracion: Para la demostracion ver [26]. 0

2.2. Problema No Lineal. Consideremos el problema:
+DF(| o Dgu(a)P~? o Dgu(z)) = Alu(@)[P"*u(z) + b(z)|u(@)|"  u(z), Yz € [0, A]

(26) u(0) =u(A) =0

Donde: % <a<ly l<g<p—1con 2<p<ocoAsiparacadau € E;"*, el problema (2.6) tiene como
funcional asociado

1 A 1
2.7 In(u) = 7/ | o DY u(z)|Pda — 7/ |u(x)|Pde — —— b(x)\u|q+1dz
@D D Jio,A] 0 D J[0,A] q+1 Jpna

Diremos que u € Eg'* es solucion débil del problema (2.6) si

Ji(u)v = / loD%ul|? ™2 D% ug DS vda — )\/
(0,A]

|u[P~2uvdx — / b(x)|u|" fuvds = 0
[0,A] [

)

a,p
para todo v € Ey*.
Consideremos el problema de autovalores asociado al operador p-Laplaciano fraccionario dado por

DR (| oDgu() =% oDy u(@)) = Mu(@)["u(x), parax € [0,A]
28) { u(0) = u(A) =0,

A [e3
I loDRu(@)Pde

2.9) Note que, \1 = m
wely” [ fu@)rde

u#0. Ver[29]

Lema 3.
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(i) Suponga que \ < \i; entonces J es acotado inferiormente en Ej°".
(ii) Si A > A1, entonces Jy no es acotado inferiormente.
Demostracion:
(i) De acuerdo con (2.9) se tiene que: Ay [, yy [u(z)[Pdz < [ 5 loDgu(@)Pdz

luego, / oD% u(x)[Pdz — A / (@) Pdz > (A1 — \) / ()P
[0,A] [0,A] 0.A]

1
u(x)|Pde — —— b(x)|u(x)| dx
[ s =g [ b

(A=)

J)\(u) > »

Como b € L™ se tiene que Jy(u) > %()\1 -A) f[o,A] \u(x)|pd;v—% f[O,A] |u(z) |+ dz, luego aplicando
desigualdad de holder sabiendo que 1 <q<p—1y 12; < %} <lyl- (%1) > 0, se obtiene que

J/\(u) >

hSH R

(A=) / |u(x)|Pdx — qil|[0,A]|1—(q+1)/p (/ |u($)pdx) (a+D)/p

Por lo tanto, Jy es acotado inferiormente en Eg‘ P euando X < \1.
(ii) Ahora si X\ > \1. Sea ¢ la eigenfuncion asociada al autovalor principal A1, esto es (¢, A1) es una solucion
de (2.8) y u # 0, entonces

o _ JoloD2o(@)rdn
1= A
Jy 10(x) Pz

Procediento de igual forma que (i) y tomando el limite a Jy(t¢1) cuando t — oo se tiene

(2.10)

A1 A 1
lim J (¢ = l{m |¢]? | 2= Pl — =2 Py — —— = b atlyg
Jim Ty (tgr) = I [¢] [p /[,A} |¢1[Pdx p/[J\] |61]7dz (q + D)tr—@+D /[OA] (z)[¢1] 951

se obtiene que tliglo Jr(te1) = —o0, por lo tanto Jy no es acotado inferiormente en E".
a
2.3. Variedad de Nehari. Consideremos el siguiente subconjunto de Ej"*
Ny ={ue Ey": (J\(u),u) = 0,u # 0}
denominado Variedad de Nehari, donde ( , ) denota la dualidad usual. Observe que si u es un punto critico

del funcional J), esto es J' \(u)v = 0 para todo v € E;"" entonces u € Ny. Asi, diremos que u € Ny, si'y solo si
satisface f[o ap LoD u(@)[Pda — )\f[o ap lu(@)[Pdz — f[o A b(z)|ultde =0

Proposicion 4. [4] El conjunto N) es no vacio y es una subvariedad de Eg™".

2.4. Operador Fibering Maps. Consideremos las funciones reales de variable positiva de la forma: ¢.,,(t) :

t — Jx(tu) (t > 0), estas funciones se conoce con el nombre de Fibering Maps y son denominados asi por
Drabek y Pohozaev [5]. Asi para cada u € E;°" se tiene

2.11 Pu(t) = Jx(tu) tp/ (| oDgul? = Aul?) d tq+1/ blu|7d

. W(t) = u) = — Sul? — MulP) dx — u x

2.11) A P Jio,] 0 q+1 Jjoa

2.12) ol(t) = 1771 / (| oD2u(@)|? — Alu(z)[?) dx — 19 / b(a)u(z) " de
[0,A]

3

(2.13) $u(t) = (p— 1)tr> /[O R (| o DZu(x)|” = Alu()|P) dz — qt*~ /[0 R b()|u(x)|"* dz

El siguiente lema es decisivo en la relacion entre la V ariedad de Nehariy los Fibering Maps, pues garantiza
una correspondencia entre los puntos criticos de ¢,, y los elementos de Ny.
Lema 4. Sea ¢,, el operador definido en (2.11), con cont > 0y seau € Eg'*, entonces:
(i) u € Ny siysolosi ¢, (1) =0
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(ii) Mas generalmente tu € Ny siy solo si ¢!, (t) =0
Demostracion:

(i) ¢,(1) = [io.u) | oD5u(@)[Pda = X fig o lu@)Pda — [, 5 b@)|ul"de = T} (u)u
(ii) Veamos primero (<)

0=a,0 =0 [ oDzl ~Xu@yde 0 [ s

[0,A]

0=tP /[0 R (| o D2u(z)|P — Nu(z)|P) dx — t7H1 /[0 R b(x)|u(x)|" M dx = J, (tu)tu

(=) Como tu € Ny se tiene

0= J§(tu)tu = tp/ (| o D2u(x)|P — Nu(z)|P) da — t7H1 / b(x)|u(z)|9 dx
[0,A] [0,A]

0 = J} (tu)tu = tpfl/

(| o Dgu(z)|P — Mu(x)|P) dxftq/ b(x)|u(x)|" M dx = ¢!, (t), cont > 0
[0,A]

0,A]
0

De esta forma, se sabe que u € Ny, siy solo si, ¢!, (1) = 0y es natural dividir la V ariedade de Nehari en
tres conjuntos disjuntos. Note que, de (2.12) y (2.13), se tiene

.14 S0 =t -0 —d [ el e
(0,A]
yecomot >0yl <q<p-—1,setiene, §i(t) >0 < fOA] x)|u(z)]9 dr > 0
Pu(t) <0 & b(x)u(z)|9de <0, y ¢ll(t) =0 < b(x)|u(x)|"de =0
[0,A] [0,A]

Se puede entonces definir de Ny tres conjuntos como: Ny = {u € Ny : [b(z)|u(z)|7" dz > 0}

Ny = {u € Ny : /b(x)|u(;v)|q+1dx < 0} y Ny = {u € Ny : /b(x)|u(m)\q+1dx = 0}

N ;“ , Ny Ng que corresponde a los puntos de minimo local, mdximo local y de inflexion de ¢,, respectiva-
mente.
El andlisis del comportamiento de ¢, es en relacion al signo de:

u) = “u(z)|P — Mu(z)|P)dx u) = 2)|u(x)| T de.
R(u) [07A1<|0Dm<>| Au()|P)de y B(u) /[M]m ) u(z)|T+d

Seau € Ey°P y si ¢, (t) = 0 se concluye que:
(i) Si R(u)y B(u), tienen el mismo signo, entonces ¢,, tiene un tinico punto critico, luego se despeja t:

;o f[O,A] b(z)|u(z) | dx [=en]
‘o f[o,A](| oD2u(z)|P — Au(z)[P)

Ast, este punto critico es un minimo cuando t,, € N; siy solo si B(u) > 0y es es un mdximo cuando
tu € N, siysolosi B(u) < 0.

(ii) Si R(u) y B(u), tienen signos opuestos, entonces ¢, no tiene puntos de inflexion, por esta razon no hay
muiltiplos de u en Ny.

Por lo tanto si definimos: L (\) = {u € Byt lull =1, f[o,A] (| o DGu(z) P — Mu(x)[P) dz > 0}

B, = {u € B =1 f[0A x)|u(z)|9 dr > O} Andlogamente, se define L_(\), Lo(\), B_ y By al
reemplazar “> 0" por “< 0” ¢ “= 0". Segiin sea apropiado, se tiene lo siguiente:
(i) Siu € Li(\) N By, entonces t — ¢y, (t) tiene un minimo local t = t,, y t,u € Ny.
(ii) Siu € L_(\) N B_, entonces t — ¢,,(t) tiene un mdximo local t = t,, y t,u € N, .
(iii) Siu € Li(N\) N B_, entoncest — ¢,,(t) es estrictamente creciente y ningiin miiltiplo de u esta en Ny.




160 Raiil Sanchez et al.- Selecciones Mateméticas. 05(02): 154-163 (2018)

(iv) Siu € L_(X)N By, entonces t — ¢y, () es estrictamente decreciente y ningiin miiltiplo de u esta en Ny.
El siguiente lema garantiza que un punto critico, u € N, del funcional J) restringido a la V ariedad de Nehart
tal que u ¢ NY es en realidad un punto critico en Ej'F.

Lema 5. Suponga que uy € Ny es un punto local mdximo o punto local minimo para Jy en Ny, y que
ug & NY; entonces ug es un punto critico de Jy, es decir J(ug) = 0 en (Eg°P)*. Demostracion: Si ug es un
punto local minimizante para Jy en Ny, entonces ug es una solucion de: Minimize Jy(u) sujeto a ry(u) = 0,
donde ry(u) = f[O,A] (| o Dgu() [P — Au(z)|P — b(z)u(z)t) dz

de ahi, por la teoria de multiplicadores de Lagrange, existe . € R tal que

I3 (uo) = pri(uo), en (EgP)".
De esta manera,
(2.15) (I3 (o) ,u0) pa-r = p{r (uo) , uo) v

puesto que ug € Ny, se tiene (J} (ug) ,up ) =0y

(rA(uo), uo) g v = p V{ (Lo Dzuo(@)|” = Aluo(2)”) dfﬂ] - (qul)/[A ]b(fv)lu()(x)lq“dff

0,A]

(ra(uo), uo)pgr = (p— g —1) l/[/\ ]b(%)lw(x)lq+1

luego, siug ¢ N3,y (rh(uo), uo)x # 0y por (2.15) la tinica posibilidad es . = 0. Esto completa la prueba. 0

2.5. Propiedades de la Variedad de Nehari. En esta seccion, vamos a discutir el rol fundamental que desem-
peiia la condicion L_(\) C B_ en la determinacion de la naturaleza de la V ariedad de Nehari. Cuando \ < Ay,
f[O,A] (| oDGu(x) P — ANu(z)|P) dx > 0, para todo u € Eg* y Ly(A) = {u € Eg" : |lul| =1} y L_(A\) =0
, Lo(A) = 0, cuando A = Ay, se tiene L_(\) = 0, Lo(A\) = {¢1} y cuando X\ > X1, L_(X) se convierte en no
vacio y se hace cada vez mds grande a medida que A aumenta.

Teorema 4. Suponga que existe A\ tal que, para todo \ < A L_(\) C B_. Entonces, VA < A\, se cumple que

(i) Lo(A) € B_yasi Lo(A)NBy=10.

(ii) N{, es acotado.

(iii) 0 ¢ N,y Ny es cerrado.

(iv) Ny NNy =0.

Demostracion: Para la demostracion revisar [16] 0

Teorema 5. Suponga que existe \ tal que, para todo \ < Y L_()\) C B_. Entonces, VA < A\, se cumple que

(i) Jx es acotado inferiormente en N )\+

(ii) g}l\fi Jx(u) > 0, a condicion de que N es no vacio.
uCiVy

Demostracion: Para la demostracion revisar [16] 0

3. Resultado.

Teorema 6. Supongamos que L_(\) C B_()\) para todo A < \; entonces YA < A
(i) Existe un punto minimizante para Jy en N ;r
(ii) Existe un punto minimizante para Jy en N, siempre que L_(\) es no vacio.
Demostracion:
(i) Por el Teorema 5, Jy es acotado inferiormente en N;’, por definicion de infimo, existe {u,,} C N;‘ una
sucesion minimizante tal que 1im Jy(uy,) = inf _y+ Jy(u) < 0.
n— 00 ueNy

1 1
_ +1 1 1 1
Como, Jy(uy) = (p - q—&—l) /[0 R b(x)|un | dx, con (; - ﬁ) <0y f[o,A] b(x)|vol9t dz > 0
para todo n, se tiene Jy(u,) < 0, ademds, por la parte (ii) del Teorema 5, Ny es acotado, de ahi
suponga w, — ug en EG°P y u, — ug en LT[0, A]).

Luego f[O,A] blug(x) | dr = lim,, o0 f[O,A] blu, (z)]|9T dx > 0y asi Yo By, por lo tanto

[[uol|
1 1

) = (5= 7575 /M b un ()] 7.



Raiil Sénchez.- Selecciones Matematicas. 05(02): 154-163 (2018) 161

Por Teorema 4, Lo(A\) C B_, L_(\) C B_ y B_N By = 0. Asi, —— € L. (\) N By y por resultados

anteriores se obtiene que ¢, tiene un vinico minimo en t(ug) tal que t(uo)uo € NY. Ahora, demostrar
que ug estd en la Variedad de Nehari. Para eso, supongamos w,, - ug en Eg‘ P entonces

/[ ](\ 0D ug ()P — A 0 DguplP)dx < lim (| 0Dgunl? — Al 0Dyun|P)dx
0,A

n— o0 [0,A

i [ blup(2)] " da = / b(@) o ()| dar
]

n— o0 [0,A

1
Jio.a) (@) |uo (@) do 1 ptey
>1

tant t =
Yy por tanto, (uo) [f[o,A] ODqu( )‘p_)\|u0(gj)|p)dx

(o) = / (| oD uo ()P — Al oD uo|?)dzx — / b(a) o ()7 de
[0,A]

3.1) [0,4]
< lim (| o Dgunl? — Al 0 Dgun|P)dx —/ b(:z:)|un(x)|q+1dx = lim Jy(up)

Como ¢, tiene un tinico minimo en t,, tal que t,,uy € Ny, se sigue que

Pup (tug) = Ir(t(uo)uo) < duy(t), Vit €RT,

en particular vale la desigualdad parat = 1,
(3.2) Ix(tug (uo)uo) < Jx(uo)

Luego por (3.1) y (3.2), se tiene que Jx(t(ug)ug) < Jx(ug) < lim In(un) = infueN; Jx(u) lo cual es

imposible, pues t,,ug € N;. Por lo tanto u,, — ug en EP y asi ug € N3, luego, se sigue que ug es un
punto minimizador para Jy en N;'.

Por otro lado Jx(u) = Jx(|u]) y podemos asumir que ug es no negativo en [0, A], por lo tanto Jy(ug) <
0, ug es un punto minimo local para J\ en N ; . Sigue del Lema 5 que ug es un punto critico de J y asi
es una solucion débil del problema de contorno (2.6).

(ii) Sea {u,} C Ny una sucesion minimizante para Jy en N, , luego de el Teorema 5, se tiene que
lim J)\(un): inf J)\( )
n— o0 ue /\
00, cuando n — oo.

Tomemos v, = ——

, siendo, {Jx(uy)} acotada, se sigue que {f[o Al (| 0 D&y ()|P — )\|un(x)|l’)dx}

{f[o Al |un )|q+1)dx} son acotadas 'y por eso
lim (| 0 DZvp ()P — Avn(2)|?)dz = lim b(x)|vy, ()9 da

1
= lim 7/ b(x)|up (x)|"dz = 0
n=00 [[un P /i a]

Como {v,} es acotada se puede asumir v, — v en Eg"Y y v, — vg en LP([0,A]) y en LIT1([0, A]),
de modo que fo 0.4 b(@)[vo (@ ) dx = 0. Si v, — vg en EGF, vemos que vy € Lo()\) N By lo cual es

imposible; por la parte (i) del Teorema 4. De alli v,, - vy en Eg'? se tiene que fo 0,A] ODO‘UO( )\p —
Mg (2)|P)dr < limy, oo f[o A]| 0D%vp (z)|P — Mop(z)|Pdz = 0 Por lo tanto, vg # 0y H ”

L_(X\) N By, lo que es imposible nuevamente. Asi {u,} es acotada y por eso se puede asumir que
up, — ug en By y up, — ug en LP([0,A]) y en LITY([0, A]). Supongamos que w,, - ug en Ey°?
Entonces

-1
1 1
b(x)|ug(z)|T  de = lim b(z)|wy ()| de = (—) lim Jy(u,) < 0;
/[O,A] (@)iuo(e) n—oo Jig A] (et p o oqg+1l/) noeo o)
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/ MWWMLNWMWwdm/ (| 0Dt ()P — At ()|}
[0,A] [0,A]

n—oo
= lim b(x)|un (x)| 1 de = /b(x)\uo(x)\q+1dx <0
Por lo tanto ”Z—O” € L_(A\)NB_(\) yasi t(ug)ug € Ny, donde
0
1
b(x)|uo(x)|q+1dz p—(a+1D)
t(ug) = Sy <1

Jrom (0D uo(@)P — Alug()[P)da

Ademds, t(uo)u, — t(ug)uo, pero t(uo)un, = t(ug)ug en Ey°F, luego Jy(t(ug)ug) < Um Jx(t(ug)un).
n—oo
Como el operador t — Jy(t(uy,), alcanza su mdximo ent = 1
lim Jx(t(uo)uo) < lm Jx(un) = inf Jy(w)
Por lo tanto, Jy(t(ug)ug) < fnfueN; Jx(w), lo cual es una contradiccion. En ese sentido, u, — ug en

EgP y se sigue que ug es un punto minimizador para Jx(u) en N .

Desde que Jx(u) = Jx(|u|), podemos asumir que uq es no negativo en [0, A]. Dado que N, es cerrado
ug es un punto minimo local para Jy en N)y. Sigue del Lema 5 que uq es un punto critico de Jy, y asi es
una solucion débil de problema 1.1.

4. Conclusiones.
En este articulo, se discute la existencia de solucion débil para un problema no lineal con el operador p-Laplaciano
fraccionario, definido en un adecuado espacio de funciones con sus respectivas propiedades. Primero se analiza
el comportamiento del funcional asociado al Problema (1.1) para luego utilizar la importante relacion entre la
Variedad de Nehari y los Fibering Maps y estudiar las propiedades de la V ariedad de N ehari que permiten
demostrar Teorema 6 que asegura el resutado principal.
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