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Resumen

El objetivo de este escrito es dar una vision sobre una fundamental drea del andlisis moderno, como es el andlisis
de Fourier, el cual estd enfocado en algunos aspectos historicos, pero damos algunos argumentos analiticos de
facil comprension. Creemos que este andlisis no es bien conocido en nuestro pais, menos en el enfoque con que
damos a este escrito; por otro lado, la presentacion dada es sobre aspectos cldsicos de la teoria de Fourier.
Palabras claves. Series de Fourier, Series trigonométricas, Cuerda vibrante, Dirichlet, Lebesque, Distribuciones.

Abstract

The ain of this paper is present a vision of an essential field of the modern analysis like it is the Fourier analysis. we
focus on some historical aspects and then we explain the analytical arguments that are accessible to understand.
We think this subject is not very well know in Peru, our country, especially inthe way we address this subject. By
the other hand, this text is about the classical aspects of the Fourier theory.

Keywords. Trigonometric Fourier, Trigonometric Series, string Vibration, Dirichlet, Lebesgue, Distributions.

FIGURA 1.1. Fourier

1. Introducciéon. Nos proponemos presentar una vision histérica de las series de Fourier, la cual ha influen-
ciado poderosamente en el desarrollo del andlisis moderno, motivando el surgimiento de fundamentales teorias,
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que a su vez contribuyeron a la matematica en general. Una teorfa alcanza la dimensién de lo perdurable cuando
conjuga admirablemente el mundo concreto con el mundo abstracto. Asi fueron las obras de Arquimedes, Newton,
Gauss. Por su trascendencia en su época, y por las proyecciones que tuvo, la obra de Fourier estd en lo perdura-
ble. El enfoque de nuestra presentacion es cldsico; sin embargo, diremos que la teoria sigue siendo cultivada en
contextos que involucran nuevas teorias e ideas, las que fueron creadas en las dltimas décadas.

Los siguientes graficos nos dan una idea del valor de las series de Fourier.

En 1807 Fourier afirmé que: “Una funcién periddica arbitraria puede expresarse como una combinacion lineal
de senos y cosenos”.

Esa afirmacién es de por si temeraria considerando que en esa época el andlisis matematico no era riguroso;
muchas ideas basicas, como la de funcién, continuidad, ... no tenian la claridad actual. Pero, ;Cudl fue la motivacién
de tal declaracioén?... Un problema de la fisica!
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FIGURA 1.2. Mapa del uso de la series de Fourier

2. La Cuerda Vibrante. La historia comienza mas o menos a mitad del siglo XVIII. Fue el estudio de un
problema de la naturaleza, el problema de la cuerda vibrante, el que llevé a una ecuacién diferencial parcial de
tipo hiperbélico (usy — ?u,, = 0, donde ¢ es una conveniente constante), cuya solucién es de la forma de una
serie trigonométrica. Ademas, este problema llev6 a una interesante polémica sobre la naturaleza de la funcién
a considerarse. En esta primera etapa se tienen los trabajos de d’Alembert (1717-1789), Euler (1707-1783), E.
Bernoulli (1700-1782), Lagrange (1736-1813), y naturalmente los de Fourier (1768-1830).

Veamos el argumento de la cuerda vibrante. Consideremos una cuerda de longitud L, que asumimos fija en
sus extremos, y que en su estado de reposo coincide con el eje x. Asumamos que la cuerda es flexible, es decir,
que no ofrece resistencia al ser doblada. Asi mismo, asumimos que las particulas de la cuerda se mueven solo en
la direccién del eje u, esto es, consideramos vibraciones trasversales. La tension de la cuerda es siempre en la
direccién de la tangente, y la pendiente en cualquier punto de la cuerda desplazada es pequefia comparada con 1.

Partiendo de su estado de reposo, la cuerda es perturbada y vibra trasversalmente. Estudiemos estas vibracio-
nes, esto es, determinemos la ecuacién del movimiento que describa la posicion u(z, t) de la cuerda en el tiempo
t, posterior a la perturbacion dada. En el grafico mostramos una pequefia porcién de la cuerda desplazada, es la
porcién As comprendida entre z y « + Ax; u(x,t) representa el desvio de la particula en el tiempo ¢. Con p(x)
representamos la densidad lineal de la masa, y pAs representa la masa existente en la porcion As de la cuerda.
T designa la tension de la cuerda en los puntos extremos de As. De esta manera, la fuerza actuando en la direc-
cién vertical es T'senf — T'sena. Entonces, por la segunda ley de Newton (fuerza = masa x aceleracion), tenemos
Tsenf — Tsena = (pAs)ug:. Ahora observemos, desde que la pendiente de la cuerda desplazada es muy pe-
quefia, que As ~ Azx. Asi mismo, considerando que los dngulos o y 5 son pequefios, podemos tomar sin « ~ tga
y sin 8 ~ tgQ.

De esta manera la anterior férmula la podemos escribir en la forma

Az

p
tgh — tgaw = ——
98 g T Utt,
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FIGURA 2.1. Elemento de cuerda
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Uy (x + Az, t) —ug(x,t)  p
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Az T

Tomando limite, cuando Ax — 0, se obtiene

_ 4 2 _
Ugy = Tutt 0 Uy — Uy, =0,

(con ¢? = %), la que es llamada la ecuacién de la onda (unidimensional). [Remarcamos que u, = g—g, etc.].

Como hemos asumido que los extremos de la cuerda estdn fijos, tendremos las condiciones de contorno o
frontera, u(0,t) = u(L,t) = 0 para ¢t > 0. Asi mismo nos interesa asumir el desplazamiento inicial de la cuerda
u(z,0); y el modo de como la cuerda es dejada en tal posicion, u;(x,0). As{ mismo asumimos las condiciones
iniciales

u(z,0) = f(z), para0 < x < L; ut(x,0) = g(z), para0 <z < L,

donde f(x) es el desplazamiento inicial y g(z) es la velocidad inicial de la cuerda. De esta manera surge el
siguiente problema mixto (informal): determinar u(x,t) que satisfaga

Ut — CUugy =0, O<x<L,t>0,
u(z,0) = f(x) condiciones
@1 u(x,0) = g(x) iniciales,
u(0,1) =0 condiciones de
u(L,t) =0 contorno.

3. Solucién Del Problema Mixto (2.1). Remarcamos que trabajaremos informalmente, esto es, sin necesa-
riamente explicar algunos pasos analiticos. Usaremos el método de separacion de variables; asi asumamos que la
solucién del problema es de la forma u(x,t) = X (x)T'(¢), la que substituida en la ecuacién de la onda nos da

X"(z) 1T"()

X@1"() = X (@)1 6 W = e T =

donde asumimos X (z) # 0y T'(¢t) # 0. Luego obtenemos las ecuaciones diferenciales ordinarias
X"x) = AX(x) =0 y T"(t) - \*T(t) =0.

Ahora miremos a las condiciones de contorno u(0,t) = 0 = u(L,t), entonces 0 = u(0,t) = X(0)T(t) y
0 = X(L)T(t), de donde concluimos que X (0) = 0 = X (L). Asi podemos formular el problema

X"(x)+XX(z) =0
X(0)=0
X(L) = 0.

Para resolver esta cuestion consideremos los casos A > 0,A =0y A < 0.
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Si A > 0, la soluci6n de la ecuacion X" (z) + AX (z) = 0 es de la forma X (z) = ae~V>* + beV>*_ siendo a
y b constantes. Por otro lado, por las condiciones de contorno

0=X(0)=a+b=X(L) =ae V' + bV,

de donde a = b = 0. Asi X (x) = 0 es la solucién (trivial) del problema.

SiA =0, X"(z) =0implica X (x) = a + bx,de donde 0 = X(0) =ay 0= X(L) =0+ bL, luego b = 0.
Nuevamente X (z) = 0 es la solucién del problema.

Si A < 0 (caso interesante), la solucién general de la ecuacién es de la forma

X () = acos VAx + bsenV Az,
de donde 0 = X (0) = a,0 = X (L) = bsenv/AL. Luego, si b = 0 tenemos la solucién trivial X (x) = 0. Sib # 0,

senV/ AL = 0, luego VAL = nm, n = 1,2,3, ..., que podemos escribir mas correctamente como VA = 7. por
tanto la solucion toma la forma X, (z) = bsen”*x, n = 1,2,3, ...
2 . . .
Remarcamos que los \,, = (”—L") son llamados los valores propios y los sen 7~ las funciones propias.
Ahora prestamos atencién a la ecuacién 7" (t) — Ac*T'(t) = 0. Por un proceso andlogo podemos ver que la

solucién general es de la forma
nmwe nmwce
Tn(t) = Cp, COS Tt =+ dnsenTt,

donde ¢, y d,, son constantes. De esta manera tenemos
nme nme nmwx
up(z,t) = X, (2)T,(t) = (bncn cos Tt + bndnsenTt) sen——.

Ahora sumemos (principio de superposicion de las series) para obtener

nwe nmwe nwx
Z (bncn cos —t + bndnsen—t) sen——

o0
u(z,t) = Z U (z,t) = 7 T T
n=1

o
n=1

que por comodidad escribiremos, poniendo a,, = b, ¢, y b,, = b, d,, en la forma,

(3.1 u(z,t) = ,; (an cos %t + bmen%t) senn—zx.

Desde que hasta este momento solo hemos usado las condiciones de contorno, esta funcién u(zx, t) es solucién
del problema

Upp— gy =0
u(0,t) =0
u(L,t) =0.

Ahora vamos a considerar las condiciones de valor inicial
u(z,0) = f(z) y we(z,0) = g(z), 0 <z <L.

Derivando (3.1) respecto a ¢, obtenemos

oo
nme nme nme nwx
ug(z,t) = Z (—ansenTt + b, cos Tt) sen—-—.

L L
n=1
Luego,
= nwx
= 0) = n 7
f(z) = u(x,0) ;a sen—
(o)
nmc  nrX
g(z) = w(x,0) = nz::l bnTsen T
Ahora la técnica es multiplicar ambos miembros de f(z) = Y7 | apsen™® por sen™%, n = 1,2, ...

integrar y considerar que la sucesién {senkz}, k = 1,2, ... es ortogonal respecto al producto interno

<h1,h2> :/h1h2d$
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Asi se determina que

2 L
ap = Z/o f(a:)sen?da:.

Similarmente

9 L
(3.2) bn, Z/o g(x)sen%dm.

Resumen: u(z,t), dado por (3.1), es la solucién del problema mixto (2.1), donde los coeficientes a,, y b, son
dados por (3.2).

Una serie de la forma (3.1) cuyos coeficientes a,, y b, (llamados coeficientes de Fourier) son determinados
por (3.2), es llamado una serie de Fourier.

Ya que tenemos algunas ideas a mano, aprovechamos la oportunidad para precisar lo que es una serie de Fou-
rier en el contexto que usaremos.

Una serie trigonométrica es una serie infinita de la forma

o0
% + T;(an cos nx + b, sennx)

donde ag, a,, y b, son constantes.

Sea ahora f(x) una funcién integrable, periddica, de periodo 2. Supongamos que f(z) fuera representable
por una serie trigonométrica en el intervalo [—, 7], esto es,

o0
flz) = % + nz::l(an cosnx + bysennx).

Por la técnica mencionada arriba, considerando que

™ ™
/ cosmax cosnxdr =0 = / senmaxsennxdx,

—T —T

param # n; f:rﬂ cosmasennzdxr = 0y que

s us
/ cos’ madr =7 = / sen’madz

—T —T

obtenemos (asumiendo que la integracion término a término es permitido)

T J—x

s s 1 s
ag = — flx)dx, a,=— f(x) cosnzdx, b, =— f(x)sennxzdz,
T 7

—T

donden =1,2,....
Ahora estamos en condiciones de definir a las series de Fourier. Asi, sea f(z) definida e integrable sobre el
intervalo [—m, 7r]. La serie trigonométrica
a oo
0
> + Z(an cos nx + bysennx),

n=1

donde a,, = 1 [T f(z)cosnadr,n=0,1,2,...yb, = 1 [T f(z)sennwzdz,n = 1,2, ... es llamada la serie de
Fourier generada por f(x).

Sucede que en muchos casos, la serie de Fourier generada por f(z) converge a f(x). Pero, en general, si
la funcién fuera arbitraria no podriamos afirmar siquiera que la serie converja en [—, 7]. Atn, si la serie fuera
convergente en un punto x € [—, ], { cémo asegurar que el valor de la serie en tal punto sea precisamente f(x)?
Ahora podemos comprender mas la exclamacién famosa de Fourier:

“Una funcion periodica arbitraria puede expresarse como una combinacion lineal de senos y cosenos!”
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4. La Formula D’Alembert. Miremos al problema mixto (2.1) de donde extraemos el problema, llamado
Problema de Cauchy,

Upp—  CPlgy =0
(PC) u(z,0) = f(z)
ut(z,0) = g(z).

Donde ahora z es un nimero real arbitrario (esto es, consideramos la cuerda “infinita”). Via un argumento de la
ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién de la onda, y de un cambio de variable, la ecuacion uy — 2ty = 0
se reduce a la ecuacién uzy = 0, donde = = + ct, § = = — ct. Ahora integramos uzyz = 0 respecto a T
obteniéndose ug = (7).

Integremos esta ecuacién respecto a ¢, obteniéndose

w(®, ) = / BH)dG + 61(T) = d2(7) + 61 (),

donde ¢2(y) = f ¥(g)dy y ¢1, d2 son funciones arbitrarias. Retornando a las variables originales, obtenemos para
la ecuacidn de la onda la solucién general en la forma

4.1 u(z,t) = ¢1(x + ct) + ¢o(x — ct)

donde observamos la necesidad de que ¢1 y @2 sean dos veces derivables. Ahora usemos las condiciones iniciales
dadas en (PC); tenemos,

(4.2) f(@) = u(z,0) = ¢1(x) + pa(2)

9(x) = u(2,0) = c¢} () — ey ()

Integrando esta tltima ecuacién, obtenemos

x

4.3) d1(x) — ga(z) = %/ g(s)ds+C

Zo

Resolviendo el sistema (4.2) y (4.3) obtenemos

b1(@) = @) + o / " o(syas+

2 2 2

Zo

ba(0) = 370) — - | “g(s)ds - €.

Llevando estas representaciones a (4.1) obtenemos la siguiente representacién para la solucién del problema de
Cauchy (PC),

x+ct
@.4) (o, t) = %[ Pl et) + o —et)] + / o(s)ds

La férmula (4.4) fue obtenida por d’Alembert en 1747. Este matematico, asi como Euler,llegaron a la forma
funcional (4.1) de la solucion. Observando (4.4) sentimos la necesidad de que f tenga segundas derivadas (con-
tinuas) y que g tenga primeras derivadas (continuas). Asi mismo, dados f y g, (4.4) nos “dice”que la solucion es
Unica.

5. Una Polémica en Provecho de la Matematica... De un modo general el progreso de la ciencia es el
resultado de los esfuerzos de los que investigan los problemas de la naturaleza, del mundo objetivo, con los de
aquellos que penetran a las profundidades de las ideas, de donde extraen los modelos que hacen posible el progreso
de los primeros. Y reciprocamente. El ejemplo que nos ocupa, las series de Fourier, es un caso tipico de tal
situacién. Hemos visto que un problema de la fisica llev$ a la obtencién de resultados mateméticos, que para su
consistencia analitica se necesitaba de una profunda revisién de los conceptos basicos del calculo, que por aquella
época (siglo XVIII) no tenfan un caracter universal.

Los argumentos matematicos hechos en las secciones anteriores, aunque un poco informales, nos permitiran
comprender lo que pasé a partir de la discusion del problema de la cuerda, de otro problema de la fisica: el de la
conduccién del calor. Miremos la representacion (4.1) u(z, t) = ¢1(x+ct)+p2(x—ct), que es una forma funcional
de la solucién de la ecuacién de la onda uy — c?ug, = 0, siendo ¢ y ¢2 funciones arbitrarias. d’ Alembert en
1747 y Euler en 1748 habian llegado a tal solucién.
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¢, Qué tipo de funciones deben ser tomados para describir la forma inicial de la cuerda?

d’ Alembert era de la posicion de que las funciones a ser consideradas eran aquellas expresadas por una unica
expresi6n analitica, como por ejemplo, f(z) = 2 + 522, f(z) = cosz, f(z) = €, f(x) = log z, es decir, tomaba
solo funciones continuas, que en aquella época eran solo aquellas funciones de este tipo. Para Euler, gran matemati-
co del siglo XVIII, la funcién cuyo grafico es segtin la Figura 5.1, es discontinua, con punto de discontinuidad en
z = 0. Euler admitfa como curvas iniciales las correspondientes a funciones mds generales; aquellas que podian
ser expresadas con diferentes expresiones analiticas (esto es, podian ser funciones “discontinuas”). Por ejemplo,
la funcién dada por el anterior grafico podia ser considerada como condicién inicial. En el caso de d’Alembert,
posiblemente, su motivacién seria de admitir funciones derivables e integrables sin mayores complicaciones. Asi,
atn cuando ambos matemadticos llegaron a la misma solucion, la diferencia estaba en el significado que se tenia de
funcién.

0 >

FIGURA 5.1. Grdfica de funcion

El problema de la cuerda vibrante fue objeto de estudio por parte de otros matemadticos del siglo XVIII. Ast,
Daniel Bernoulli en 1753 lleg6 a afirmar que la solucion del problema es de la forma

oo
u(z,t) = E an, Sennx cos nct,

n=1

es decir, interpret6 el movimiento de la cuerda vibrante como la superposicién de vibraciones arménicas (periddi-
cas) del tipo a.,, sen nx cos nct. Compare esta conclusion con lo discutido en la solucién del problema mixto (2.1).
Bernoulli parti6 de la hipétesis de que la cuerda en su estado de reposo es de la forma de una serie trigonométrica,

ya que
f(x) =u(z,0) = Z ap SENNT.
n=1

Esto fue una gran intuicién fisica; adn, llegé a afirmar que su solucién era la forma mas general para describir el
movimiento de la cuerda, y que deberia contener a las soluciones encontradas por d’ Alembert y Euler.

Tal resultado de Bernoulli cred cierto alboroto en el ambiente matematico; asi Euler public6 que tal represen-
tacion de f(x) en serie de senos era imposible pues ello implicaria que la funcién arbitraria tendria que ser impar
y periddica. La razén de estas confusiones fue que el calculo diferencial e integral atn no tenia la rigurosidad del
analisis. Ideas, como la de funcién, limite, derivada e integral eran informales e intuitivas. Muy poco se conocia so-
bre una teoria de la convergencia de series. Precisamente, tales dificultades forzaron un movimiento por establecer
las bases del célculo.

A esta altura del debate, en 1759 aparece un joven y desconocido matemdtico, Lagrange era su nombre y fue
también atraido por el problema de la cuerda vibrante; su tratamiento fue con otra dptica y obtuvo para la solucién
de la ecuaci6n de la onda una solucién mds general que la de Bernoulli. Si f(z) es la posicién inicial y g(x) es la
velocidad inicial, entonces la solucion es

oo

1
u(z,t) =2 / Z (sennmy sennmwx cosnmet) f(y)dy
0

n=1

2 1Al
+ — —(se se se t dy.
e ), 231 n( nnmy sennmx sennmwct)g(y)dy
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Obsérvemos que si t = 0, tendriamos

flx) = / Z sennmysennnz)f(y)dy = informalmente

[eS) 1 [e%S)
Z (sennmx) / sennmy f(y)dy = 2w Z b, sennww.

n=1

Lagrange no observé este sencillo argumento, obviando algo que lo hubiera llevado a un resultado de Bernoulli.
Quien sabe la razén podria haber sido que estaba dominado con otro punto de vista en su investigacién. Sin
embargo, Lagrange estuvo muy cerca del problema de representar una funcioén dada por una serie trigonométrica.
Esta teoria fue estimulada con otras investigaciones. Clairaut en 1757 contribuy6 en la obtencion de los coeficientes
de Fourier; Euler en 1777 encontro el coeficiente

:l/ f(x) cosnzdx.
T Jo

El panorama se mantuvo latente por cerca de 50 afios, en espera de otro gran acontecimiento: Jean Baptista-Fourier
y la conduccioén del calor.

6. El Problema de la Conduccion del Calor. En esta seccién damos una breve discusion sobre un problema
mixto que envuelve la ecuacién que gobierna la conduccién del calor. Ello nos permitird, al igual a lo hecho
con la cuerda vibrante, comprender mejor los argumentos histéricos que daremos en la préxima seccion. Mas
concretamente, la ecuacion del calor es cpu; — kAu = h, donde ¢, p y k son determinadas constantes (c es la
capacidad del calor, p la densidad de masa, k la conductividad del calor) y h es la densidad de calor, una funcion
dada. Aw es el laplaciano

3
0%u
Ay = —.
£~ 2
=1
La funcién a determinarse es u, la temperatura. Tal ecuacién es del tipo parabdlico.
En el problema a estudiar consideramos una varilla de longitud L, que asumimos suficientemente delgada para

asumir que el calor se distribuye en forma homogénea en cualquier seccion de ella; asumimos, ademas, que no hay
pérdida de calor a través del contorno. El problema es: “Dada la funcién f (), encontrar u(z, t) tal que

kug, =0, 0<ax<L,t>0

Ut —
©.1) ZE )) f(z), 0<ax<L
WL =
Solucion

Asumamos que f es continua sobre [0, L] con f(0) = f(L) = 0, y que su derivada f’ es seccionalmente
continua en (0, L). Asumamos, ademds, que la solucién del problema es de la forma (separacién de variables)
u(z,t) = X (x)T(t). Entonces uy — kug, = 0 implica X (z)T"(t) = kX" (x)T(t), de donde

X"x) _T(H) _ o

X(z)  kI(@)

donde 6 es una constante positiva. Asi obtenemos el problema

X"(z) + 02X (z) =0,
(6.2) X(0) =0,
X(L) = 0.

y la ecuacién diferencial ordinaria 7"(t) + 02kT'(t) = 0.

En relacion al problema (6.2), por la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias se sabe que la solucién
de la ecuacién es de la forma X () = A cos 6z + Bsen fx. Considerando las condiciones de contorno tenemos
0=X(0)=Ay0=X(L)=BsenfL. Asi sen L = 0 que implica

Por tanto, la solucién de (6.2) toma la forma

X, (x) = By, sen —
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(escrita en una forma mas conveniente).
Ahora examinemos a la ecuacién 7" (t) + 6?kT'(t) = 0. Su solucién general es de la forma

T(t)=Ce % & T,(t) = Che CE)H,

Luego la solucién no trivial de la ecuacion del calor, satisfaciendo las condiciones de contorno ( observe que ain
no hemos usado la condicién de valor inicial) es

Un(@,t) = Xn(2)Tp(t) = BpCpe~ CE) F sen ? n=12,..

Entonces, el candidato a ser la solucién del problema es

(6.3) u(z,t) = Zun(%f) = Z anef(nfﬂ)%t se
n=1 n=1

con a,, = B,,C,,. Ahora bien, para que u(z, t) sea la solucién de (6.1), debemos tener

nwx
f(z) = u(z,0) = Zansen—,
esto es, que f debe ser (otra vez!) factible de desarrollarse en una serie seno de Fourier donde

2 [ e

Ahora observe que por las condiciones impuestas a f tal factibilidad es cierta.

Probemos ahora que u(z, t) dada por (6.3) es solucién de (6.1).
En efecto, tenemos

9 L
la| < f/ |f(z)|de < M, M > 0 constante.
0

Entonces, si t > tg,

(n‘zr

nwx nx
)7k gon I ‘ < Me—UF)’kto,

ane

Por el test de la razon, la serie

o0
Z anei(%)2kto

n=1

es convergente; luego la serie

b nmx
_(nm)2

E an€ ) ktsen—

n=1

converge uniformemente (respecto a x y t, t > t9,0 < x < L). Luego la funcién u(z, t) definida por (6.3) estd
bien definida.
Ademéds, derivando término a término respecto a ¢, obtenemos

e 2 nm
u = — Z an (%r) keE) Kt sen %

donde también la serie converge uniformemente en 0 < z < L, t > tp, ya que

2 nim 2 nm
—an, (%) e~ (L) Kt g nzx‘ <M (%) e~ () kto

Asi mismo,

o0

NTN\2 _ nxy2 nwT
’I.Lmzzfzan (f) € (L)ktsenT.

n=1



Alejandro Ortiz Fernandez.- Selecciones Matematicas. 05(01): 101-120 (2018) 111

Todo ello nos permite observar que u(z, t) definida por (6.3) es solucién de la ecuacién del calor uy — kug, = 0,
O0<z<L,t>0.

Probemos ahora que u(z,0) = f(z),0 < z < L.

En efecto, por la condicién impuesta,

= nmx
fx) = ;an sen ——

siendo la serie uniforme y absolutamente convergente. Ahora necesitamos el siguiente criterio de Abel: “Asuma-
mos que
(i) la serie

converge uniformemente respecto a x € D, donde D es un dominio cerrado de R?;

(i) paratodot € D, {T,(t)},n =1,2,... es una sucesién de funciones uniformemente limitadas, y monéto-
na respecto a n.
Entonces la serie

S Xu(@)Ti(0)

es uniformemente convergente respecto a x,t en D”.
Bien,
i)’ Zzozl an sen “7* converge uniformemente;
@)’ {e_(%)%f} n = 1,2, ... es una sucesién uniformemente limitada y mondétona respecto a n.

Entonces

> nwx
,(u)%t
Z ape ‘L sen 7
n=1
es uniformemente convergente en 0 < x < L, t > 0. Por tanto, si u(x,t) es su suma, la funcién es continua en tal
dominio (incluido ¢ = 0). De esta manera tenemos u(x,0) = f(x), 0 < x < L. Finalmente, u(x, t) satisface las

condiciones de contorno.
En efecto, desde que la serie es uniformemente convergente en 0 < z < Lyt > 0, u(x,t) es continua en z = 0
yenz = L. De esta manera, u(0,t) = 0y u(L,t) = 0 para todo ¢ > 0.

Nota. Con un no complicado argumente se prueba que la solucién del problema mixto (6.1) es tnica.

7. Fourier y Su Obra.
“Par I’importance de ses decouvertes, par I’'influence décisive qu’il
a exercé sur le développement de la Physique Mathématique,
Fourier méritait I’hommage qui est rendu aujourd hui a ses travaux
et a sa mémoire. Son nom figurera dignement a coté des noms,
ilustres entre tous, dont la liste, destinée a s’accroitre avec les
années, constitue des a présent un véritable titre d’honneur pour
notre pays. La Théorie Analytique de la Chaleur... que I’on peut
placer sans injustice a coté des écrits scientifiques les plus parfaits
de tous les temps, se recommande par une exposition interesante et
originale des principes fondamentaux”.
[ Darboux, Ouvres de Fourier, 1. 1888]

Efectivamente,... “La Teoria Analitica del calor, que uno puede colocar con justicia al lado de los escritos
cientificos mds perfectos de todos los tiempos...”nos da una idea del aprecio a la obra del gran matematico francés.
Tal trabajo es uno de los mas hermosos monumentos creados por la mente humana cuando la matematica entraba
a la etapa de la rigorizacién a inicios del siglo XIX. Una obra en la que se introducen los desarrollos en series e
integrales de funciones trigonométricas para estudiar un comportamiento de la naturaleza. El trabajo de Fourier,
sin olvidar a sus antecesores, es el punto de partida de algo grande; la cosecha serd inmensa con el transcurrir de
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los afios; apareceran teorias fundamentales a la matematica y a la fisica.

Pero, ; qué hizo Fourier? Fundament6 la teoria de las series trigonométricas. Es conveniente decir que nuestro
personaje fue un cientifico que abordé problemas de la geofisica, oceanografia, metereologia, es decir, fue un ma-
temadtico aplicado. Tuvo también responsabilidades administrativas; fue secretario de la Academia de Ciencias por
muchos afios. Napoledn le tuvo un gran aprecio; lo llevé en su famoso viaje a Egipto.

Sus estudios sobre la conduccion del calor le motivaron sus métodos matematicos de como usar las series tri-
gonométricas; escribié varias memorias sobre el tema, siendo la mas importante la que sometié a la Academia
en 1811. Todos estos trabajos estdn contenidos en su citado libro sobre la teorfa analitica del calor, el que fue
publicado en 1822. Fourier verifica que, en casos especiales, una funcién f(x) es expresada por la serie

ap + (a1 cosx + by senx) + (ag cos 2x + be sen 2x) + ...

donde los coeficientes son

T T U
ap = i/ f(z)dz, an, = 1 f(x) cosnzdzx, b, = f(x)sennzdx, n=1,2,...
271— —T ™ —T —T

Recordemos que la representacion para a,, ya habia sido establecida por Euler. Asi mismo Clairaut conocia las
férmulas para los coeficientes. Fourier tuvo la honestidad de reconocer los trabajos de sus antecesores. Debemos
enfatizar que en aquella época muchas ideas matematicas se manejaban sin el actual rigor. Por ello no debe alar-
marnos que algunas de sus conclusiones carezcan de tal rigor. Inclusive, su declaracién de que “cualquier funcién
podria ser expresada por una serie (de Fourier)” es falsa! en general; sin embargo, sus aportes matemadticos fueron,
y son, significativos. Fourier hizo publico el valor de las series trigonométricas, obteniendo la atencién del mundo
matemdtico por sus métodos y resultados. Es curioso que tal atencién no ocurriera con los trabajos de d’ Alembert,
Euler, Bernoulli y Lagrange cuando usaron tales series en el tratamiento de la cuerda vibrante. Quizas la razon esté
en que tales trabajos estuvieron envueltos en discusiones que pudieron generar desconfianza en sus métodos.

Pero no todo fue facil para Fourier. Su memoria de 1811 fue sometida a la Academia aspirando al Gran Premio
de Matematica de 1812. El jurado lo integraban Laplace, Lagrange y Legendre. El segundo de los nombrados no
acept6 en forma categorica la representacion

f(z) = % + ;(an cosnz + by, sen nz).

El jurado fue severo con el contenido de la memoria criticando el rigor de su anélisis y de su método. Entre otras
cosas, se permitia que una funcién arbitraria podia ser dada por diferentes expresiones analiticas en diferentes
subconjuntos del intervalo; que la serie podia ser usada para representar funciones distintas a las funciones impares
(lo mismo con la serie coseno respecto a las funciones pares). Entendié, mejor que sus antecesores, como una
funcioén arbitraria podia ser representada por una serie trigonométrica. Y asi Fourier hizo verdaderos esfuerzos por
justificar sus argumentos, no lograndolos en general. Esto es comprensible y justificable pues sus revolucionarias
ideas necesitaban de otro escenario matematico, de una rigorizacién del célculo, de una revision total en sus
fundamentos. Y aqui estd el germen del andlisis moderno !

Su memoria no fue publicada a tiempo por la Academia de Ciencias. Esto resintié a nuestro personaje, quien
decidi6 publicar sus trabajos en su famoso libro de 1822. Solo asi fue reconocido el valor de sus ideas, de sus
métodos, y sobre todo la herencia que dej6 al futuro de la matematica.

8. Albores del Analisis Matematico . A esta altura de nuestra historia ya tenemos algin material como para
formulamos algunas preguntas, las mismas que fueron hechas a través de los afios que siguieron a la investigacion
de la cuerda vibrante y de la conduccién del calor. Consideremos la serie, trigonométrica

1 oo
50 + Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

a) Si f(x) es una funcién representable por tal serie, ;cémo determinar los coeficientes a,, y b,,? Notemos que en
las discusiones anteriores ya hemos visto como determinar a,, y b,, pero en la evolucién histérica hubo
la necesidad de precisar el concepto de funcién y de integral, entre otras cosas.

b) Silaserie es la serie de Fourier generada por f(x), ;para qué valores de x la serie es convergente?; ¢ qué relacién
existe entre la suma de la serie en z, y la funcién f(x)?; ;la serie puede representar distintas funciones en
distintos subconjuntos del intervalo (—m, 7]?

¢) (Existird una serie trigonométrica que converja, en casi todos los puntos del intervalo (—, 7], a una funcién
f(x), pero que la serie no es serie de Fourier de f(x)?; cuéles son las condiciones que deben satisfacer
los coeficientes de una serie trigonométrica para que ella sea una serie de Fourier?
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d) Siuna serie trigonométrica es una serie de Fourier generada por una cierta funcion, ;existiran otras funciones
que tengan por serie de Fourier a la serie dada?, si asi fuera, ;qué relacion existe entre tales funciones?

e) (Existird una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en todo punto de un conjunto denso del intervalo
(—m, m]?; (existird una funcién integrable cuya serie de Fourier diverge en todo punto del intervalo?;
(existird una funcién continua con tal propiedad?.

No pretendemos, desde luego, esclarecer tales cuestiones, y otras que surgieron en el estudio de las series tri-
gonométricas. Nos interesa seguir el orden cronolégico de lo estudiado al respecto. Haremos algunos comentarios
a parte de lo planteado. Asi, tenemos la contribucién de Cauchy (1789 — 1857), un matematico francés que contri-
buy6 a rigorizar el calculo. Le debemos el esfuerzo por clarificar la nocién de integral, tan necesario en el estudio
de las series trigonométricas. Su idea es muy semejante a la integral (de Riemann) que conocemos en los curses
bdsicos, pero con ciertas limitaciones en el tipo de funciones. Probé que toda funcién continua es integrable en el
intervalo [a, b]. Cauchy estudié también las series trigonométricas a partir de 1826 usando para ello su método de
los residuos, no obteniendo la atencién deseada por parte de la comunidad matematica. Dirichlet (1805 — 1857)
tuvo mds eco. Escribi6 dos importantes memorias, una en 1829 y otra en 1837. Fue el primero en dar una prueba
del desarrollo de una funcién en serie de Fourier, lo que constituyd un gran avance en el andlisis, pues dio algunos
criterios para tener tal representacion. Para la suma parcial de una serie de Fourier obtuvo una representacién inte-
gral, conocida, como la férmula de Dirichlet. Veamos algunos argumentos.

Sea Sy (x) una suma parcial de la serie de Fourier

o0
50 z_: an, cos(nx) + by, sin(nz))

de una funcién f, seccionalmente continua y periddica de periodo 27. Entonces se tiene la representacion

T 1
su) =1 [ s g 2

En efecto, desde que a,, y b,, son los coeficientes de Fourier, sus valores los llevamos a

dt

N
% Z an, cos(nx) + by, sin(nz))
para obtener

N

Sn(z) = p /_: f(®) % + Z (Cos(nt) cos(nx) + sin(nt) sin(nx)) dt

:%/_F Zcos (t— )| dt

n=1

Pero, via un argumento de identidades trigonométricas, tenemos en general que

2 (3) |5+ 3 ot =sen (v 3) ]

Luego, para sen (15%) # 0,

SN(I‘) = —

Desde que f es periddica, de periodo 27, tenemos la representacion deseada. La expresion
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1sen[(N + 1)t]
Dy = ——F—77—
™ 2 sen (5)

es llamada el ndcleo de Dirichlet.

Este resultado nos permite establecer la siguiente convergencia puntual de serie de Fourier. Decimos que f
es seccionalmente regular en [a, b] si f es seccionalmente continua, y su derivada f’ es también seccionalmente
continua, donde los saltos de f’, en un ndmero finito, ocurren en los mismos puntos saltos de f. Entonces tenemos
el siguiente resultado:

”Sea f(z) una funcién seccionalmente regular, periddica, de periodo 27, en [—m, 7). Entonces para todo
x € [—m, 7] se tiene

l\.')\)—l

[f@h)+ fz™

DN =

Z (an cos(nx) + by, sin(nx)),

siendo a,, y by, los coeficientes de Fourier de f , y donde
f@t) =1lim f@+h) y fa) = lim f(z—h)".
h—0 h—0

En efecto, tenemos

1 /" sen(N + 1)t 1 /0 1 [

Analicemos I;. Tenemos

h=t [ - )+ se0] ot 2

—Tr

1 (7 N
( desde que 7/ Mdt = 1)
T

—r 2sen(3)

= 1 ’ f(ert)if(xi)sen (N+;) tdt + f(xf)

™ 28671% 2

—T

es seccionalmente continua. Luego

Usando que f es seccionalmente regular, se prueba que %;gﬂ

lim [; = lim / f@ /@ _)Sen (N+ 1) tdt + J@) _ J@7)
2$en

N—o0 N—oco T 2 2 2

ya que el limite de la integral es cero por el lema de Riemann-Lebesgue que estableceremos después. En forma
analoga se prueba que

f(z™)
lim I, = .
N—o00 2 2
De esta manera,

&
2 N—o00

i (an cos(nz) + bysen(nz)) = lim Sy = hm (11 + 1) = %[f(ﬁ) + f(z7)],

como se desea.
Corolario. Si f es ademds continua, entonces

flx) = %ao + Z(an cos(nz) + bysen(nzx)).

n=1

Dirichlet prob6 que si z € (—, ), entonces la serie de Fourier converge a 1[f(z+0)+ f(z—0)], y en los extremos
7, —m converge a £[f(—m +0) + f(m — 0)], siempre que la funcién f tenga un nimero finito de discontinuidades
ordinarias (esto estd contenido en la hipétesis “seccionalmente regular”), asi como un nimero finito de puntos
mdximos y puntos mininos, y siempre que la funcién no sea infinita en (—7, 7), en caso contrario se exige que
S fﬂ f(x)dx sea absolutamente convergente. Como observamos, los aportes de Dirichlet fueron de gran valor hacia
la matematica pura. Lamentablemente muri6 cuando pudo legarnos mas valiosos resultados.
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9. La Matematica Pura. Los trabajos de Fourier, Cauchy y Dirichlet abrieron nuevos horizontes hacia el
analisis matematico, a la observacion cuidadosa de las ideas que se manejaban en la investigacion de las series tri-
gonométricas, en particular en las series de Fourier. Todo ello inspiraria a las nuevas generaciones de matematicos,
trabajos con més criterios analiticos, lo que conduciria al fundamento del anélisis moderno (concepto de funcién y
sus diferentes clases, continuidad y derivacidn, la integral, y sobre todo el estudio de los nimeros reales en niveles
profundos, lo que seria los fundamentos de la matematica moderna). Llegamos mas o menos a la mitad del siglo
XIX; nombres como los de Riemann, Heine, Cantor, du Bois-Raymond, Fejér, Dini, Lipschitz, Jordan, ... contri-
buyeron al desarrollo de la teorfa de las series de Fourier, todo lo cual (considerando también a los antecesores)
fue la herencia del siglo XIX al siglo XX. La teorfa de series fue impulsada con la introduccién del concepto de
convergencia uniforme, lo que ayudé mucho a clarificar conceptos y resultados que anteriormente eran confusos.
Este tipo de convergencia fue introducido por Stokes en 1847 y por Seidel en 1848. El primer gran matemaético
que tenemos en este periodo es B. Riemann, un cientifico aleman graduado en la Universidad de Gotingen en
1851. Trabajé en diferentes campos de la matemadtica, ilumindndolos con su genio. Fue atraido también por las
series de Fourier, quizds influido porque en tal universidad estaba también Dirichlet, quien pronto descubri6 la
gran inteligencia del joven Riemann.

Si bien es cierto que las series de Fourier tuvieron su partida de nacimiento en problemas concretos, como
la cuerda vibrante y la conduccién del calor; si bien en las aplicaciones a la fisica no se necesitaba una teoria tan
elaborada y “pura”; que lo que se tenia era suficiente en muchos casos concretos; lo cierto es que las series de
Fourier comenzaron a influir y ser aplicadas con suceso en teorias mas abstractas como es la teorfa de los niimeros.
Riemann estaba convencido en la necesidad de entrar en terrenos mds analiticos. Como hemos visto, la naturaleza
de los coeficientes de Fourier debe mucho a las condiciones de integrabilidad. Cauchy habia considerado a las
funciones continuas; Dirichlet admitia funciones continuas por secciones. Riemann percibié que estos enfoques
eran aun insuficientes, lo que se debia al concepto mismo de lo que era una integral ff f(z)dz.

(Como dar una definicién mds amplia, y cdmo caracterizar a las funciones integrables? En 1854, con motivo
de su examen de habilitacion en la citada universidad, Riemann escribié un trabajo sobre las series de Fourier
(que fue publicado en 1867 en forma pdstuma) en la que sorprende por sus sagaces y admiradas conclusiones en
las series trigonométricas. Investigd la condicién necesaria y suficiente para que una funcion arbitraria sea tal que
la serie de Fourier generada por ella, converja a f en un punto (en el cual la serie converge). Un problema muy
dificil y no soluble, pero lo importante es que ello motivé lo que hoy conocemos como la integral de Riemann.
La novedad fue que consider? a las funciones acotadas y procedié en forma andloga a lo hecho por Cauchy para
definir su integral. Obtuvo condiciones necesarias y suficientes para, la integrabilidad de tales funciones, ampliando
el universo de las funciones integrables, y de este modo al de los coeficientes de Fourier. Prob6 un vital resultado:

™ v
lim = f(z)sin(nx)de =0= lim = f(z) cos(nx)dx
n—-+o00 _n n——+00 _r
Esto es, en el infinito los coeficientes de Fourier son controlados. Acé estd el germen de otras importantes ideas
en la teoria de las distribuciones. Tal resultado fue extendido muchos afios después por Lebesgue y que ahora
conocemos como el “lema de Riemann-Lebesgue”.

Ahora mencionemos un problema atacado por Riemann y que tuvo la feliz proyeccién de motivar la creacién
de una teoria revolucionaria, la teoria de conjuntos! por Cantor. Sea la serie trigonométrica

ap + Z(an cos(nx) + by, sen(nx)),

n=1

donde ahora los coeficientes no son coeficientes de Fourier. Entre otras cosas se cuestion si una funcién podia ser
representable por mds de una tal serie trigonométrica en el intervalo (—, 7). Es decir, estamos ante un problema
de unicidad:

, sioag+ Z(an cos(nx) + by sin(nz)) =0, ap=a, =b, =07

n=1

La respuesta fue dada algunos afios después. Contemos un poco esta historia. George Cantor (1845 — 1918)
se gradud en la Universidad de Berlin en 1868 con una tesis sobre la teoria de nimeros. Luego pasa a ser profesor
en la Universidad de Halle, en donde estaba el matemético Heine quien por entonces trabajaba en las series tri-
gonométricas. Heine entusiasmo al joven Cantor para que estudie el dificil problema de la unicidad de las series
trigonométricas, quien acepta. En 1870 Cantor obtiene los primeros frutos. Prueba que si f(z) es una funcién con-
tinua en todo punto del intervalo, entonces su representacion en serie trigonométrica es tnica, luego pasa al caso
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en que la funcidn es continua excepto en un punto del intervalo; verifica que atn se tiene la unicidad de la serie que
converje a la funcién en los puntos restantes. Tal punto de discontinuidad llamé “punto excepcional” Si hubiera
un ndmero finito de puntos excepcionales, (se tendria aun la unicidad? Cantor generaliza su resultado a este caso.
LY si el “conjunto” de los puntos excepcionales fuera infinito? Esto fue un problema muy delicado, que necesitaba
o exigia entrar en las profundidades de los niimeros reales, aun no muy conocidos entonces. En 1872 publica un
famoso trabajo en donde da solucién al problema general. Descubre que en el caso infinito (jexisten distintos tipos
de conjuntos infinitos!), los puntos excepcionales necesitaban estar convenientemente distribuidos en el intervalo.
({Coémo conseguir esto? Buscando un método que analice los puntos excepcionales. Asi Cantor va llegando a un
nuevo mundo, el de los conjuntos ! Un problema que tuvo sus origenes en el mundo fisico va a proyectarse en el
desarrollo de una hermosa teoria en el mundo abstracto, abriendo posibilidades insospechadas en el desarrollo de
la matemadtica. Y Cantor entra resuelto a tal universo dispuesto a descubrir sus verdades.

En relacién a la cuestién (e) planteada anteriormente, P. duBois-Reymond (en 1875) construye una funcién
continua en (—m, ) cuya serie de Fourier diverge en un punto dado. Posteriormente construye una funcién cuya
serie de Fourier diverge en un conjunto denso en (—, 7). Otros ejemplos en esta direccién fueron dados por Fejér
en 1909. Aun, se han encontrado funciones reales continuas cuyas series de Fourier divergen en conjuntos que
tienen la potencia del continuo. De esta manera se hace necesario buscar condiciones necesarias y/o suficientes que
aseguren la convergencia de la serie de Fourier a la funcién dada. Asi surgieron algunas, ya clasicas, condiciones
suficientes relacionadas a los nombres de Dini, Lipschitz y Jordan. Veamos algunos argumentos. Dada una funcién

f(z) pongamos
d(e,t) = (e +0)+ flz— 1)~ lim[f(z +h) + [z — b)),

Lipschitz, en 1864, prueba que existe 6 > 0 tal que |%| < C cuando 0 < t < 4, siendo C y k dos
constantes positivas, entonces la serie de Fourier generada por f(z) converge en x € (—,7) a limy, o0 5[f(z +
h) + f(x—h)], siempre que exista este limite. Obsérvese que si f es continua, entonces se tiene la convergencia
puntual de la serie a f (). Aflos mas tarde, Dini en 1890 extiende el criterio de Lipschitz, prueba que si existe § > 0

tal que f 0 ded) gt < oo, entonces la serie de Fourier de una funci6n integrable f(x) converge a limy, ¢ slf(z+

h) + f(z — )} para todo x € (—m, ), siempre que exista el limite. Poco tiempo después, Jordan en 1881 y 1882
introduce el importante concepto de funcién de variacién acotada, tan util en muchas partes del andlisis. Con esta
clase de funciones introduce un criterio de convergencia. Asi, sea f(x) una funcién integrable, entonces la serie
de Fourier generada por f(z) converge a 1[f(x + 0) + f(z-0)] en todo punto de una vecindad en donde f es una
funcién de variacion acotada.

10. El Problema de Dirichlet. Au = 0 es una ecuacion simple de escribirse pero muy profunda en su signi-
ficado, atin mas cuando se dan ciertas condiciones extras. A ella estd relacionada un famoso problema enunciado
en el siglo XIX, conocido hoy como el Problema de Dirichlet, cuyo estudio permitié el desarrollo de fuertes teorias
matematicas. Precisemos un poco este problema.

Sea €2 C R"™ un dominio (un conjunto abierto conexo); demos una funcién continua f definida en la frontera
0N de €. Se trata de encontrar una funcién continua en U 0€2 tal que Au = 0en Q y u = f en 02, donde

0%u 0%u
Au=gm T

Se trata de un tipico problema de valor de contorno, el que fue planteado por Green en 1828. Muchos ma-
tematicos del siglo XIX, y del XX, le dedicaron atencidn; muchas ideas surgieron del problema. En relacion a las
series trigonométricas, que es lo que ahora nos interesa, el problema de Dirichlet también contribuy¢ al desarrollo
de la teoria.

Para simplificar asumamos que §2 es el circulo unitario D (con centro en el origen y radio 1, en la figura
10.1; los puntos de la frontera quedan determinados por el angulo . De acuerdo al problema, damos una funcién
continua f(6) sobre la circunferencia (que es la frontera 9D del circulo).

Recordemos que el problema consiste en encontrar una funcién « continua en el circulo cerrado D U 0D
tal que Au = 0 en D (funciones que satisfacen Au = 0 se llaman funciones arménicas) y v = f en 0D. El
matemadtico Hermann Schwarz procedid, en sintesis, como sigue. Desarrolla f en su serie de Fourier

f(0) = %ag + Z(an cos(nd) + by, sin(nh))

n=1

y define

(10.1) u(r,0) = %ao + Z r" (ay, cos(nd) + by, sin(nh))

n=1
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A

D |1

FIGURA 10.1. Circulo unitario

Sir < 1 observamos que | (a,, cosnf + by, sinn)| < r"(Ja,| + |bn|) < 7™M, M es constante, desde que
por el lema de Riemann, a,, = 0y b,, — 0 cuando n — co.
Pero la serie

oo
Z rn
n=1

converge (uniformemente) si r < 1, luego la serie (10.1) converge uniformemente. Observemos que 7" (cos nf +
isinnd) es una funcién analitica (ella representa la potencia z”, z complejo). Entonces la parte real y la parte
imaginaria son funciones arménicas y se tiene asi una serie uniformemente convergente de funciones arménicas,
lo que implica que u es armdnica en D. La condicién de frontera se tiene ya que u(1,6) = f(6). Finalmente, la
continuidad de w en el circulo cerrado significa que lim, 1 u(r,0) = f(6). Esto sigue de un resultado debido a
Abel (1802-1829):

o0 o0
(10.2) “si E cn, converge a ¢, entonces h’rq E re, =c.”
(ad
n=1 n=1

LY si la serie, tipo (10.1), no converge ? ...;habria algin método de “sumacién” que la haga convergente? Si, y de
esto hablaremos después. Digamos ahora que por esa época se descubrieron ciertas interesantes propiedades de los
coeficientes de Fourier. Si f y f2 son funciones integrables en [, 7], se tiene entonces la igualdad de Parseval

1 T 2 _ 1 2 - 2 2
; _ﬂ—f (m>dm_§a0+2(an+bn)

De un modo mds general se tiene la desigualdad de Bessel

™

faOJrZ a2 +b2) < 717 f(x)dx

n=1 -
Observemos que si f2 es integrable, entonces lim a,, = 0 = lfim b,,, que ya sabemos. También, si f y g, asi como
sus cuadrados, son integrables en [—, ], entonces

2 | Swaterde = TG0 3 o+ b

donde ay, b, y a,, By, son los coeficientes de Fourier de f y g respectivamente.

11. La Teoria de Lebesgue y Sus Proyecciones . Llegamos a inicios del siglo XX, época de grandes trans-
formaciones cientificas; en la matemadtica en particular. Los espacios abstractos son elaborados, entre otras cosas.
En 1904 Fejér (1880-1960), un alumno de Schwarz, fue informado de un novedoso método, debido al matematico
italiano Césaro, segtin el cual series que no son convergentes podrian ser por otro método, el de los promedios
aritméticos. Seamos mas explicitos. Sea la serie;
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o0
E U3
n=1

pongamos

" So+s1+ -+ s,
Sn—;ukyan— nt 1
Diremos que Y uy, es Césaro sumable 6 C-sumable si {0, } es una sucesién convergente. Fejér descubre que
si la serie de Fourier es C-sumable, entonces la serie converge a 3 [f(z +0) + f(z — 0)] entodo x € (—m, 7) enel
cual f(z £ 0) existe, siempre que si fes limitada entonces f debe ser integrable en (—m, 7); si f es no integrable
se exige que

s
f(z)dx
—T
sea absolutamente convergente.

Hemos visto que en el célculo de los coeficientes de Fourier fue necesario precisar la idea de integral; asi lo
hicieron Cauchy, Riemann,... Si bien es cierto que las contribuciones de los matematicos del siglo XIX fueron de
primer orden, sin embargo el andlisis tenia aun imperfecciones (y esto es propio de toda épocal).

La integral de Riemann no inclufa a muchas funciones; existen funciones limitadas (como la funcién de Di-
richlet) que no son integrables. Motivado por los problemas del andlisis de Fourier, el matematico francés Henri
Lebesgue (1875-1941) construye una bella teoria de la medida de conjuntos, con la cual elabora una teorfa de la
integral mas potente, incluyendo a las funciones limitadas que son integrables segiin Riemann. La funcién de Diri-
chlet ya es integrable segtin esta teoria. Sus ideas fueron expuestas en su tesis doctoral: “Integral-Longitud-Area”
presentada en 1902, lo que fue complementado en su obra “ Lecciones sobre integracion y la investigacion de las
funciones primitivas” (1904).

La teoria de la medida de Lebesgue aporté los fundamentos para una mds armoniosa teoria de las series tri-
gonométricas, haciéndola mas completa, simétrica y mas estética. En base a ella el andlisis funcional adquiere
madurez. El resultado fundamental de la teoria, conocido como el teorema dominado de Lebesgue, permite inter-
cambiar limites.

Asf, “sea { f, } una sucesién de funciones medibles (funciones mds generales que las funciones continuas) tal
que lim,,_,~ fn(x) = f(z) salvo que x pertenezca a un conjunto de medida nula en el dominio A (se observa
que f es medible); asumamos que |f,(z)| < () para todo n, donde ¢ es una funcién cuyo valor absoluto es
integrable (en el sentido de Lebesgue, lo que implica que los f/ sy f son integrables).

Entonces

n—oo

lim Afn(a:)d:c:/Af(x)da:”.

Lebesgue extiende, en 1903, el teorema de Riemann respecto a los coeficientes de Fourier tratando funciones
que pueden ser limitadas o no serlas, pero si integrables segin Lebesgue (L-integrables), mas concretamente, “si f
es L-integrable en (a, b), entonces

b b
lim f(z)sin(nx)dr =0 = lim f(z) cos(nx)dz”.
n—oo a n—oo

Este resultado es hoy conocido como el lema de Riemann-Lebesgue, que ya menciondramos antes.

Si f es L-integrable sobre [—, 71| y si f es representable por una serie trigonométrica, entonces la serie es la
serie de Fourier de f. Sin embargo, podria suceder que una funcién f sea representable por una serie trigonométrica
sin que f sea L-integrable. Si esto fuera el caso, jcomo determinar los coeficientes de la serie?

Una respuesta a esta cuestion ha merecido investigaciones de varios matemadticos, como las debidas a A.
Denjoy (1921 y 1941) J. Marcinkiewicz-A. Zygmund (1936), J. Burkill (1936 y 1951), R. James (1946,1950 y
1954). Por otro lado, los analistas ya tenian a la teoria de conjuntos, y ahora una poderosa teoria de la integral.
En este contexto, jes posible construirse una funcién continua cuya serie de Fourier diverja sobre un conjunto
de medida no nula?. Kolmogorov, en 1926, probé la existencia de funciones integrables, cuya serie de Fourier es
divergente en todos los puntos del dominio. En 1915, Lusin plante6 la siguiente cuestion:

“si f es una funcion tal que

1 o0
(11.1) §a3+2(ai+bi) <0

n=1
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(sera que la respectiva serie de Fourier converge salvo en un conjunto de medida nula?”’

Observemos que si f2 es L-integrable en [—7, 7] entonces por la desigualdad de Bessel se tiene la hipStesis
de la cuestion. Explicitemos un poco estas ideas.

Sea f : R — R una funcién periédica, de periodo 27, tal que

| P <o

—T

(lo que escribiremos f € L?[—m,7]). Entonces se tiene que la serie de Fourier converge a f en el sentido de
L?[—m, ], esto es, se tiene

s

lim |sn(x) — f(x)]*dz = 0, siendo
n—oo [_

N
1
sy(x) = 540 + Z(an cos(nx) + by, sin(nx)).
n=1
Ademas vale la identidad de Parseval
LS @iy =1 [
2 0 n n) — T €Z
n=1 -

como ya mencionamos en la anterior seccién. Observemos en particular que tenemos la desigualdad (11.1).
Abhora bien, dadas las sucesiones (an)n=012.... >y (bn)n=12, , (ellas son los coeficientes de Fourier de alguna,
funcién ? En general no son, Por ejemplo, si tales sucesiones fueran los coeficientes de Fourier de una f €
L?[—n, ], entonces los a/, s y b/, s deberén satisfacer la desigualdad (11.1). Y, ;esta desigualdad (11.1) es suficiente
para garantizar que los a/,s y b/, s son los coeficientes de Fourier de una cierta f € L?[—n,7]? ... Acd entra con
fuerza la integral de Lebesgue porque si la integral en juego fuera en el sentido de Riemann, la respuesta es negativa;
pero si fuera en el sentido de Lebesgue la respuesta es afirmativa y es el celebrado teorema de Riesz-Fischer [F.
Riesz-Fischer (1907)]: “toda serie trigonométrica, tal que sus coeficientes satisfacen (11.1), es la serie de Fourier
de una funcién f € L?[—m, 7"

Ahora regresemos a la cuestion planteada por Lusin teniendo a vista el teorema de Riesz-Fischer. Este teore-
ma afirma el resultado pero la convergencia es en L?[—m, 7] y no puntualmente salvo en un conjunto de medida
nula. La conjetura de Lusin resistié muchos afios a los esfuerzos de los especialistas, hasta el afio 1966 cuando L.
Carleson probé: “la serie de Fourier de una funcién f € L?(—m, ) converge puntualmente salvo en un conjunto
de medida nula”.

Como consecuencia de este resultado se tiene:
“la serie de Fourier de una funcion continua converge, salvo en un conjunto de medida nula”.

Un bello y profundo resultado. En 1968, R. Hunt generaliza el resultado de Carleson a los espacios L ,
1<p<oo.

12. Perspectivas del Analisis de Fourier . Lo expuesto en las secciones anteriores es una motivacién de la
importancia de un andlisis cldsico en el desarrollo de ideas mds actuales. Asi hemos visto como la obra de Fourier
influenci6 en la investigacion en dreas como el andlisis funcional, en las ecuaciones en derivadas parciales, y en
el andlisis arménico mismo. Enfasis especial damos a la formalizacién de una reciente teorfa, la de las ondiculas
(“wavelets”). Lo interesante es que esta teoria fue elaborada inicialmente por matematicos aplicados o ingenie-
ros que trabajaban en areas como son las sefiales, imdgenes, en la exploraciéon de campos de petréleo. Esto fue
hecho a inicios de los afios 1980’s y fue formalizada matematicamente entre 1985 — 87. Es una teoria de actual
investigacion, tanto desde el punto de vista puro como el aplicado; el espectro de sus aplicaciones es muy amplio.

Uno de los origenes de las ondiculas estd precisamente en la obra de Fourier quién en 1807 afirmé que cual-
quier funcién 27-periddica f(x) puede expresarse como la suma

ap + Z(an cos(nz) + by, sin(nx)),

n=1

es decir f(x) estd representada por su serie de Fourier. En esta afirmacién existen numerosisimas cuestiones
por analizar. Por ejemplo, ;es siempre cierta tal representacion?... En 1873, Dubois-Reymond construye una fun-
cién continua periddica, tal que la serie de Fourier asociada diverge en un punto dado. Este hecho abri6 una serie
de investigaciones en la teoria de Fourier, enriqueciéndola y proyectiandola a dominios insospechados.
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El lector encontrara en el libro de Gasquet-Witomski [4] una atractiva presentacion del analisis de Fourier y su
relacién con la teoria de filtros y del tratamiento de las sefiales; su dltimo capitulo estd dedicado a una introduccién
motivada del andlisis de las sefiales por la teoria de ondiculas. Su lectura es recomendada para matematicos, fisicos
o ingenieros por la excelente presentacion de los temas.

En el andlisis de Fourier también se encuentran argumentos que servirian para la elaboracion de las operadores
integrales singulares, tanto la teorfa R' como la R™ (teorfa cldsica de Calderén-Zygmund) o atin la nueva teoria
de operadores de Calderén-Zygmund. En esta orientacién existen excelentes libros, algunos clasicos, otros mas
recientes. El lector encontrard en Ortiz [9] una motivacion histérica de las integrales singulares, asi como una
bibliografia organizada cronoldgicamente, incluyendo algunas referencias sobre la teoria de ondiculas. En Ortiz
[10], capitulo 11 el lector puede encontrar algunas relaciones de la obra de Fourier con la teorfa de la medida
de Lebesgue. Los tres primeros capitulos del libro de Torchinsky [12] estdn dedicados a desarrollar aspectos del
analisis de Fourier qué sirven para comprender los temas que sobre andlisis arménico el autor desarrolla en los
capitulos siguientes.

El andlisis de Fourier fue investigado de la década de los afios 1940’s por el matemadtico francés Laurent
Schwartz, cuya teoria fue publicada en su famoso libro: “Théorie des distributions”, 1950-51, y re-escrita en
1966,[13]. En ella se establece que. “toda distribucién periddica tiene una serie de Fourier la cual converge a la
distribucién dada”.
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