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Resumen
Se propone la solucion numérica de la ecuacion de difusion no estdtica unidimensional, desarrollando
un algoritmo en software Matlab version 7.0, para lo cual se combina el esquema de diferencias finitas
miméticas en la aproximacion de los operadores diferenciales del continuo (gradiente y divergencia) para
la variable espacial, sobre una malla uniforme, cuyos operadores diferenciales discretos presentan una
aproximacion de segundo orden y el enfoque en diferencias finitas tipo Crank Nicolson para obtener apro-
ximaciones en la variable temporal.
Este algoritmo propuesto para los enfoques miméticos y Crank Nicolson presentan mejor aproximacion
que el esquema en diferencias finitas tipo Crank Nicolson.
Ademds se calcula el error de aproximacion generado entre la solucion numérica y la solucion analitica
usando la norma del mdximo para la ecuacion de difusion no estacionaria con condiciones de frontera tipo
Robin.
Palabras clave. Algoritmo en matlab, Operadores miméticos, Ecuacién de difusiéon, Método de diferencias finitas

iméticas, Esquema Crank Nicolson.

Abstract
The numerical solution of the one-dimensional non-static diffusion equation is proposed, developing an
algorithm in software Matlab version 7.0, for which the mimetic finite difference scheme is combined in
the approximation of the differential operators of the continuum (gradient and divergence) for the spatial
variable, on a uniform grid, whose discrete differential operators have a second order approximation and
the finite difference approach type Crank Nicolson for approximations in the temporary variable.
This proposed algorithm for the mimetic and Crank Nicolson approaches has a better approximation than
the finite-difference Crank Nicolson-type scheme.
In addition, the approximation error generated between the numerical solution and the analytical solution is
calculated using the maximum standard for the non-stationary diffusion equation with Robin type boundary
conditions.
Keywords. Algorithm in matlab, Mimetic operators, Diffusion equation, Mimetic finite difference method, Crank
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Nicolson scheme

1. Introduccion. En los dltimos quince afos una nueva version del método en diferencias finitas,
denominado mimético, ha venido desarrollandose con la finalidad de obtener mejores resultados para la
simulacién de diversos fendmenos.

Se resolvieron muchos problemas haciendo uso del método en diferencias finitas miméticas, donde se cons-
truyeron operadores diferenciales miméticos a nivel unidimensional, sin embargo, afirman que la creacién
de aproximaciones de segundo orden fuera de la frontera es simple, pero que tener un comportamiento ade-
cuado alrededor de la frontera es dificil, incluso en una rejilla unidimensional uniforme [2].

Esta nueva versidn, goza de una ventaja al mantener los mismos ordenes de exactitud de los operadores
discretos tanto en los nodos internos como en la frontera de la malla y ademds satisfacen versiones discretas
de una ley de conservacion global (Teorema de divergencia) convirtiéndolos asi en métodos conservativos
[3].

Una forma discreta de la ley de conservacién se necesita ser construida para satisfacer la conservacién lo-
cal en cada intervalo de la célula, de tal manera que se cumpla la ley de conservacién global para todo el
intervalo investigado [2].

En tal sentido el esquema de diferencias finitas miméticas en sus distintas aplicaciones, siempre preserva
propiedades de la ley de conservacion, simetria y positividad de las soluciones. Debido a estas propiedades
se present6 una alternativa que ofrecen estos esquemas miméticos.

Se cre6 una aplicacién implementada por el método de diferencias finitas miméticas el cual se utiliz6 para
simular escenarios de almacenamiento de carbono en medios geoldgicos, debido a las caracteristicas de los
operadores discretos en preservar propiedades de sus pares continuos, la solucién a ecuaciones de conser-
vacién, como las que modelan los perfiles de concentracién de soluto en el almacenamiento de carbono son
beneficiados usando este enfoque mimético [8] y [7].

Como es habitual en la tecnologia numérica mimética, el método satisface las condiciones locales de con-
sistencia y estabilidad los cuales determinan la precision y el buen estado de la aproximacién resultante,
pues esta nueva familia de métodos miméticos demuestra una buena convergencia y estimaciones optima
de error [9]. Luego se proporciona una aplicacion del método de diferencias finitas miméticas para el flujo
en las fracturas de datos micro sismico.

La idea principal es presentar la descripcion e investigacién de un nuevo algoritmo usando un nuevo enfo-
que del método mimético [1] para determinar la solucién aproximada a la ecuacién del calor no estacionaria
unidimensional.

1.1. Ecuacién del Modelo Continuo.

La forma general de la ecuacién no estitica del calor unidimensional es dada por:

ou

ot
donde F' € C'([0,1] x [0,T1]) es el término fuente conocido,  es la funcién incignita de temperatura

y K es el término coeficiente de difusividad.

De tal manera que el problema estard bien puesto si garantizamos existencia y unicidad de la solucién, y en

ese sentido aplicamos la condicién mixta de Robin.

(1.1 (z,t) = V.(KVu(x,t)) + F(z,t)

(1.2) a(z)u(z,t) + %(I,t) = f(z,t) , f(z,t) € C(Sr)
con la condicidn inicial
(1.3) u(z,0) = f(x) , f(z)eC([0,1])

Definimos los espacios de funciones.
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1.2. Discretizacion Mimética de Operadores Diferenciales.
Usaremos una analogia discreta del teorema de la divergencia para determinar el gradiente discreto.
El teorema de la divergencia dice que:

(1.4) /v?fdv+/ YVfAV = | fURdS
Q Q o0

donde ) es una region, 052 es la frontera de la region, 7 es la normal exterior a la frontera, f es una funcién
escalar bien definida sobre la cerradura de la regién €2 y v es un campo vectorial suave definido sobre la
cerradura de la regién €.

Si f, g son campos escalares y si 7, W son campos vectoriales, los productos internos adecuados del
continuo para escalares y vectores son:

(1.5) <f,g>=/Qfgdv <7,ﬁ>=/ﬁ?ﬁdv

entonces (1.4) puede escribirse:

(1.6) (VA + (T, V)= | foHdS

[5}9]

El teorema de la divergencia en una dimension, se convierte en una integracion por partes.

Ydv bodf
(1.7) /O@fdx—i—/o v%dxzv(l)f(l)—v(O)f(O)

Una forma discreta de la ley de conservacion necesita ser construida para satisfacer la conservacién local en
cada intervalo de la célula, de tal manera que se cumpla la ley de conservacion global para todo el intervalo
investigado.

1.2.1. Definicién. Sea ¥ : R — RN una funcién vectorial discreta, definida sobre los nodos de la
malla unidimensional, tal que v(t) = (vo(t),v1(t), - ,vn(t)) Vt € R, D,, € RY representa la aproxima-
cion en los centros de las celdas V?, se define la divergencia en los centros de la célula como:.

D, c RN*! RN
(Vit1 — i) ,
(Dv)i+% :% parat =0,1,2,--- ;n—1
las aproximaciones de la divergencia en los centros de las celdas coinciden con el esquema en diferencias
central, la cual expresa una matriz D) x (N +1)

1.2.2. Definicién. Sea f = (fo, f1/2, f3/2,* » fn—1/2, fn)T € RV T2 una funcién discreta definida
en los centros de la célula y en la frontera del dominio de la malla unidimensional, Gf € R™V*! representa
las aproximaciones en los nodos V f.

Se define el gradiente G en una malla unidimensional como:

Gf c RV*2 5 RN+ tal que

el gradiente en la frontera tiene la forma

8
(Gf) = .

8 fn —3fn 1+ Efy_s
(Gf)y = 25 B

mientras que en los puntos interiores, la aproximacién del gradiente coincide con el esquema en diferencia
central, es decir:

fi+% - fi 1

(Gf)z - h —

parai =1,2,---n—1,



88 Mardo Gonzales and Saulo Murillo.- Selecciones Matematicas. 05(01): 85-101 (2018)
la cual expresa una matriz G (ny1)x (N +2)

Observacion 1. Ahora que se tiene los operadores en forma de matriz vamos a reformular las condi-
ciones miméticas de los operadores discretos gradiente (G) y divergencia (D).

Bf, B, Bf, B, Bf. , Bf,
&f 1 Dv, Gf, Dy, Gf3 B D, Gly., Dy, Gf,
- - 5l e 1 =« 18

f, f T s f,
fl 2 3 N+1 N

h/2 h

FIGURA 1.1. Malla Escalonada Uniforme Unidimensional

Donde (D) indica la aproximacién de diferencias para el operador divergencia tal como se aplica a la
funcién en los centros de la célula y (G) denota la aproximacién de diferencias para el operador gradiente
tal como se aplica a la funcién en los nodos de la célula y la frontera.

En la figura (1.1) el espaciamiento de la célula es uniforme con una longitud de h = % sobre el intervalo
[0; 1]. El intervalo investigado es dividido igualmente en n sub intervalos, cada nodo tiene una coordenada
x; = (i*xh)con0 <i<N.

Cada célula tiene un punto central, es decir,[z;, ;1] incluye el centro de coordenada z;, ¢ /2-

La forma discreta del operador gradiente (G) en los bordes internos, asi como en la frontera es dado en [2]

y [3]

Uppd —Upqd

(1.8) (Gu)i = —E—"2 1<i<N
-8 3 1
(1.9) (Gu)o = 3—huo + FUL T 3R Ys
8 1
(1.10) (Gu)ny = @UN—ZSUN_%—F%uN_%

La discretizacién mimética de la divergencia (D) en los centros de los bloques esta dada:

Vi+1 — U

(1.11) (Dv)iyy = =4

0<i<N

1.3. Teorema de la divergencia discreta enfoque Castillo-Grone [2] [3]. En general el enfoque
Castillo-Grone dado en (1.4) expresan la ley de conservacidon de la ecuacién (1.6) la cual se representa
en forma de un producto interno ponderado de funciones escalares y vectoriales discretas sobre rejillas
escalonadas, la relacion dada es:

(1.12) (Dv, f)g + (v,Gf)p = (Bv, f)r

donde D, Gy B son las versiones discretas de sus continuos correspondientes: gradiente (V), divergencia
(V.) y operador de frontera (%). El (, ) representa un producto interior generalizado con pesos ) , P e I.
Usando la identidad (1.12) se obtiene una relacién para el operador de frontera.

(1.13) B=QD+G'P

ademds [Q)], [P] y [] son matrices definidas positivas cuyo ordenes (N +2) x (N +2), (N +1) x (N +1)
y (N +2) x (N + 2) respectivamente, usadas para determinar la formade Dy G.
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Los operadores discretos de segundo orden introducidos por Castillo-Grone son dados en [2] , [3] y [5]

2 3 F 0 0 0
0 -1 1 0 0 0
0 0 -1 1 0 0
1
G=— 0 0
h
-1 1 0 0
0 -1 1 0
1 8
0 o 0 3 3 3 (N+1)x (N+2)
0O 0 0 0 0
1 1
5w 0 0 0
R 0 -+ % 0 0
D= S
o0y TR
0 0 e =1 3
0 0 0 - 0 0/ o v

Aparecen dos filas de ceros en D (una en la parte superior y otra en la parte inferior) con esto se busca
obtener una matriz cuadrada al componer operadores, el operador de frontera B queda dado explicitamente.

-1 0 0 - 0 0 0
1 1
5, =5 O 0 0 0
-+ 3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

B=1| : : : :
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -5 %
0 0 0 0 5 -3
0 0 0 0 0 1

(N+2)x(N+2)

Por lo tanto, los operadores miméticos gradiente (G) y divergencia (D) son de segundo orden tanto en el
interior del dominio como en la frontera sobre una malla uniforme escalonada unidimensional.

El esquema mimético para la ecuacién de difusién (1.1) sujeto a las condiciones de contorno tipo Robin
(1.2) queda dado por:

(1.14) MI = (A+ BG+ DKG)f =b

donde A es una matriz de orden (N + 2) x (N + 2) que tiene entradas distintas de cero en su diagonal, que
corresponden a los nodos de la frontera. Los valores asociados a las entradas son no nulas.
Para el caso unidimensional las tinicas entradas no nulas son:

AL ) =ay y AIN+2,N+2)=a

El operador K es un tensor diagonal cuyos valores conocidos son positivos y evaluada en los bordes de la
red. A veces el producto (KG) f se llama flujo. El vector b tiene la forma:
- T
b = (FYOaF%aF%W" 7Fn—éa’yl)
f representa la aproximacién mimética.
El nuevo método mimético dado en [1] para la ecuacidn del calor unidimensional , se basa especificamente
sobre el esquema de Crank Nicolson para la variable temporal y el esquema de diferencias finitas miméticas

para la variable espacial.
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2. Esquema Mimético de Crank Nicolson. El esquema de Crank Nicolson propuesto en [1] se ob-
tiene al combinar el esquema en diferencias implicito con el esquema explicito en la malla mimética.

e J—a B—e—138 B—= B &
x:nhvl

XML XMl XM+l X M+l X M+ X M1 XML x M1 X M#1
o 1/2 3/2 2 -1 i i+l N-1/2 N

M X XM xM XM XM XM

M
(1] 1/2 1 3f2 2 1/2 N

3¢

= i—e—3 =1 =8
XM M
. i+1 N-

=K .-—- . L= . . &= .-
xK
N-

2= Il

K K K K K K K
K X X X X X X
J"'r;i 1/2 1 3/2 2 i1 i i+l 1/2
v —e——ea—3 B = e @&
1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 xl 5 x!
Xu 1/2 1 3/2 2 -1 i i+l N-1/2 N
o =3 = § . =m =
0 x0 x0 x0 x9 x_o x0 x0 Q x0
*o 1/2 1 3/2 2 i1 i i1 N-1/2 N

FIGURA 2.1. Molecula Mimética Computacional

El esquema de diferencias Implicito para la variable tiempo es dado :
u N+1 N
@.1) T, t) = 2[T] (U by ) N

donde [T] = ;.
Luego de la ecuacién (1.1), se obtiene:
2.2) 207} (UN*h —UV) = D (KGU™) + FY
2T (UN+% - UN) — [D|IK)[GUN = FN
Ademds incorporando las condiciones de frontera (1.2), en la malla mimética obtenemos:
(2.3) (a[A] + B[BG)) UN = N
1

donde [T] es una matriz diagonal cuyas entradas diferentes de cero son de la forma %;.
Los vectores U y F' son las aproximaciones de la temperatura y la fuente sobre los nodos en la malla
mimética.

El esquema explicito tendria la siguiente forma:

(2.4) @u(x,t) = 2[T] (UN+1 - UN+%) + 9(At)
ot
donde [T] = #;.
Luego de la ecuacién (1.1), se obtiene:
2.5) 2T (UN+1 - UN+%) = [D][K][GIUN*! + pN+1

2T (UN+1 _ UN+%> — [D)K][GIUN+! = pN+1
Ademas incorporando las condiciones de frontera (1.2), en la malla mimética obtenemos:

(2.6) (afA] + B[BG]) UN T = pNH1
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Combinando las expresiones (2.2)y(2.3) se tiene:
@.7) ATIUNTE — 21U = ((D)[K](G] — a[A] - BIBIGY UN + FN + ¥
Combinando las expresiones (2.5)y (2.6) se tiene:
28 2ATUN —2TUNYE = ([D][K][G] - a[A] - B[B][G]) UNT! 4+ FNTE 4 pNH

Sumando las expresiones (2.7) y (2.8) tenemos:

TN [0 = 2 (DIIKIIC) — ald] — BIBICH U + L (FY + 1)
+ 5 (DIKIIG] — ald] - IBJIGY) UM 4 2 (FVF 4+ Y+
(171~ 5 (DG - ) = plBliED) ) 0¥ = (17 + 5 (DRG] - o] - plBIC]) ) U
@9) +3 oty L)

De la expresién dada en (2.9), vemos que se obtiene un sistema de (N + 2) x (N + 2), es decir que este
nuevo esquema presentado por [1] contiene (V) ecuaciones lineales , uno por cada nodo interno y dos
ecuaciones para la condicién de frontera.

A continuacién presentamos un caso particular para (N = 5), puntos en el dominio.

& = = l—-—l—-—l

X X
Xp 1/2 Ay X3/2 X3 Xep Xg X742 4 9/2

FIGURA 2.2. Discretizacion del dominio para (N = 5)

Aproximacion en el primer nodo ()

FIGURA 2.3. Aproximacion en la frontera izquieda
De la ecuacion (2.9) se obtiene la aproximacion en la frontera izquierda:
1 4 3 1 1 4 3 1

UN+1 _ (2 YpynN+n UN+1 - 2\ N 2 \gN_ (2N

<a1+3h> on) s T \6n 2 73 )P0 t\an )Py T \en ) V4

1
T3 (for + fo*)

la cual representa una discretizacidn de segundo orden incluyendo las condiciones de frontera en el nodo .

Aproximacion en el segundo nodo T1

—————B =

. x *, ®

FIGURA 2.4. Aproximacion en primer punto medio
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Aplicando la ecuacion (2.9) en el primer punto medio, resulta.

i i N+1 1 1 2 N+1 i 2 N+1 _ 1 4 N
<6h 3h2>U0 +(k+4h+h2>U T\en a2 ) Vs o a2 ) U

L1 2 N 1 2 N L (pN N+1)
+(k ah h2>U%+<12h+3h2>U§+2(F%+F;

Aproximacion en el tercer nodo T3

30§ =

*g X1 Xy 3 X2 Xsp
FIGURA 2.5. Aproximacion en el segundo punto medio

Aplicando la ecuacién (2.9) en el segundo punto medio, resulta.

1 1 1 1 1 1 1 1
- UN-‘rl - UN+1 - UN-‘rl N UN-‘rl I UN
<6h> o U wE) T\t 2h2) "3 6h) °
1 1 1 1 1
S - \yw IR 72 UN (FN FNH)
+ <4h + 2h2) p <k 12% h2> gt (2h2> g Ty
Aqui observamos que la discretizacion en el punto (x%) presenta cuatro términos en esta ecuacion.

Aproximacion en el cuarto nodo Ts

=808 =

X L *5,."2 Xg KA‘J'Z

FIGURA 2.6. Aproximacion en el tercer punto medio

Aplicando la ecuacion (2.9) en el segundo punto medio, resulta.

1 N+1 1 1 N1 (1 N+1 _ 1 N+1 1 1 N+1
< 2h2)U +<k+h2>U 2h?2 U 2h2 g™+ k  h? Vs
1 N+1 LN N+1
+(2h2>U g ()
Esta ecuacion es una expresion estandar del método de diferencias finitas.

Aproximacion en el quinto nodo x 1

w» B o 1 =

Karz X5 Koz s X o2

FIGURA 2.7. Aproximacion en el cuarto punto medio

Aplicando la ecuacién (2.9) en el segundo punto medio, resulta.

1 N+1 1 1 1 N+1 1 1 N+1 1 N+1 _ 1 N
(2h2>U +<k+12h+h2)U§ Tom ) e ) T e ) Vs
N
Q

111 11
S — U — U
+(k 12h h2> 5+<4h+2h2)
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Donde esta ecuacién es simétrica respecto a la aproximacion en el tercer nodo ,es decir en (x% ).

Aproximacién en el sexto nodo (z9)
Verificando la ecuacién (2.9) en el qulnto punto medio se obtiene:

-3 —0—3

4
an 4

FIGURA 2.8. Aproximacion en el quinto punto medio

A o2\ (Lo 2\ v (L A v (L 2 \ gy
(12h 3h2>U% +<k+4h+h2>U e ame ) U 2n Tane ) Ui

1 1 2
S~ _2\yN ) uX (FN FN+1>
+<k ih h2> 3+(6h+3h2) HEAGE B
Ademas se observa que esta ecuacion es simétrica respecto a la aproximacion del segundo nodo, es decir

en (z1).

Aproximacién en el dltimo nodo ()

T —Ta—
x};z Xa XQIZ XS

FIGURA 2.9. Aproximacion en la frontera derecha

Aplicando la ecuacion (2.9) en la frontera derecha se obtiene:

1 N1 (3 N+1 1 4 N+1 _ Uy 1 i
<6h)U <2h>U g2t ) U T

+ (—20[2 ) f5 +fN+1)

La cual es simétrica respecto a la aproximacién del primer nodo, es decir en (zg).
Aplicando la ecuacién (1.14)

3 1
a1 + -3 L 0 0 0 0
W TS U T O 0 0 0
3h T 3hZ 2R T A2 Gh 37
3 —— 7 it 0 0 0
3 2h h 6h lh £L2 1
MI = 0 0 — 72 7z -7z 0 0
0 0 0 _ L 14 2 1 _ 1 1
B2 Gh T B2 2h T 3h
0 0 0 0 1l 4 1,4 1 8
Gh [ 3K7  2h TR 3h 37
0 0 0 0 3 - ag + 31

Se construye la matriz (T"), generada por las aproximaciones de los nodos internos, la cual tiene la siguiente
forma

N

I
SO OO O OO
S O OO OoOFFO
S OO OoOFRO O
O O OFFO O O
O OFO O O O
OO O O O O
S OO OO OO
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donde

T[1,1] = [0,0],
T[7,7] = [0,0].

Los vectores tanto para el tiempo anterior y posterior:

UxN Ug ™
U{V U{V+1
uN i
v—| ou¥ V= UzV“
U;\’ Ug\”rl
Uy i+
vy uN+

3. Convergencia de la solucion aproximada. La propiedad mas importante de todo esquema en
diferencias finitas es la convergencia del método hacia la solucién exacta, usaremos el teorema de Lax
Friedrichs para probar la convergencia del esquema mimético tipo Crank Nicolson.

De la aproximacioén en el primer nodo, obtenemos:

3 6h 1 6h 1 4 6h
gl (2 (O Npve () (O Vg (2 AN (O \pw
0 <2h> (3ha1+8) 3 6h ) \3hay +8) 3 2" 35 ) \Bhay +8) 0

3 6h 1 6h 1 6h
31 2N (O NN (2N (O NN D (fN+L AN L
1) <2h> <3ha1+8) U <6h> (3ha1+8) Ui +5 U0+ 06 \ 3y 18
donde obtenemos:
9 1 9
2 N+1 _ N+1 N+1 _ 77N N
G- Yo (3ha1 + 8) Y o +s) U T T e s ) U

1 6
| —= ¥ -
(3ha1+8) 5+(3ha1+8>%

De (3.2) y remplazando en la ecuacion generada por la aproximacién en el primer punto interno.

UN+1 UN
h+8 9 N+1 b N 9 N 3 6h
- UNtl - N4 Ul - + o
6h2 3ha; +8 = 3hai + 8 3hay +8 2 3hoy + 8 3hay + 8
L2 Ny (L L 2 Vv (L ANy (L2 Dy
+(4h+h2 +k> Uy +< 127 3h2>U3 {76 a2 )W 1)U
(L 2y _L(pva N) _
G- <12h 3h2> Us =3 (F% )=

donde

[ 3(h+8) N hts vor L (h+8Y\ x ([ 3(h+8) N
<(2h2)(3ha1 ¥ 8)) U\ ez 19 )Y T a2 )Y T\ @ eha 1) ) Ut
_ h+8 Npyn _(_htE 12 Novp (1 2 \pvn

* (6h(3ha1 + 8)) U (h(3ha1 - 8)> Yo <4h Tt k:) U 12n 32 Vs

1A\ o2 Ny (L 2 \py L pvn )
G4 +<6h2 3h2>U0 (4h h2+k>U% (12h+3h2>U§ 3 (FY+rY) =0
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Luego

3 [ h+8 B8 1w, 1\ (h+8\], v
[ on? (3hoz1+8)+(4h2 )+ }U Shar + 8 1on2 )| Vs
3 [ h+8 he8\ 11 .~ [ 1 [ h+8 he8\T

+[ oh? (3ha1+8)+(4h2) k} ! +[esh? (3ha1+8> <12h2>}U3

h+8
h(Shoq +8)

(3.5)

10 =5 (FY++ FY)
2 2

1
2
Reemplazando (3.2) en la ecuacién generada por la aproximacién en el segundo punto medio.

1
6h

11\ . 11 1 11
= U +1 - o - UN+1 UN+1 7U - UN_
+< ih 2h2> 3 +(12h+h2+k> TS Teno T\ T2 )%

1 1\ N N N+1 , N
(k 12h h2>3 (2h2)U Q(F% +FY)

m\wz

9 Nt 1 N+1 _ N 9 UN _ v n 6h
1 3 0 1 Yo
3ha; +8 = 3ha1 +8 2 3ha; +8 2 3ha1 +8  3hay +8

N+1 N N
3 Ngwa__ % oy %Y Y
2h(3hay +8) ) 3 6h(3hay +8)  6h | 2h(3hay + 8) 6h(3ha1 +38)

1 R T W IR TR S Yo N+l , LN
+<3h0¢1+8>%+< i 2h2>U% +<12h+h2 k)U% 2hU G U”

1 i N liiii N 1 N?l N+1 N
<4h+2h2)U <k 2% h2>3 <2h2>U 3 (F )

Finalmente se obtiene:

3 h+2 1 h+12 1

(3.6) — UNtt 4 |- + +— | Uit

2h(3ha1+8> dh? | "2 6h(3ha1 +8) 1202k
1 3 B+ 2 1 h+12 1

—gaUs - ;:2 Uy + |- + +h2 - vy
2h% "2 2h<3ha1 n 8) 4 : 6h (3ha1 n 8) 12 2
1 Y0 1/ N+ N

N4y 7(F iR )
92°% T 3hay 1 8 5 Mg T

Como £ es el tamafio de paso en la variable espacial entonces la expresion:

h+8
h(Shm +8)

es diferente de cero , independiente al valor que puede asumir la constante «;.Luego se tiene:

h+38 a4 N+l 3 ooNg1, LN
7 — = —
37 <h(3ha1+8)> [(2 +?,h)U Uyt abs

h+8 o AN N 3on (1N, B
+<h(3ha1+8)>[<2 +3h)U0 UL TG )Ud —0| =0
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De la ecuacion dada en (3.7) y la aproximacién del primer punto medio tenemos:

L oA v (22 NN (L 2 Yo (L 4 VN
( 6h 3h2>U° +(4h+h2+k>Ué 2n Tane ) Vs on T ape ) Vo

(ot o2 N (L 2\ LN
(4h h2+k>Ué (12h+3h2>U3 3 (P + FY)
h+38 a4 N+1 3 N+1 1 N+1
©.8) T 7 Bhoy +8) Kz +3h> Y on) Vs Ten) Vs
h+8 a1 4 N 3 N 1 N B
h (3hay + 8) K +3h)U0 (2h>U%+ on )V | 0 =0

La expresion dada por

es una cantidad diferente de cero. Luego:

1 o 3 N 1
B <3ha1 +8) K 2 3h> Us' - Ut 6hU3 } a <3ha1 —|—8>

a4 N+l 3 N4l N+1| _
(3.9 [( 5 + 3h> Uy 2hU + GhU =0

Considerando la ecuacién (3.9) y la aproximacion en el segundo punto medio, se tiene:
o (UN+1 + U + <_41h _ 2]112) UéVJrl + <]1€ + ih + th> UNt (2}112> Uév+1
(i 50) - (£ )08~ 3oty 3077)
(3.10) <3h0i+8> K“w?j‘xh) U _%UN s Loy }

1 ! 4 N+1 _ N+1 Lo ~N1
— Uy U — =0
<3ha1+8> K 2 " 3h> 2h T

Se asume que k = At.

Observamos que las ecuaciones dadas en (3.6) y (3.7) podemos escribirlas como(3.8) y (3.9).

Estas expresiones contienen las aproximaciones de la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno en
una sola ecuacion.

Por una expansion de Taylor se tiene:

Para la ecuacién centrada en el nodo x 1

ou 98U 1 90U 1 ou?
3.11 — e = ch— + — AP
G-AD ot 02 6 027 24 Bp
el error de truncamiento es O(h) + O(At?).
Para la ecuacion centrada en el nodo x'3
ou  9°U 5 ,0U% 1 ou?
3.12 — - =R+ AP
G-12) ot 022 18" 0a7 oA 0P
el error de truncamiento es O(h?) + O(At?).
Para la ecuaci6n centrada en el nodo z;, 1

(3.13) R A S
X
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el error de truncamiento es O(h?) + O(At?).

Los errores de truncamiento para las ecuaciones centradas en los nodos x ;_ 3y TN
ecuaciones (3.12) y (3.11).

Luego se escribe el sistema asociado usando las ecuaciones de aproximacién en el cuarto nodo,(3.8) y
(3.10):

1 son iguales a las

(3.14) (I 4+rW)UNT = (I — W)UV
donde r = % y sus valores propios son p = %

Por tltimo se demuestra que p1 < 1. Para obtener este resultado, debemos verificar que A > 0. Esto se hace
aplicando el teorema de Gershgorin en cada ecuacién del sistema (3.14), por lo que el radio espectral es
menor o igual de uno y significa que el nuevo método es incondicionalmente estable y por el teorema de
Lax-Friedrichs es convegente. Mas detalles de esta prueba en [10] y [1].

4. Resultados.

4.1. Estudio numérico comparativo. Se presenta un problema de prueba unidimensional resuelto
con el nuevo esquema mimético - Crank Nicolson compardndolo con el esquema de diferencia finita tipo
Crank Nicolson.

ou 02 R :
4.1) a—? - 8—;; = —Ee_fﬂsen(%rx) + de” 10 sen(2mx)

definido en (0, 1) y las condiciones de frontera de Robin

ou —t
(4.2) u(0) — a—x(O) = —27e
4.3) u(1) + %(1) — 27eT0
con condicién inicial
(4.4) u(z,0) = sen(2mx)

Las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3) muestran un problema matemético bien planteado con solucidn analitica:

4.5) u(z,t) = e sen(2mz)
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4.2. Algoritmo en Matlab. A continuacién se detalla el algoritmo en Matlab para determinar el error
entre la solucién exacta y la aproximada.

CUADRO 4.1
Algoritmo en Matlab.

pi=3.141592;

Tmax = 1.;

x0 = 0.;

xn = 1.;

n = 40;

m = 40;

k = Tmax/(m);

h = (xn—x0)/(n);

= zeros(n+2,1);
t = zeros(m+1,1);
w = zeros(n+2,m+1);

>
|

x(1) = x0;
x(n+2) = xn;

for i = 2:n+l
x(i) = hx((i—1)—1/2);
end

for j = l:m+1;
t(j) = kx((j—D);
end

alfa0
alfal
mu0
mul =

.

1
1.
1
1

.

B

= matrixA (n, alfa0 ,alfal);
= MatrixMu (n,mu0,mul) ;

= normalB(n);

= gradiente(n)/h;

= divergencia(n)/h;

UOUJ§>
|

MI = A + MuxB+xG — Dx*G;
TT = eye(n+2,n+2)/k;

TT(1,1) = 0;
TT(n+2,n+2) = 0;

S1 TT+MI/2;
S2 = TT-Ml1/2;

g = zeros(n+2,m+1);

for j = l:m+l

g(l,j) = —2xpixexp(—t(j)/10);

g(n+2,j) = 2xpixexp(—t(j)/10);

end

Fuente = zeros(n+2,m+1);

for j = 1:m+l

for i = l:n+l

Fuente (i,j) = —(1/10)xexp(—t(j)/10)*sin(2xpixx(i)) + 4xexp(—t(j)/10)*sin(2xpi*xx(i))=(pi

"2);




59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

77
78
79
80
81
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83
84
85
86
87
88
89
90
91
5]
93
94
95
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end
end

for i=1:n+2;
w(i,l)= sin(2xx(i)=xpi);
end

for j=1:m
w(:,j+1)=inv(S1)*(S2*xw(:,j) + (Fuente(:,j+1)+Fuente(:,j))/2 + (g(:,j+D+g(:,j))/2);
end

[X T]=meshgrid(x,t);

subplot(2,2,1)

surf (X, T,w’)

xlabel ("eje _X"),ylabel(’eje_y’),zlabel(’eje.Z")
title (’Solucion.aproximada’)

u_real=zeros(n+2 ,m+1);

for j= 1:m+l

for i = 1:n+2

u_real(i,j) = exp(—t(j)/10)xsin(2xpixx(i));
end

end

[X T]=meshgrid(x,t);

subplot(2,2,2)

surf (X, T,u_real )

xlabel ("eje _X"),ylabel(’eje_y’),zlabel(’eje.Z")
title (’Solucion.exacta’)

e = zeros(m+1,1);

for j=1:m+l

e(j) = norm(w(:,j) —u_real(:,j)’,inf);
end

norm (e, inf)

El error numérico computacional entre la solucién exacta y la aproximada usando la norma del maximo
y bajo el enfoque en diferencias finitas miméticas generan los siguientes resultados.

CUADRO 4.2
Variacion del error de aproximacion para distinto tamarios de malla.

Método Tamafio Error

40 0.0031

Mimético 70 0.0010
100 4.9832¢04

Diferencias 40 0.0049

Finitas 70 0.0015
100 7.1630e 04

El cuadro (4.2) muestra la longitud de los errores relativos producidos por métodos miméticos y de
diferencias finitas. Los primeros son mds pequefios que los segundos.
El error de aproximacién es el més 6ptimo cuando hacemos mas densa la particién de la malla, para una
particion de malla de 40 x 40 obtenemos un error de 0,0031, luego si tomamos una particion en la malla de
70 x 70 se obtiene un resultado de 0,0010, esto demuestra que el error de aproximacién entre la solucién
exacta y la discreta mejora cada vez que generamos mds puntos nodales en el mallado.

Del algoritmo descrito anteriormente, se construyen las graficas tanto para la solucién exacta y la so-
lucién aproximada de la ecuacién de difusion no estacionaria en un medio unidimensional con condiciones
de frontera tipo Robin, en un mallado escalonado y uniforme del dominio.
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Solucion aproximada Solucion exacta

7y

¥irr,
Bty

Wiy W rtry Ay
b sy e L,
> i e SR i A

EFF ATty SNSRI A
e SRR
r..-f’,’,{{{{{'lll \\\\§\§\\‘\\\\\\\\ \\\‘\\\‘\\\\\\\\\\\
Ly

sje ¥ eje X
FIGURA 4.1. Grdfica usando esquema Mmético para una malla n=m=40
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FIGURA 4.2. Grdfica usando esquema Mmético para una malla n=m=70
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FIGURA 4.3. Grdfica usando esquema Mmético para una malla n=m=100

El andlisis hecho en las graficas (4.1), (4.2) y (4.3) en la construccién geométrica de la solucién exac-
ta para la ecuacién de difusion no estacionaria unidimensional ha llevado a establecer la relacién entre la
solucién real sobre los puntos de la malla, permitiéndonos comparar su respectiva soluciéon numérica, es-
ta comparacién muestra que la solucidn discreta presenta una ligera variacion respecto a la grafica de la
solucién exacta en una malla regular de puntos nodales distribuidos de forma homogénea.

5. Conclusiones.
En el presente trabajo se desarrollé un algoritmo que combina el esquema de diferencias finitas miméticas
y el esquema de Crank Nicolson para determinar la solucién aproximada hacia la solucién exacta de la
ecuacion de difusion en estado no estacionario en un medio unidimensional con condiciones de frontera
mixtas.
Se corrid el programa con el siguiente informe detallado en las figuras (4.1) y (4.2), el cual muestra un error
de aproximacién optimo respecto a la particidon del mallado unidimensional, es asi que el tratamiento de las
condiciones de contorno no implica el uso de mallas extendidas ni la inclusién de puntos fantasmas en la
formulacion del esquema en diferencias finitas miméticas, como ocurre a veces con el método estandar de
diferencias finitas tipo Crank Nicolson, la cual hace su implementacién numérica més simple.
Los operadores discretos provenientes del método mimético de Castillo-Grone se caracterizan por mantener
los mismos 6rdenes de exactitud tanto en el interior como en la frontera del dominio.



(1]
(2]
(3]
(4]

(5]
(6]

(7]
(8]

[9]

Mardo Gonzales and Saulo Murillo.- Selecciones Matemiticas. 05(01): 85-101 (2018) 101

Referencias

Mannarino, I.A. A mimetic finite difference method using Crank Nicolson scheme for unsteady diffusion equation. Revista de
matematica: Teoria y Aplicaciones. 2009; 16(2): 221 - 230.

Castillo, J.E. and Grone, R.D. A matrix analysis approach to higher-order aproximations for divergence and gradients satisfying
a global conservation law. STAM Journal on Matrix Analysis and Applications. 2003; 25(1): 128 - 142.

Castillo, J.E. and Yasuda, M. Linear system arising for second order mimetic divergence and gradient operators. Journal of
Mathematical Modeling and Algorithm. 2005; 4(1): 67-82.

Guevara- Jordan, J.M.; Rojas, S.; Freites-Villegas, M. and Castillo, J.E. Convergence of a mimetic finite difference method for
static diffusion equation. Advances in Difference Equations. 2007; (2007).

Castillo J. and Miranda, G. Mimetic discretization methods. 2013

Mannarino, I.; Quintana, Y. and Guevara-Jordan, JM A numerical study of mimetic scheme for the unsteady heat equation.
submitted fo FACYT Review.

Sanchez, E. Finite Differences and Parallel Computing to Simulate Carbon Dioxide Subsurface Mass Transport. 2015.

Sanchez, E.; Paolini, C. and Castillo, J.E. Analyzing Diffusive-Advective-Reactive Processes Using Mimetic Finite Differences
with implications in Carbon Dioxide Geologic Storange. 2014.

Gyrya, V.; Koustantin, L. and Manzini, G. The arbitrary order mixed mimetic finite difference method for the diffusion equation.
2016 ; 50(3), 851-877.

[10] Mannarino, I. Un método mimético de diferencias finitas para la ecuacion no estdtica de difusion. Master thesis, Universidad

Central de Venezuela, Caracas (2007).



