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Resumen

En este articulo damos una introduccion a los operadores multivaluados, presentamos un nuevo
concepto de monotonia, la 6 - monotonia, que es una generalizacion de todos los tipos de monoto-
nia conocidos, esta teoria es de gran utilidad, ya que nos permite estudiar propiedades para todos
los tipos de monotonia, analizando solo un tipo de ellas. Generalizamos bajo ciertas condiciones al-
gunos teoremas que solo se tenian en dimencion finita a espacios de Banach infinito dimensionales.
Finalmente mostramos una aplicacion a la sobreyectividad en dimension finita que se puede usar
en teoria de semigrupos e imponiendo restricciones puede ser probado en espacios mas generales.

Palabras clave. Operador Multivaluado, Operador Mond6tono, Operador Monétono Generalizado,
Maximal monétono, Operador Localmente Acotado.

Abstract

This article we give an introduction to the multivalued operators, we present a new concept of
monotonicity, the 8 - monoticity, Which is a generalization of all known types of monoticity, this
theory is very useful, since it allows us to study properties for all types of monticity by analyzing
only one type of them. We generalize under certain conditions theorems that were only in finite
dimension to infinite dimensional Banach spaces. Finally we show an application to the sobreyec-
tividad in dimension finite that can be used in the theory of semigroups and imposing restrictions
can be tested in more general spaces.

Keywords. Multivalued operators, Monotone operators, Generalized Monotone Operator, Maximal
monotone, Locally Bounded Operator.

1. Introduccion. En la escuela desde temprana edad, cuando conocimos las funciones basicas
y sus graficas en el plano, nos enseniaron el método grafico de la recta vertical para reconocer cuando
una curva representa la grafica de una funcion. Por ejemplo, las elipses, hipérbolas, circunferencias
y parabolas, son curvas que no representan grafico de funciéon alguna, pero son sin duda muy usadas
tanto en las matemaéticas como el la vida cotidiana.

El método nos dice que si al dibujar una recta vertical por cualquier parte de una curva y esta
la intercepta en mas de un punto, entonces esa gréafica no corresponde a una funcién. Esto quiere
decir que a un elemento del dominio, le debe corresponder solamente un elemento del rango, lo que
pone en evidencia la definicién usual de funcién.

Pero ;existira alguna relacién esas curvas y una funciéon? al menos en algin sentido.

Ya en los primeros ciclos de la universidad nos topamos otra vez con las conicas y conocimos el
calculo. Algo que me llamo la atencién sobremanera fue la constante de integracion omnipresente
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al calcular una integral indefinida. Esa constante nos decia que por ejemplo que para un polinomio,
la integral indefinida no era un solo polinomio, sino una infinidad de ellos, es decir a un elemento
del conjunto de polinomios, le asignaba no un elemento, sino un conjunto de polinomios. Asi es
natural definir § : R[z] — P(R[z]) como {p(z)dz = {g(z) € R[z]/¢ (z) = p(x)}.

Ya en los estudios de maestria me tope con una tesis post doctoral donde se trataban estas
cuestiones e investigando llegue a Rockafellar y muchos mas, donde definian un tipo especial de
funciones, las multivaluadas, que responde, al menos de manera parcial a la pregunta planteada
y decimos parcial por que para que esas graficas les correspondan a una funciéon multivaluada,
necesitamos modificar un epsilon las definiciones de dominio, rango y grafo de una funcion de tal
manera que resulten ser una generalizacion de lo ya conocido.

2. Funciones multivaluadas.
Sean Ay B conjuntos no vacios, definamos el conjunto F(A,B) = {f: A — B/ f es funcion}

Sea f : A — B una funcion, entonces para cada x € Dom(f) tenemos {f(z)} € P(B), donde
P(B) ={D / D < B} es el conjunto potencia de B.
Si Dom(f) # A, a cada z € A - Dom(f), se le puede asociar el conjunto vacio.

Asi podemos definir la aplicaciéon

Cf: A - P(B)
x — Cizx

Como

~ J {f®)}, e Dom(f)
Cf“‘{ @, ¢ Dom(f)

La buena definicion de Cy se debe a que f es una funcién. Observemos que Dom(Cy) = A, algo
que no necesariamente se cumple para f.
Tenemos definida entonces

C:F(A,B) — F(A P(B))
f = C

Afirmamos que C es inyectiva.
En efecto, sean f,g € F(A, B) tales que Cy = C,. Dado € A, si « € Dom(f), obtenemos
{f(x)} =Crx = Cyz = {g(x)}, luego = € Dom(g), lo que nos permite concluir que f = g.

Observacion 1.
Algo que debemos notar en lo anterior es que no hizo falta analizar el caso en que x ¢ Dom(f) para
probar la inyectividad, de hecho solo nos restringimos al conjunto {x € A/Cf(x) # &} = Dom(f).
Este conjunto nos serd de mucha utilidad en la siguiente seccion para dar una nueva definicion de
dominio.

Veamos ahora un ejemplo que muestra que C no es sobreyectiva.

Ejemplo 1.
Sean A = {0,1} y B = {0,1}, definamos ¢ : A — P(B) por (0
Supongamos que existe f : A — B tal que C; = 1. Entonces {0,1}
que contradice la definicion usual de funcion. Asi ) ¢ Ran(C).
Podemos generalizar el resultado del ejemplo anterior en el siguiente teorema.

) = {0
=B=

Teorema 1. Si T : A — P(B) es tal que existe xg € A con Card(T(zg)) > 1, entonces
T ¢ Ran(C).

Definicion 1. Decimos que una funcion es una funcion multivaluada si el conjunto de llegada
es un conjunto cuyos elementos son también conjuntos.

Ejemplo 2. Sean A = {0,1} y B = {1}, entonces P(B) = {, B} = {&,{1}}, definamos
p: A— P(B) como ¢(0) = & y p(1) = B, entonces ¢ es una funcion multivaluada.

Para simplificar la notacion, si T : A — P(B), escribimos T: A 3 B ysixe€ A, frecuen-
temente escribiremos Tz en lugar de T'(z), esto para tener presente que T'x es un conjunto.
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2.1. Dominio, rango y grafico.
Sea T': A 3 B una funcién multivaluada. De la observacion 1 notamos que si nuestra intencion es
ampliar el concepto de funcion, la definicién de dominio mas conveniente es:

Definicion 2. El Dominio de T es definido como D(T) = {x € A/Tx # &} .
Las definiciones de rango y grafico de una funcién multivaluada son similares a las definiciones
usuales para una funcién.

Definiciéon 3. El Rango de T se define por: R(T) = U Tzx.
zeD(T)
Definicién 4. El Grdfico de T es el conjunto: G(T) = {(z,u) € A x B/u € Tx}.

Observaciéon 2. Para cada T : A 3 B, tal que T € Ran(C), la inyectividad de C nos asegura
que eziste una unica Te : A — B satisfaciendo T = Cr,. Esto y las definiciones anteriores nos per-
maten identificar y no hacer distincion entre T y Ic, es decir, podemos ver aI' como una funcion
usual y la llamaremos funcion univaluada.

Observacion 3. La buena definicion de una funcion multivaluada T puede interpretarse co-
mo: a conjuntos distintos(Tx # Ty) le corresponden pre-imagenes distintas (x # y).

Observacion 4. En general no se cumple Dom(T) = D(T) como podemos ver en el ejemplo 2.
Observacion 5. La grifica de una funcion multivaluada no es general una curva.

Las funciones multivaluadas estan presentes en las mateméticas que usamos frecuentemente,
incluso desde nuestra vida escolar, como veremos en los siguientes ejemplos.

i:IN =3 N

Ejemplo 3. Conjuntos unitarios de nuimeros naturales: )
n — in={n}

Ficura 2.1. Gridfico de 1.

I'N 3 N

Ejemplo 4. Conjuntos de indices de nimeros naturales: n oo In={1,2,--n)

\
7 °
6 ° 3

D(I)=N
5 ® ° 'y
4 ° ) ® °
R(I):UInZIN 3 ° ° ° °® °
nelN

2 ° ° ° ° ° °
0—0—0—0—0—0—0%
G(I) = {(n,m) e N*/m & In, n € N} R S S

Ficura 2.2. Grdfico de I.
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Ejemplo 5. Intervalos infinitos abiertos por derecha: L Ii : IE

(z) = (=0, z)
v
D(p-) =R 4
R(p-) =R | -
;ig}i?'1234557
Glo-) = {(x.y) e R?/y < 2}

Ficura 2.3. Grdfico de p—.

Q0+:]R :; ]R

Ejemplo 6. Intervalos infinitos abiertos por izquierda:
jemp fi por 124 v oo pa(a) = (a,+0)

7y

6

5

D(Spr):R 4

3

2

R(py) =R 1
2 —1,5",1 2 3 4 5 6 7)&

y>¥

G(p+) = {(z,y) e R?*/y > a}
Ficura 2.4. Grdfico de ¢ .

. . . o_:R 3 R
Ejemplo 7. Intervalos infinitos cerrados por derecha: _
jemp fi P r — 7_(2)=(-o0,a]
7
6
5
D) =R ‘
3
. 2
R(®_)=R .
X
-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

ys _‘I

G(@.) = {(z.y) e R*/y < z}
Ficura 2.5. Grdfico de p_.

. . . . . .o, R 3 R
Ejemplo 8. Intervalos infinitos cerrados por izquierda: t - p,() = [z, +0)
v
6
5
D(g,) =R 4
3
2
R(¢+) =R 1
X
-2 -1 1T 2 3 4 5 6 7
Y2/,

G(@,) ={(z.y) e R?*/y > =}
Ficura 2.6. Grdfico de p .
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Ejemplo 9. I'magen inversa de un funcional lineal:

Sea X un espacio de Banach, f € X* no nula. Definamos: Ty : R =3 X como Tyr = f~{r},
para todo r € R.

D(Tf) = R ya que si f es no nula, entonces es sobreyectiva, luego para todor € R, f~1{r} # &.

RTy) = JTr =y =X

reR reR

G(Ty) ={(r,z)eRx X/xe fH{r}} ={(r,z) e R x X/f(z) =r}
Observemos que 0 x Nuc(f) < G(Ty).

Ejemplo 10. Bolas con centro en el origen de coordenadas: Sea A = [0,1], definamos:

Sy
4
p:A 3 R" :
Donde B;(0) = {z € R"/|z| < t} 1 Tz
= X
Dig) = <0.1] oN. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1 T
R(p) = B1(0)
-2
G(p) = {(t,z) € (0, 1]xR"/||z| < t} -3

Ficura 2.7. Grdfico de ¢ para n = 2.

Ejemplo 11. Conjunto Dualidad:

Sea X un espacio de Banach, X* su dual topoldgico. Definamos:

X*
Jr = {f e X*/|f]| = lzl: <f, z) = |=]*}

LU

J: X
T

Esta aplicacion es conocida como Aplicacion Dualidad y gracias al teorema de Hahn Banach,
D(J) = X.

Ejemplo 12. Pardbola con eje focal horizontal: Sea Rf = RTu{0} = [0, +o0), definamos:
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5y
4
AR 3 R 8
r = )‘x:{_ﬁa\/;} 2
1
D(p) =R v X
o\. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
-1 x
R(p) =R
-2
G(p) = {(r,—/r); (r,\/1) /7 = 0} -3

Ficura 2.8. El grifico de A y de y? = x coinciden.

Veamos algunas observaciones notables sobre los ejemplos dados:

Observacion 6. En los ejemplos 3 y 4, si vemos a IN como subespacio normado, con la norma
usual heredada de R tenemos que los conjuntos in = {n} y In = {1,2,--- ,n} son acotados Vn € W,
pero R(i) =N y R(I) = N no son acotados.

Observacion 7. Dada a € R, de los ejemplos 5, 6, 7y 8: p_(a), ¢+(a), o_(a) y @, (a) no
son acotados, y su rango tampoco lo es.

Observacion 8. En el ejemplo 10, ¢t = B.(0) es acotado Vt € [0,1] y su rango R(p) = B1(0)
tambien lo es.

Observacién 9. Siguiendo en el ejemplo 10, para cada t € [0,1], dado € > 0, definamos
Vi =& —e,t+eyn]0,1] (vecindad de t). Entonces o(V;) = U or = U B,.(0) € B4(0), de
reVy reVy

donde p(V}) es acotado.

Estas observaciones nos permiten extender los conceptos de funciones acotadas, globalmente
acotadas y localmente acotadas a operadores multivaluados.

2.2. Operadores multivaluados acotados.
Sean X un conjunto no vacio y Y un espacio normado. Sea T': X 3 Y.

Definicion 5. Decimos que T es acotado si Tx es acotado en' Y, Vxr e X.
Es decir, si para cada x € X, Ir, > 0 tal que |y|| < r, Yy e Tx.

Definicién 6. T' es globalmente acotado si T(X) = R(T') es acotado en'Y, es decir, si 3r > 0
tal que |y| < rVye R(T).

Definiciéon 7. (Vecindad) Sea (X,T) un espacio topoldgico. Sean x € X, V < X, decimos
que V es una vecindad de x, si existe un conjunto abierto A€ T tal que x€ A < X.

Definicion 8. T' es localmente acotado en x € X, si existe una vecindad de x, V, < X tal que
T(V,) es acotado en'Y, es decir Iry >0/ |y| < re, Yy e T(Vz).

Decimos que T es localmente acotado en X, si es localmente acotado para todo x € X.

Observacion 10. De la observacion 6, i e I son acotadas pero no globalmente acotadas. Ade-
mds al ser IN un conjunto discreto, claramente son localmente acotadas.

Observacioén 11. Las aplicaciones ¢_, ¢4, ©_, py, como ya lo habiamos notado en la ob-
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servacion 7, no son acotadas, por ende tampoco localmente ni globalmente acotadas.

Observacion 12. Si una aplicacion no es acotada, entonces tampoco es globalmente ni local-
mente acotada.

Observacion 13. De la observacion 8, ¢ es acotada y globalmente acotada.
Por la observacion 9 vemos que tambien es localmente acotada.

Las tres diferentes definiciones de acotacién de una funciéon multivaluada, se relacionan en el si-
guiente:

Teorema 2. Sean X un espacio topoldgico, Y espacio normado yT : X 3Y, entonces se
cumplen las siguientes implicaciones:

a) T es globalmente acotada.
b) T es localmente acotada.
¢) T es acotada.

Demostracion:

e (a = b) Puesto que T es globalmente acotado, entonces T(X) es acotado. Sean x € X y
Ve € X una vecindad de z, como T(V,,) € T(X), se tiene que T(V,,) es acotado y por
tanto 7" es localmente acotado.

e (b= ¢) Si T es localmente acotado, entonces dado = € X, existe V, € X, vecindad de
x tal que T(V,) es acotado. Ya que z € V,, tenemos Tz < T'(V,), luego Tz es acotado.
Como z fue elegido arbitramiamente, concluimos que T es acotado.

2.3. Operaciones con aplicaciones multivaluadas.
Sean U, V, W espacios vectoriales sobre R. Sean A, B € V, a € R Definimos

A+B={a+blac A A be B}
aA ={aA/ae A}

SeanT:UZ3VyR:U=zV,siD(T)nD(R) # &.
Definicion 9. La suma de aplicaciones multivaluadas T + R : U 3 'V se define como:

Tz + Rx; xe D(T) (R)

nD
<T+R>“‘={ z; ¢ D(T) A D(R)

Claramente D(T) n D(R) = D(T + R) y ademaés se puede probar sin dificultad que la suma
de aplicaciones multivaluadas es asociativa.

Ejemplo 13. Aplicaciéon Nula

\%
0z = {0}

TU

0:U
T

D(0) = U, R(0) = {0} y G(0) = {(z,y) e U x V/y € Oz} = {(z,y) e U x V/y = 0} = U x {0}.
Notemos que T + 0 =T para todo T : U 3 V.

Ejemplo 14. Aplicacion vacia

<
g &
U
<



Edu Paredes Rojas.- Selecciones Matemaéticas. 05(01): 58-73 (2018) 65
D(¢) = &, R(¢) = B y G(¢) = T.

Definicién 10. La multiplicacion de un escalar por una aplicacion multivaluada es definida:

ol U 3V
z — (al)z = a(Tx)

Es claro que D(aT) = D(T).
En particular para o = —1 tenemos =7 : U 3 V como (—T)z = —Tz.

Pero la aplicacion —T' estd muy lejos de ser el inverso aditivo de T' como veremos a continuacion.

Ejemplo 15. Definamos T : R 3 R como

L2 zeq
Tx‘{{m; r¢Q

Entonces —Tx = {—1,-2} sizx e Q y —Tx = {0} si x ¢ Q, luego, escribiendo T — T en lugar de
T + (=T), tenemos definida T —T : R 3 R por

{—1,0, 1}; xeQ
(T_T”_{{m; 8 Q

Observacion 14. El ejemplo anterior pone en evidencia que T — T # 0, es decir, no siempre
existe el inverso aditivo de una aplicacion multivaluada y por tanto el conjunto de todas las apli-

caciones multivaluadas de U en V', con las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar
definidas, no es un espacio vectorial.

Observacion 15. Si U y V son espacios vectoriales, sean Ty, R: U 3V, Ty : U 3 V ,entonces
para todo p1,p2 € R, tenemos que p1 11 + paTs : U 3V estd bien definida.

Definicion 11. (Aplicacion Inversa) Sea T : X 3'Y, definimos la aplicacion inversa o
simplemente la inversa de T':

Ty 3 X
y — T ly={reX/yeTx}

Observemos que x € T~y < y € Tx y como es de esperar D(T1) = R(T), luego R(T~') = D(T).

Respecto al grafico: G(T™1) = {(y,2) e Y x X/x e T 'y} = {(y,x) e Y x Xy e Tx}.

Por tanto (y,z) € G(T™1) < (z,y) € G(T).

Segun esta definicion siempre existe el operador inverso de cualquier aplicacion multivaluada,
incluso de la aplicaciéon vacia, cuya inversa tambien es la aplicaciéon vacia.

Ejemplo 16. La inversa de la aplicacion nula, vista en el ejemplo 13:

0~':vVv 3 U
y — 07y
Esta definida por:

-1, _ U; y=0
0 y_{Q; y#0

De donde tenemos D(0~1) = {0} , R(0"1) =U , G(07!) = {0} x U.

3. Operadores #-mondtonos.
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3.1. Generalizando la monotonia.

Sea X un espacio de Banach real y X* su dual topoldgico.
Sea T : X 3 X* un operador multivaluado.
Sea 0 : X? — R una funcion tal que 0(z,y) = 0(y, z) Y,y € D(T).

Definicion 12. Decimos que T es 0—mondtono si:

Donde () es el producto dualidad en X* x X.

T es llamado estrictamente 0-mondtono si la desigualdad anterior, es una igualdad solo si
T =y.

Veamos como el concepto operador 6 - mono6tono, generaliza todos los conceptos de monotonia
conocidos.

Ejemplo 17. Si0(x,y) = 0 Va,y € D(T) tenemos el concepto operador mondtono en el sentido
de Minty-Browder, es decir:

<f —g7$—y> = 0V(1’7f), (yag) € G(T)

Observacion 16. Si en el ejemplo anterior, el operador T es univaluado, identificandolo con
la funcion Ty como en la observacion 2, tenemos la definicion de monotonia usual.

Tz —Ty,x—y)=0Vx,y e Dom(T).

Ejemplo 18. Si 6(z,y) = rl|a — y| Vz,y € D(T); r > 0 tenemos el concepto de fuertemente
mondtono, es decir,

f=gx—yp=rle =y Y@ f), (y,9) € GT).

Ejemplo 19. Si

_ [ fllz—yl) Vz,ye D(T)siz#y
O(x,y)—{ 0 . Siz=ye D(T)

donde f: Ry — Ry es una funcion creciente, tal que:

o) lim f(t) =0
b) lim f(t) = +0

t—+00

Entonces decimos que T es uniformemente mondtono.

Ejemplo 20. Si 6(z,y) = —e Vz,y € D(T) donde € > 0.
Tenemos el concepto de e-mondtono, es decir,

(=92 —y)=—¢elz—y| Y(z ), (y,9) € G(T)

Ejemplo 21. Si 0(x,y) = —c|x — y|P~! Yo,y € D(T), donde p > 1 obtenemos el concepto de
operador p-paramondtono, es decir,

(=gx—y)=—cle—y|" V(z, f), (y,9) € G(T)

Ejemplo 22. De lo anterior, para p = 2 tenemos

0(z,y) = —clz —y|
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Entonces, estamos frente a un operador —c mondtono relajado, esto es:

f=ga—y=—cloe—y|*V(f), (y.9) e GT)

Ejemplo 23. Si 0(z,y) = —min{o(z), o(y)} Ve,y € D(T) y 0(x,y) = 0 en otro caso. Donde
o:D(T) — {0, +w0) es una funcidn.
Tenemos asi el concepto de pre-mondtono:

{f =g,x—y) = —min{o(z),o(y)}|z —y| V(z, f), (v,9) € G(T).

3.2. Operadores acotados.

Lema 1. Sea T : X =3 X* un operador §-mondtono y ' : X? — R una aplicacion que satisface
las siguientes condiciones para todo x,y € X:

a) 0'(x,y) = 0'(y, x)
b) 0(x,y) = 0'(x,y)

Entonces T es 0’ -mondtono.

Demostracion: Como T es -monoétono, tenemos:
f=gxz—y =0 yle—y|=0@yle—yl ;Y@ f) (y.9) € GT),
por tanto T" es #’-mondtono. O

Proposicion 1. Sean T : X =3 X*, Ty : X 3 X* operadores 01 y 02 - mondtonos.

Si D(Ty) n D(T) # &, entonces para todo p1,ps > 0, el operador p1 Ty + p2Ts es 6-mondtono.
Con 0 = p101 + pa6s en D(Ty) n D(T3).

Demostracion: De la observacion 15 p1Ty + poTs : X 3 X* esta bien definido.

Sean x,y € D(T1) n D(T3), dados f € Thx ; g€ T1y ; h € Tox ; 1 € Toy. Se tiene:
f-gz—ypzb(zyle—y| v <h-Lliz—y >0@y|z—yl

Como p1,pe > 0, entonces: p101(z,y)|z —y| < p1({f — 9,2 —y)) ={p1f —p1g, 2 —y)
Tambien: pa0a(z,y)|z — y| < p2(Ch =1,z —y)) = (p2h — pal,x — y)
Sumando y ordenando:

(3.1) {p1f +p2h) — (p1g + p2t),x —y) = (p101(z,y) + p2b2(z,y)) |2 -yl

N

~—

0(z,y)

Puesto que f € Thix y h € Tox, se tiene p1 f + poh € (p1T1 + p2T2)z.
Analogamente p1g + paf € (p1T1 + p2T3)y.
Definamos

101(I, )+ 292(1‘, ), x, ED(Tl) ﬁD(Tg)
0(z,y) —{ o DTy ()

Finalmente para todo (z,7), (y,s) € G(p1T1 + p2T2), se tiene que r € (p1T1 + p2To)x y
s € (p1T1 + p2T»)y, luego por 3.1 tenemos {r — s,z — y) = 0(z,y)|x — y|

Por lo tanto, p1T7 + p2T5 es 6-mondtono. O

Teorema 3. Sea T : X 3 X* un operador acotado. Entonces T es 6 4-mondtono con

—({sup [u] + sup [vf}); w,ye D(T)
ueTx veTy

Oa(z,y) = { 0. xoy¢ D(T)

Demostracion: Puesto que T es acotado, dado z € X, se tiene que Tz € X* es acotado,

entonces existe r, > 0 tal que |h| < r, para todo h € Tz. De esto, existe sup |u| satisfaciendo
ueT z
|| < sup u <r. VheTz

Uuel z
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Sean (2, f) y (,9) € G(T), de lo anterior sup |[u] > [f] y sup [v] > [g].
veTy

ueTx
Multiplicando por |z — y| a ambos miembros de las desigualdades y por la desigualdad de

Cauchy-Schwarz tenemos:

(Squ lul)llz =yl = I flllz =yl = [{f,z =y = —{f,z—y)
uelx

(sup [vl)]z =y = lgllz —y| = [{g,z =y | = {g,x —y)
veTy

De donde:
frx—yy=—( sup lul)z =yl
uelx
=g,z —y) = —(sup [[v])]|z -y
veTy
Sumando:

(f=gx—y=—{sup |u| + sup [v[})]z -y
ueTx veTy

Finalmente definiendo:
—({sup [[u[ + sup [v]}); x,ye D(T)
ueTx veTy

Oa(z,y) = { 0. zoy¢ D(T)

Tenemos que T es 0 4-mon6tono. O
Observacion 17. En el teorema anterior notemos que se cumple la desigualdad

uelx

—({sup [uf + sup [v]}) > —2max{sup |u], sup |v[};Ve,y e D(T)
ueTx veTy veTy

Podemos definir entonces:

—2max{sup |u|, sup |[v|}; =,ye€ D(T)
veTy

Qa , = ueTx
(z.9) {O; xoy¢ D(T)

Y tenemos el siguiente:

Corolario 1. Sea T : X 3 X* un operador acotado. Entonces T es 0,-mondtono

Demostracion:

De la observacion 17 tenemos 64 > 6,, luego por el lema 1, T es 6,-mondtono. O

Corolario 2. Sea T : X =3 X™* un operador globalmente acotado. Entonces T es 0 o-mondtono
y por tanto también O,-mondtono.

Demostracion: Del teorema 2, T es acotada, luego por el teorema 3 y el corolario anterior, T
es 04 y 0,-mondtono. O

Observacion 18. La acotacion global del operador, garantiza la existencia de M > 0 tal que
[h]| < MV heR(T), luego —2méx{sup |ul|, sup ||v||} = —-2M ; Vz,ye D(T).

veTy

uelx
Definamos entonces:

| —2M; z,ye D(T)
bo(z.9) ‘{ 0;  woy¢ D(T)

Obteniendo el siguiente corolario.

Corolario 3. Sea T : X =3 X* un operador globalmente acotado. Entonces T' es 64-mondtono
Demostracion: Idéntica al corolario 1.0
Corolario 4. Sea T : X =3 X* un operador localmente acotado. Entonces T es 04 y 0, -

mondtono
Demostracion: Idéntica al corolario 2. O
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Probamos que si T es globalmente acotado, localmente acotado o acotado, entonces T es 6 -
mondtono, uno de los resultados que veremos en la siguiente seccién es que bajo ciertas condiciones
en espacios finitos también se cumple lo reciproco.

Pero antes veamos un Lema que nos sera de mucha utilidad.

Lema 2. Sea T : X =3 X* un operador 6 - mondtono, entonces

sup (u,y —x) < (nf o] —0(z,y))[z - y|
veTy

ueTx

Demostracion: Sean z,y € D(T), si f € Tx,g € Ty, por ser T' -monotono:

Oz, y)|e —y| < {f—g,2—y) = {fiz—y) —{g,2—y) = {9,y —x) — {f,y — ) Entonces:
(fry —x) <{g,y —x)—0(z,y)|z —y| VfeTz,VgeTy.

Fijemos g € Ty, entonces existe sup {u,y — ) tal que
ueTx

(fry—a) < sup (uy — ) < {g,y — x) — 0(z,y) |z -y
ueTx

Ordenando sup (u,y —z) + 0(z,y)||z —y| <{g,y —z) VgeTy.

ueTx

Se tiene entonces que existe inf (v,y — x), cumpliendo
veTy

sup (u,y — ) + 0(z,y)|z —y| < inf v,y —2) < inf ||y — ]
ueTx veTy veTy

Por tanto

sup (u,y —x) < (nf Jo| —0(z,y))[z - y|
veTy

ueTx

3.3. Semicontinuidad inferior.

Cuando en 1986 Baire da contra ejemplos para el Segundo Teorema Falso de Cauchy(una
funciéon que es continua en cada una de sus variables, es continua), obtiene por primera vez funciones
semicontinuas inferiormente y superiormente.

Veremos ahora que si T' es un operador @ - mono6tono y # es semicontinua inferior, con algunas
condiciones mas, entonces T sera localmente acotado.

Definicion 13. Sea f : (X;7) —» R wuna funcion, decimos que f es semicontinua infe-

rior(s.c.i.) en xg € (X;7T), si para todo € > 0, existe una vecindad V:,, S X de xo tal que
flzo) —e < f(x), Vo € V.yu,, es decir: f(xo) < lim inf f(z), o en términos de sucesiones:
Tr—X0

flao) < M inf f(2n) Yo — o en (X;7).
n—+0o0

Diremos que f es s.c.i. en U € X si f es s.c.i. enx, Ve e U.

Notemos que en la definicién anterior, la convergencia de x, — g no es necesariamente la
convergencia en norma, sino que esa convergencia depende de la topologia de X.

Ejemplo 24. Sea H : [-1;1] x [—2;2] — R definida por
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L4 e

Ficura 3.1. Grdfica de H.

H es acotada y discontinua pero continua respecto a cada una de sus variables.
Puesto que H es acotada, para cada x € [—1;1] existe sup H(x,y), esto nos permite consi-

ye[—2;2]
derar la funcion m : [—1;1] — R definida como: m(xz) = sup H(z,y).
ye[—2;2]
Notemos que para 0 € [—1;1] se tiene m(0) = sup H(0,y) =0 = H(0,0).

ye[—2;2]
Como en (0,0), H es continua respecto a z, entonces para todo € > 0, existe § > 0, tal que si
|x| < & se tiene |[H(0,0) — H(z,0)| < e.
Luego —e < H(0,0) — H(z,0) < ¢, en particular H(0,0) — H(z,0) < &, reemplazando m(0) =
H(0,0), se tiene m(0) — H(x,0) < ¢, es decir:

m(0) < H(z,0) +e < sup H(z,y)+e=m(z)+¢
ye[—2;2]

Asi m(0) — e < m(x), para todo |x| < 8. Por tanto m es s.c.i. en 0.

Observaciéon 19. Para todo x,y € R se tiene 0 < (x — y)?, luego 2xy < 22 +y%. Six # 0,

entonces ﬂLj’yQ < 1,Yy e R y en particular Vy € [—2;2], asi tenemos m(x) = sup H(z,y) <1.
ye[—2;2]
Considerando © =y # 0, se tiene xzz—ai:—?@/ﬂ =1, por lo tanto:

Y

Ll
m(z) = 1; six#0
Tl 0 siz=0

—1 1 T

Ficura 3.2. Grdfica de m.

4. Resultados
. El siguiente teorema es probado en espacios finitos, ya que estos espacios tienen la ventaja de que
la bola unitaria es compacta, algo que no suele suceder en espacios de dimensién infinita, salvo que
recurramos a las topologias débiles, en particular la topologia débil *, sin embargo la compacidad
y la existencia de una subsucesion débilmente convergente, no son suficientes para un objetivo mas
ambicioso, pero seguimos en la lucha, tratando de debilitar alguna condicién o en busqueda de
nuevas herramientas para lograrlo.

Teorema 4.
Sea T : R™ 3 R™ un operador 8-mondtono, si 0(-,y) es s.c.i. en int(D(T)) Yy € int(D(T)). En-
toncs T es localmente acotado en int(D(T)).
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Demostracion: Procedamos por el absurdo, es decir supongamos que 7" no es localmente acota-
do en int(D(T)).

Entonces existe z € int(D(T)) tal que T no es localmente acotado en x € int(D(T)).

Luego, para toda V, € X (vecindad de ) se tiene que T'(V}) no es acotado.

Como z € int(D(T)), existe € > 0/Ba.(x) < D(T), asi para cada k€ IN :
B (z) = Be(z) = D(T). Entonces T(Bs(z)) no es acotada, luego, existe fi, € T(Bz(z)) tal que
4l > &, s decir ] > +<o.

Como fi € U Ty,para cada k € IN, existe x; € Be (z) tal que fi, € Ty

yeBe (z)

Notemos que |z — x| < % ,Vk e N, luego z, — =

Consideremos B.[z] = B:(z) € Ba.(x) € D(T)

Sea hy = —-'— eontonces |he| =1,Yk = 1.

fell’
Recordeml‘)s (!ue (R™)* ~ R™.
Como (hg)r>1 es una sucesion acotada, existe (h,);>1 subsucesion de (hy)k>1 y existe h € R”
tal que hy, — h, entonces |hg,| — |k, es decir || = 1. (Esta es la principal dificultad para
extender este teorema a espacios reflexivos.)

Consideremos y = = + ¢h, entonces y € B|[z].
Del Lema 2

sup Cuvy =) < f o] = 0(o.0) ) o ol Vo < DIT)

ueTx

Para cada k € IN:

{fr, (x +eh) —ap)y < ( inf : [v]| — 0(xk, = + eh)) |zx — (z + €h)|

veT (z+eh

i (4 ch)—x > _ (veTlgzzlieh) vl = 0(zk, z + sh)) |2k — (z + ch))|
Tk — Tk ) S
1% 1w

(veT{gish) |v]| — 6(zk, x + eh)) |zx — (z + eh)|
hi, (x +eh) —xp) <
har (3 + eh) = ) 7

inf — , -
(ot Il = 8an 1)) o, = o+ )
Hf/ﬁ

(s (x4 eh) — g,y <

(G(xki, x+¢eh)— inf ||11|)

<hk“xki _ (J,‘ n Eh)> > veT (z+eh)
kal

Tomando limite inferior
|2z — (z +eh)|

lim inf (g, ; 2, — (z + €h)) = liminf (9(%’ v +eh)—  inf |”|> |
ki

i—00 k—o0 veT (xz+eh)

Entonces

(6a s em = gt ol o = (o <]

lm inf || fi, |
1—00

(hyx — (x +eh))y =
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Luego (h, —chy > 0 ya que | i, | — o0
Asi —|lf? = 0 de donde 0 > ¢, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, T es localmente acotada en int(D(T)). O

Definicion 14. Sea T : X 3 X*. Si G(T) es cerrado en X x X* ( con la topologia inducida

por la norma |(, )| = 4/|u|?2 + [v|2« ). Decimos que T es semicontinua exterior.

inf (u,x)

o os . . , ueTy
Definicion 15. T es coercivo st lim = 40

lzl>+0 ||

Teorema 5. Si T : R" =3 R™ es #-mondtono a valores convexos, semicontinua exterior y
D(T) = R".

0(-,y) : R —» R semicontinua inferior Yy € R™ y 0(-,0) : R" — R"™ acotada inferiormente.
Entonces T + Al es sobreyectiva VA > 0.

Demostracion:

Sean 7,y € R™, como (z — 3, — ) = & — 3|2 = |z — yl|= — 4],
Definamos 6 (z,y) = |z — y|| = 0 para todo (z,y) € R™ x R".
Sea

I:R* 33 R”
z — Ir={z}

Claramente I es 61-mono6tono.
Tenemos entonces que T' es § — monotono y I es 1 — mondtono con D(T') = D(I) = R™.

De la proposicion 1, para todo A > 0 se tiene que T =T + Al es es f—mondtono con

Ba,y) =1-0(x,) + M ()
Como 6 (z,y) = 0, tenemos 6(z,y) > 6(x,y), entonces por el Lema 1 Ty = T + A es 6-
monoétono YA > 0.

Por hipotesis, 6(-,y) es semicontinua inferior en R™ = int(D(T))), entonces por el Teorema 4
T es localmente acotado en R™ = int(D(T})).

Veamos que T + Al es semicontinua exterior.
En efecto, sea ((xn, un))ns1 € G(T + M) y (z,u) € R x R™ tal que (2, un) — (z,u).

Como u, € (T + \)z, = Tx, + M x,. Entonces existe v,, € Tz, tal que u, = v, + Ax,,
ordenando: v,, = u,, — AZy,., tomando limite tenemos v,, — (u — Ax).

Como T es semicontinua exterior y v, € Tx,, entonces (x,u — A\x) € G(T), luego u — Az € T'z.
De donde u € (T + M)z.
Por lo tanto (z,u) € G(T + \I)
Facilmente se puede comprobar que T+ A toma valores convexos y es coerciva, de donde concluimos
la suryectividad. O

5. Comentarios finales.

Bajo ciertas condiciones en el teorema anterior se puede conseguir inyectividad, esto implicaria
la existencia de la inversa del operador, que para nuestro placer también es 6;-mondtono, para una
0, adecuada, la existencia del operador inverso la podemos usar en teoria de semigrupos, esta vez
con operadores multivaluados.

Profundizando aun més podemos generalizar los conceptos de localmente monédtono, maximal
monoétono, subdiferenciabilidad, ete.
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