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Resumen

En esta breve nota continuamos con el estudio del grupo { A} lo cual ayuda a definir los operadores Ty y T,, asi
como definir el operador diferencial A (ver[1]); en cada caso damos los detalles de algunos resultados.

Palabras claves. Grupo, Operadores, Integrales singulares, Homogeneidad.

Abstract

In this brief note we continue with the study of the group { A}, which it help to define the operators Ty y Ty, also
to define the differential operator A (see [1]).

Keywords. Group, Operators, Singular Integrals, Homogeneity.

1. Introduccién. En esta nota continuamos con lo expuesto en [2] en donde presentamos algunos argumentos
sobre el grupo { 4, }, el que fue introducido por Calderén-Torchinsky ( [1]) y donde se estudian convoluciones de la
forma F(z,t) = (f * ¢¢)(z), donde f € S’ (distribuciones temperadas) y ¢, es una aproximacién de la identidad
de la forma ¢y (z) = (det A;)~'@(A; '), t > 0, siendo ¢ infinitamente diferenciable y rapidamente decreciente
en R™. A; es un grupo multiplicativo de dilataciones lineales de R™.

Conforme Calderén - Torchinsky lo dicen, estos tipos de funciones estan relacionadas con las integrales sin-
gulares con homogeneidad mixta (ver [2]) y también lo estdn con operadores, como el operador difusion (calor);
los citados profesores consideran los operadores T y T} que pasamos a describir.

2. Los Operadores T} y T;. Estos operadores son definidos via:
(Tof) (@) = f(Ax) y  (Tof)(2) = f(Afa).
Se tienen las siguientes consecuencias:

(@. Ti(fg) = (T3 )Tz g)
pues T3(fg)(w) = fg(Awx) = (T} f)(z)(T; g) ().

(b). Si T’ es la transpuesta de T', entonces T} = T
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En efecto,

(T.f.g) = / T,/ (2)g(x)dz

- [ sa)gla)ds

(poniendo y = Az, de donde dy = t"dx, x = A 'y, dx =t~ dy)

/f (A7t y)t " dy

(considerando que g(A; 'y) = (T, 'g)(y))
/ fly y)tdy
= (f,t7 T ),

©. (Tf)N=tT7 f.
En efecto, se sabe que (T} f, @) = (Tr /)", ¢).
Por otro lado,

<th7¢>:/(th da:—/f Ax)p dx—/f A7yt Vdy

/f (/ 2myz>cp(At_lz)dz) tdy

(considerando 2’ = A; 'z, dz = t7d?)

/f (/ 2mi(y, Ae’ >ga(z')t“’dz’> t 7dy
= [t ([ s smay) as = [ ot ([ i say ) a

(denuevosi Ajy =y, dy' = t"dy)

= [ ([ om0 panay ) as

= [ ([ e puay ) a

= [ @ Y e = Gt ),
Conclusion: ((Tyf)", ) = (p,t = (T, £)); que es la tesis.

@. 7,7t (%) “T, esun operador diferencial con coeficientes constantes para cada ¢.
En efecto,

T;l (3%)0 Tif(z) = T;l (ax)a f(Awz).

Pero, en general, g(z) = T, ' g(A,z), luego se tiene T} * (%)a T f(x) = (%)a fx).

Ademas la transpuesta del operador es:

(T (2) T f = (~1)lel (2)* f.

©. T, (L) T T ) =t T (&) ).

En efecto,

17 () B )

=Tt (i) i t ().

Nota. Observemos que tenemos f(A; 'y) = T, f(y) yaque (T f)(z) = f(Asx) implica f(z) = T, f(Asx);
basta poner y = A;x para tener la igualdad deseada.

17 () DT )
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(f). Sea el operador B, = (I — A;A?)2,0 < ¢ < 1. Entonces se tiene que (B2z,z) > 0y B? es una matriz
positiva autoadjunta tal que:

(i) (1—¢)|B; fol|? < Jlalf® < 2Pl - )| By ], @ € R
(i) |det By '] < (1 —1t)%.
En efecto:
El grupo {A;} satisface || A;x|| < t||z]|, asi tenemos
(Bix,x) = (I — AyAD) 2, 2) = (x,x) — (AjAfx, 2)
= [l2l* — |47 ]?
> [l2|? = ?[lz]* > 0.
Ademds observamos que (B?z,z) = ||z||*> — || A1z]|*> = 0.
Se observa que B? es autoadjunto.
(i). Pongamos y = Bt_lx 6 x = By, de donde

(z,z) = (By, Biy)
=(1—-t)2(P*ALy, ALy), cont <u < 1.

donde se ha hecho uso de = (%(Am,Am:) = 2(PA, Am:))
Luego,
lx]l* < (1 - )2||P*|| ALyl ALyl

<(1- )*IIPIIur"IIyII2

< 2| P|I(1 =)l B; .

A

Por otro lado,

|z||> = (Byy, Byy) = (B%y,y)
= (I — AAD)y,y) = (¥ y) — (A ATy, y)
= [lylI*> — [ Afyl®
> lyll> — llyll* = (1 = )|1B; =],
(i) Sabemos que (1 — #)|B'z|> < |«f* ¢ [B'z* < (1 — )7
de donde ||B; || < (1 —t%)"3,

[N

yasi|det B | < || B/ Y" < (1—t)"%

3. El Operador Diferencial .4. Como se sabe, la teoria moderna de operadores diferenciales parciales es
una drea central en la matematica y su progreso fue enorme en la segunda mitad del siglo XX y las investigaciones
contintian atin en nuestros dias. El andlisis funcional y la teoria de distribuciones contribuyeron a dar las bases
sOlidas para lograr tal progreso.

Por otro lado también se establecié una importante relacion de tales operadores con las integrales singulares,
esto gracias a los profundos trabajos del gran analista Alberto Calderén, quien con métodos e ideas muy originales
establecid puentes entre las ecuaciones en derivadas parciales con el andlisis armonico. En esta direccion es famoso
su trabajo sobre la unicidad de la solucién del problema de Cauchy, asi como también lo son sus teoremas de
existencia y unicidad.

En este contexto es significativo e importante la introduccién por parte de Calderén -Torchinsky [1] del ope-
rador diferencial A, el cual es general y estd relacionado con el grupo {A;}; asi, este operador recupera ciertos
operadores diferenciales clsicos.

La propiedad (d) nos motiva afirmar que un operador diferencial con coeficientes constantes se puede repre-
sentar en términos de {A:}, con posibles ventajas.

Sea el gradiente V = (%, - %). Entonces se define el operador A via :
0 1
=— — —(P"AIV,A;V).
A at Tt < t VoLl >

SilL?= ij , Se tiene
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P+ P*
(LAY, LA;V) = (IPA]V, AV) = (—— A}V, 4;V)

1 1
1o (PAIY A[V) 4+ (PP ATV, ATV
1 * Ak *

5o (PTATV ATV).

De esta manera el operador .4 toma la forma

A _

o 1, ., )
= 5~ LAV LAY,

Veamos casos particulares:
Asumamos que P es autoadjunto y P = diag (a1, aa, ..., an), a; > 1, es la transformacién considerada por
Fabes-Riviere (ver [2],2) entonces se tiene que A} = diag(t*, ...,t*") y ademds

0 1 &K, 0
== - — 209
A= 2m;‘)‘f 012

Adn, si P = I (identidad) y a; = 1, se tendrd A = & — LA

En el estudio de problemas en ecuaciones en derivadas parciales es fundamental determinar la solucidn,
o al menos su existencia, de la ecuacién diferencial; por ejemplo de la ecuacion Au = 0, entre muchas otras.
Por analogia, sea la ecuacién

Au = 0.

Si o(x) = el ()=t A7 '2) es su dilatacién, entonces
2 Yy PlAay

Ap(z) = 0.
Prueba.
Observemos que ¢ (z) = @(Afx).
En efecto,
pu(x) = [ TV gy (y)dy

2T EVEY (A Ny )dy

——

(poniendoA; 'y = v,y = Ay, dy = t"dy’)

2mi(x,Ayy’) /

oy )dy

e

eQwi(AZx,y/>@(y/)dy/

Ajx).

5 i—

Por otro lado,

w2\ AN .
pi(x) = p(Arz) = (wlAtlz) — rlazep

(llamando ¢ (t) = |AF¢|%)
p—)

Luego,

o o) = —me Oy (),



38 Alejandro Ortiz Fernandez.- Selecciones Matemadticas. 05(01): 34-38 (2018)
y considerando que
! 8 * * 8 * *
P (t) = §<At€a At5> = 2<§At57 At§>

y que %A;‘ = %P*A;“, tenemos que

0 27
t

g Pe(@) = = (PTATE Arg)em AT

_27”<p*A:§,A;*£>¢t(£),

de donde tomando antitransformadas de Fourier se obtiene Ap;(z) = 0.

Nota. Si se considera la convolucién u(z,t) = (f * ¢¢)(z), con f € S, se verifica que Au(z,t) = 0, lo que es
util para problemas de valor de contorno en un contexto mas general.

4. Proyecciéon. El grupo {A4;}:~0 y el operador diferencial A fueron motivados por cldsicos problemas en
las ecuaciones en derivadas parciales como fue el problema de Dirichlet cuyo estudio condujo a la introduccién
de ciertos espacios de funciones y al uso de métodos del andlisis funcional, y esto influyé en fundamentales
extensiones en el drea del andlisis armonico.

Informalmente el problema de Dirichlet consiste en dada f sobre R, encontrar u tal que Au = 0 sobre R’}fl
y im0 u(x,t) = f(x) en R™.

Para que este problema sea estable la funcién f debe estar en cierto espacio de funciones como, por ejemplo,
el espacio de Lebesgue LP 6 en BM O (espacio de funciones con oscilacién media acotada).

SifelLP,1<p<ooyu(zt)= (P x*f)(x),donde P, es el nicleo de Poisson, entonces la integral de
Poisson u(z, t) es arménica sobre R’ tal que lim; o u(z,t) = f(z) c.t.p en B".

En esta direccién se construyeron los espacios de funciones arménicas H M O y Fabes-Johnson-Neri verifica-
ron que HMO = P, * BMO. (Mayores detalles serdn dados en un posterior trabajo). De esta manera, el espacio
BM O aparece como un espacio traza 6 espacio de valores de contorno.

Adn mas, Fabes-Johnson-Neri consideran espacios méds amplios como son los espacios E*? = LP-*, donde
a=2=" 0<A<n+ p, 1 < p < oo; y también consideran a los espacios de funciones arménicas, sobre Rﬁ“,
H*P donde 0 < a < 1,1 < p < 0. Ellos prueban que H*P = P, x E%P,

En esta direccion Ortiz-Torchinsky estudiaron el caso parabdlico de esta caracterizacion. En el trabajo
que se estd anunciando el objetivo es obtener una caracterizacion para los espacios EZP y HZ'P para ¢, una
conveniente funcién y haciendo uso del grupo {A;} y del operador A.
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