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Resumen

En esta nota damos la motivacion y algunos detalles del grupo { A}, el cual surge al generalizar la cldsica teoria
de Calderon-Zygmund sobre las integrales singulares.
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Abstract

In this note we give the motivation and some details about the group { A;}, which appears in the generalization of
the classical Calderon-Zygmund’s theory on singular integrals.
Keywords. Singular Integrals, Kernel, Homogeneity, Infinitesimal operator, Calderén-Zygmund.

1. Introduccién. Un capitulo importante en el andlisis armoénico es la teoria de Calder6n-Zygmund sobre
integrales singulares, pues ella, por ejemplo, establecié conexiones con las ecuaciones en derivadas parciales; ver,
por ejemplo, [1]y [5] para una presentacion del tal teorfa. Sea = € R" y T'f () = [g,. k(x—y) f(y)dy una integral
singular donde el nucleo k(x) satisface la condicién de homogeneidad de grado —n, esto es, k(tx) = t~"k(x),
con t > 0. Esta condicion para el nicleo permite tener una buena teorfa, asi tales operadores son continuos en los
espacios LP, 1 < p < oo. El éxito de la teoria de Calderon-Zygmund permitié la investigacion de las ecuaciones de
tipo parabdlico en donde se consideran nucleos k(x, s) que satisfacen la condicién de homogeneidad k(tx,t™s) =
t~"""™k(x, s); los operadores construidos en base a ellos son también continuos en LP, 1 < p < oo. Este tipo
de operadores fueron estudiados por B.F.Jones (1964), E.B. Fabes (1966), y continuado por otros analistas. Tales
condiciones de homogeneidad fueron generalizados por E.B. Fabes - N. Riviere en 1966 [3] quienes consideran
nucleos que satisfacen una condicién de homogeneidad mixta:

Rt 2y, o 1% y,) = 7 2= k(2 L Ty,
dondet > 0,0a; > 1,2 = (x1,...,x,) € R™

Consideremos ahora la funcién

20&'7
— eI
Jj=1

donde z es fijo, p > 0. Se observa que F'(x, p) es una funcién decreciente de p, luego la ecuacién F'(x,p) =
1 tiene una Gnica solucién que se llamard p(z). Pongamos S"~! = {z € R"/|z| = 1}. Entonces se tiene
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z Tn n—1
(7t ey ) € 577" pues

Ademas tenemos el

Lema 1.1. p(z) es una métrica.

Prueba. p(x) < 1 es equivalente a || < 1, ya que p(z) < 1 implica > 1

1
p>%i (w)
de donde Zx? < Z ——+— =Lestoes, |z| < 1.
Pl C)
Ademas se tiene
p(t* xy, .. t%x,) = tp(x1, ..., Ty), (+)

esto es, se tiene p(t%zx) = tp(x).
En efecto;

- 2% g2 i x?
> : =1=) o
— p?% (a1 Ty — p*% (L1, ..., Tn)
j= =
de donde
t20¢j 1
pei(tergy, . tona,)  p2%(xy, ..., 1)

esto es, t2% p2Y (11, ..., x,) = p*¥ (t*1 21, ..., t% x,,), de donde se obtiene (+).

Probemos ahora la desigualdad triangular: p(x + y) < p(z) + p(y).
En efecto:

Llamemos t1 = p(x), ta = p(y). t = t1 + to.

Por las observaciones hechas es suficiente ver que

iy Tatun) (T . 0\, ZAN 2\,
e g oeey fon = ? Tpyeeey ? Z, + ? Y1y eens ? Yn |
donde (273, ...,2%) y (v, ...,y estdn en S"~1. Esta igualdad es cierta ya que
1ty TntYn _(ﬂ xn)Jr(ﬂ yn)
o an = o o far " Jam
I S e N 0 S TS A Y
= t(){l t?17~.'7 t(yn t?n tal tglj~~~7 tan tgn .

Pongamos x} = t%;@ ,donde i = 1,2, ..., n. Luego,
1

deello (z7,...,x7) € S" L.
De igual modo si y; = %4, se tiene también (y7, ..., y}) € S"L.

— 3%
t2

Por otro lado tenemos que:
tl [e58 tl Qp t2 @y t2 Qn
—1 an—1 ar1—1 anp—1
ty [ [t th ty [ [t to
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donde S = {z € R"/|z| < 1}, yaque (xl, Sak) e 8P (yf, o yk) e S0 <

L < 1,y por la convexi-
— i
dad de la bola S™ observando que & + 2 =

Resumen: Se ha probado que (ZELL | Zztin) € G" esto es, ZEY € S, lo que implica que | ZEY| <

lo que es equivalente a p (Z£2) <1, dedonde 1p(z+y) <1 o plz+y) <t=t;+1t>=p(x)+ p(y).
Esto termina el lema. 0

Nota. Los argumentos dados hasta aca encierran el germen de un nuevo enfoque del analisis real clésico a
través de métrica parabdlica p(z).

Fabes-Riviere [3] estudiaron la siguiente clase de operadores integrales singulares. Sea € R™ y el nicleo
k:R"™ — {0} — C, y sean «; nimeros reales, o; > 1,4 =1,2,...,n. Asumamosque 1 = a3 < s < ... < y
consideremos las siguientes hipétesis sobre k(z):

(). k(.. tx,) =t~ 2%k(xy,...,z,), cont > 0, esto es k(tz) = t~1*1k(z).
Observemos que si:

t*r 0 0
0 t* 0

t= . )
0 0 ton

la condicién de homogeneidad serfa k(tx) = | det(t)|~1k(z).

(ii). [gn_1 [k(x)|do < oo; se puede asumir [q,_, [k(z)|do < 1y [g,1 k(z)J (@1, ..., on—1)do = 0, donde
el jacobiano .J aparece al hacerse el cambio de variables

1 = P COS P1... COS Pp_2 COS Pr_1

Lo = P2 co8 ... 8iN @y, 1

Ty = PO sin gy,

y donde dx = dx; - - - da,, = p>= o)~ J(p1, ey ©n_1)dpda; do es el elemento de drea de S™ 1.
Consideremos ahora el nucleo truncado

donde f € D(R™). Entonces, si

/ Ik(z — ) — k(z)|dz < C,
{z/p(x)>4p(y)}

entonces Fabes-Riviere verifican que
@. [|f-llr < Apl|fllzr.1 < p < oo, donde Ay, = Ay(p, 1, oe @y s |k(2)|do).

(b). 3f € LP(R") tal que lim._,o || f — f-||z» = O.

Nota. Este resultado es una significativa generalizacion de la teorfa de Calderén-Zygmund.
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2. Definicion y Propiedades del Grupo {A;}. Volvamos a la cuestién de la homogeneidad del nicleo de los
operadores integrales singulares considerados antes.
Observemos que la condicidon de homogeneidad de Fabes-Riviere sugiere la siguiente transformacion

A :R* - R"

donde A;(x1,...,x,) = (tx1,...,t*"x,,). Surge entonces la cuestion si se podrian considerar transformaciones
lineales mds generales de R™ tales que atn se tenga la continuidad de tales operadores sobre los espacios LP,1 <
p < 00, 0 sobre otros espacios de funciones!...

A finales de los afios 1960’s la generalizacién de la teoria de Calderén-Zygmund a través del grupo {A;} se
imponia en forma natural. En esta direccién mencionemos los trabajos de M. de Guzman [4], N. Riviere [6] y A.
Torchinsky [7]. El siguiente argumento descansa en ideas de Riviere.

Sea {A;}+>0 un grupo de transformaciones lineales de R™ tal que:

(1). AgA; = Ag; esta condicion es motivada por el anterior argumento,

Ast(21, oy n) = ((88) M xq, .oy (88)Y 7 2y) = (8N 2y, o0, SO @y,
(poniendo y; = t*x;) = (s"Y1, ey S Yn)
= A, (tMxy, .., t%xy)
= AsA(T1, .0y ).

(i)’. A; = I (identidad). Estoes, I = A = A, ;1 = A;A;—1 y asumimos que 4,1 = (A;) L. Asi, en el caso
particular que nos ocupa tendriamos, A1 (1, ..., Tn) = (T1, ..., Tp).

IT: (0,00) — L(R™" R"™)
t — At
radores, esto es, con respecto a la topologia del espacio normado L(R™, R"™).

(ii). La aplicacién es continua con respecto a la topologia uniforme de ope-

(iii). El grupo satisface ||Azz|| < t||z

,para0 < t < 1,z € R", y de esta manera | A;| < t.
Notas:

e La condici6n (i) sugiere tomar una representacién para el grupo {A;}, t > 0. Tal respresentacién es
{ePleet} "‘donde P es una matriz real n x n llamada el operador infinitesimal del grupo; esto es sugerido
pues Ay = ePlogst _ Plogs,Plogt _ A A,.

En el caso de Fabes-Riviere se tendria A, (1, ..., 2,) = eF 18 (zy, ..., x,) = (t“ 2, ..., t* x,,), donde

t*r 0 0
0 2 0
P =
o 0 ... ton

En lo que sigue, desde que A; = e’1°8% = ¢ ¢ > 0, se usard la notacién {A;} o {t”'}. Sit > 1 se tiene
HAtH < thPIl

ee Estas transformaciones generales son utilizadas para considerar operadores integrales singulares asocia-
dos a niicleos k(x) satisfaciendo la condicién de homogeneidad generalizada

k(ePloety) = k(Awx) =t~ "Pl(z),
conz #0,t > 0, trP = traza de P.

Algunas Propiedades de { A, }.

tP . .
(a). M es una funcion no-decreciente de t.

En efecto, si s < t se tiene ||sPz|| = ||(%)Ptpz\| < 2[tPzf], estoes, L sPx| < 3||tF




(b).

(c).

(d).
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Esta propiedad implica que ||#¥ x| es una funcién estrictamente no-decreciente ya que si s < t se tiene
UjsPe] < 1”2 Io que implica [|s”a]| < 5 |¢"]| < [[¢7a].

Para z € R — {0} existe un tnico vector ¢, tal que t; ©x € S"~L.

En efecto, se observa que t=7 = (¢t~1)P. Por otro lado, t;Fz € S"~! implica |[t;Fz| = 1 o
|(tz1)Fz|| = 1 0 en la otra notacién que |Ay-rz]| = 1.

La propiedad quedaria probada si se verifica que
@. [|[A;-rz]| — 0sity — oo
(ii). A i) = cosit, — 0.
(iii). ||A,- 12| es una funci6n continua decreciente de ¢.
En efecto,
(@). [|A;-1z]| < [desde que sit, — 00,t; 1 — 0y podemos considerar que ¢, < 1] < ¢, }||z]|.

(ii). Si ¢, — 0 podemos tomar ¢, < 1. Pongamos z = A; y de donde y = A,-1z. Luego, ||z[| =

Ayl < tellyl| = te]|A, -1z ;deestamaneraM < ||A,-1x .Perom—>oositm—>0,lue 0
x ts 13 ts t g

|A;-1z|| — oo.

(iii). Sit; < to, ||At;1x|| = HAtth—IAtl—lﬂjH < tltz_lHAt;le < ||At;1x||. Por tanto queda probado
(b).
Nota. La norma ||t Fz|| = |A;-1z|| es lo que en la anterior notacién es la funcién F(x, p(x)) donde
ponemos p(x) = t,. De esta manera Fabes-Riviere estudian a la funcién F'(z, p(x)) = [|A,-1(z) 7]
ty; si x#0
La funcién p(z) = , satisface p(tF'z) = tp(x) (condicién de homogeneidad) y la
0 st =0

desigualdad triangular p(z + y) < p(z) + p(y).

En efecto, pongamos p(t7'z) = s; como p(t¥'z) = t,r,, tal que t,;” t"x € S"~" se tiene que s~ PP’z €
Snlo ()" 2 e gn1.
Tenemos s = tp(z) ya que esto es equivalente a £ = p(x), esto es, & = ¢, tal que t; "z € S™ 1.

P P .
Por lo tanto, (2)" o = tfz o (L) = = t; 2 y como t;7z € S~ concluimos que s = tp(z) es

equivalente a decir que (%) " 2 € 871, 1o que ya fue probado antes.

Veamos ahora la desigualdad triangular p(x + y) < p(x) + p(y) [7].

Por comodidad pongamos © = x1, y = x2; t; = p(x1). Luego t; = t,, con t,;lpxl e S 1o tl_chl =
oy e S lyx =tz

En forma similar, si ponemos ¢ = p(x2) entonces to = t,, con t;Pacg e S lo t;Pacg =z, € Sn—1
y xo =t .

Ademés, si t3 = p(x1 + x2) y llamando 3 = x1 + x2 tendremos ¢35 = t,, con tgpxg =5 €81, de
donde x3 = tI'x}. Luego, ¥z + tL'x), = tax}.

Ahora se observa que la tesis es equivalente a probar que t3 < t1 + to.

Por el absurdo, supongamos que t3 > t; + to; entonces tendriamos:

t\" t2\” ot

1=|z5) = || ) 24 2 xh|| < - 4+ 2 <1, algo no posible.
t3 t3 ts i3

Esto prueba (c).

Nota. Se observa que p(z + y) < p(z) + p(y) es més general que la desigualdad vista en el lema 1.
Remarcamos que (b) y (c) nos dicen que dado = # 0, p(z) es por definicién el tnico ¢,que satisface

e
[tz "zl = 1.

El siguiente resultado, debido a Torchinsky([7], caracteriza a los grupos {t”'}, para los cuales se tiene una
condicién suficiente para definir a la métrica p(z).
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(e).

®.
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( , ) indica el producto interno familiar en R™.

Lema 2.1. Se cumple

[tPz|| < t|z],0 <t <1, z€R" & (Pz,z) > (z,z), x € R™.

Prueba. (=). Sea f(t) = |tFz||? — t?||z||?, luego f(t) < Opara0 < t < 1, f(t) = 0 para
P
t =1, f(t) > Oparat > 1; ya que M
LI ®)]=1 > 0.
Desde que 4 [[t7z? = 2(PtPz, t"z) se obtiene

H
> 12l se tiene [[tPx]|2 > t2[|2|/% luego se debe tener

2
0< %f(t)h:l = ;(Ptpatpm) — 2t(x, x)|4=1 = 2(Px,x) — 2(z, x),

de donde se tiene la tesis.

(<=). Pongamos g(t) = |t x|, entonces
d 2 2 2 2

—g(t) = Z(Pta, t"2) > Z(t"2, t"2) = Z||t7z|* = Zg(t).

790 = S (Ptha,t7z) 2 (t7e,t72) = S|[t72]" = £4(t)

De esta desigualdad se obtiene para 0 < s < 1,

[ Sar=2es (5),
oz (467) =10t () =102 ()

de donde s2||z||? > ||s”z||?, por tanto se tiene la tesis para 0 < s < 1.0

lo que implica

Consecuencias del lema 2.1:
@). Si (P*z,z) = (z,Pz) = (Px,x), entonces (Px,z) > (x,z) implica que {t" };o también
satisface ||t z|| < t||z],0 <t <1,z € R™
De esta manera {t”"} determina una funcién p*(z), la cual tiene propiedades anilogas a las de
p(x). Si~y es la traza de P, entonces se tiene det t” = det t!”" = t7.

(i1). Pongamos S = L *'QP ", entonces
P+ P* p p* 1 1
(Sz,x) = ( _; x,x) = (2a:,x> + (233,56) = §(Px,x) + i(Px,x) = (Pz,x).

Luego, ||t¥x|| < t||z|| es equivalente al hecho de que el mds pequefio valor propio de S serd > 1.
En efecto, |[t7z| < t||z|| < (Pz,2) > (z,2) +> (Sz,2) > (v, 7). Luego, si A es un valor propio
de S, tendremos \ > 1.

(i). AP = PA,, desde que PA, = eloe P+Plogt — A, p,
(ii). t£ A, = PA,, desde que tL A, = tdePlost = 4, P = PA,.
Sit®z]] < [|Ape|| < tPllxf, 1 << B, t>1 (+)

entonces t°||y|| < ||Asy| < t*[|ly|l, t < 1 (y a ser determinado).
En efecto,t < 1 <> t~' > 1, luegosi 1 < o < f se tiene (t~1)||z|| < ||Ay—rz]| < 1P|z
ponemos A;—1x =y, Ayy = x y se tiene la tesis.

; si

Nota. Posteriormente asumiremos la relacién (4). Remarcamos que la introduccién de la métrica pa-
rabdlica fue usada intensivamente por Calderén-Torchinsky [2],quiénes reconstruyeron en base a tal
métrica dreas fundamentales del andlisis. Por otro lado, la topologia inducida por p(x) coincide con la
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topologia familiar de R”.

AL x| = | A1)zl = 1.

Recalcamos que por definicion, ||p~ (z) || ()

(g). (. p(x) <1siysolosi|lz| < 1.
(). p(a)? <|lz|| < p(a)*si|lz]| < 1op(z) < 1.

(iiD). p(x)* < ||| < p(z)? si [|z]| > 1o p(z) > 1.
En efecto,
(1). p(z) < 1lsiysolosi||Aiz| < 1siysolosi|z| < 1.

(ii). Sip(z) <1 (o |lz[| <1 por (@), por (f) tenemos p” () [[yl| < | A,w)yll < p*(@)llyll-
Pongamos z = A, (,)y, entonces A1,z = y, de donde p° () || A -1 () z|| < ||z]] < p*(2)]|Ap-1() 2],
lo que implica la tesis.

(iii). Sigue en forma similar a (ii).
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