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Resumen

En el presente trabajo de investigacion, se analiza cualitativamente un Modelo Matemdtico SI con Dindmi-
ca vital Estrucurado por Sexo desarrollado mediante las ecuaciones diferenciales ordinarias (transmision
de contagio es instantdneo), y también desarrollado por las ecuaciones diferenciales con retardo (transmi-
sion de contagio se da después de un cierto periodo de tiempo), donde se proponen teoremas de Estabilidad
Local y Asintética para el punto libre de infeccion de ambos modelos, respectivamente. Los modelos permi-
ten una concepcion matemdtica de la dindmica de la enfermedad, y permitirian realizar una mejor prevision
a las instituciones nacionales, de manera particular a la Direccion General de Epidemiologia debido que es
el encargado de realizar las actividades de prevision y de control de la enfermedad que serdn considerados
como politicas puiblicas por el Ministerio de Salud.

Palabras clave. Epidemiologia Matematica. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Ecuaciones Diferenciales con
Retardo. Puntos Estacionarios. Estabilidad Local. Estabilidad Asintética.

Abstract
In the present work, a Basic Model SI with Vital Dynamics Structured by Gender developed by the Ordi-
nary Differential Equations (Transmission of contagion is instantaneous), and also developed in the Delay
Differential Equations (Transmission of contagion occurs after a certain period of time), where the Local
and Asymptotic Stability Theorem is proposed The Free of Infection point for both models, respectively.
Keywords. Mathematical Epidemiology. Ordinary Differential Equations. Delay Differential Equations. Statio-
nary Points. Local stability. Asintotic Estability.

1. Introduccion. El presente modelo que se desarrollard en E.D.O. es una perturbacién inicial del
Modelo de W. O. Kermack y A. G. McKendrick (1927), que en su tiempo permiti6 encontrar senderos en la
investigacion epidemiolégica [10]. Después se propusé una nueva perturbacién extendiendo el modelo para
considerar las poblaciones estructuradas por sexo [7], con lo cual brindaba una percepcién mas amplia del
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problema epidemioldgico por lo cual es necesario analizarlo matemdticamente. Luego, se realiz6 el anélisis
de la existencia y unicidad de las soluciones con su respectivo teorema de estabilidad local en [8,11].

En el presente trabajo, se presentard el Teorema de Estabilidad Local para el Modelo mediante las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, para después presentar y demostrar el Teorema de Estabilidad Ab-
soluta para el Modelo mediante las Ecuaciones Diferenciales con Retardo. La relacién entres estos dos
teoremas consistird que poseen la misma hipétesis, pero nos brindard la estabilidad que corresponde a cada
sistema desarrollado. Donde epidemiolégicamente el sistema en E.D.O. representa la dindmica de trans-
misién de una enfermedad infecciosa, donde se considerard que después del contagio se puede transmitir
instantaneamente la enfermedad. [7,8].

Muchas de las enfermedades infecciosas poseen un periodo de incubacién, o también llamado periodo
latente, antes de poder transmitir la enfermedad, por lo cual se estudia un Sistema en E.D.R., que mediante el
coeficiente de retardo representa muy bien el periodo latente de la enfermedad. En el Modelo representado
mediante E.D.O., se considera el ingreso constante de individuos no susceptibles (poblacién que no ha
iniciado su vida sexual activa) a la poblacidn susceptible correspondiente. Se considera la salida de la
poblacién susceptible mediante la tasa de mortalidad natural para cada poblacién de Infectados (Hombres
y Mujeres), y a la vez también se considera la salida de la poblacion de los infectados mediante la tasa de
mortalidad tanto por la epidemia como la natural para cada poblacién de Infectados (Hombres y Mujeres).
[1,2,3,4,5,8,9,10,11].

2. Modelo SI con Dinamica Vital en E.D.O.. En esta seccién, nos centraremos en detallar breve-
mente los Resultados obtenidos de la Tesis de Licenciatura: "Modelo Matematico de la Dindmica de Trans-
misién del VIH/SIDA en una Poblacién Heterosexual Activa en el Perd”, que describe la problematica de

la Epidemia del VIH/SIDA. [7].

El Modelo Matematico SI con Dindmica Vital Estructurado por Sexo serd desarrollado mediante las
E.D.O., donde se representard como un sistema de cuatro ecuaciones. Se considerard las poblaciones Epi-
demioldgicas (Susceptibles e Infectados) y ambas Estructuradas por el sexo (Hombres y Mujeres). [6,7,8].

Consideraremos la interaccion entre las poblaciones sexualmente activas, inicamente heterosexual. El
contagio se realizard mediante la via sexual (97 % de contagio por este medio). También se incluird las
tasas de mortalidad natural y por la enfermedad para cada poblacién Infectada. El ingreso de la poblacion
No susceptible (individuos que no se inician sexualmente) permitira el aumento de la poblacién Susceptible
lo que generalmente sucede dentro de la sociedad. [6,7,8].

Consideraremos las Tasas de Supervivencia Epidemioldgicas:

* RE = U’lf]%s : Tasa de Supervivencia de Susceptibles Hombres.
* Rgf = “’”i‘# : Tasa de Supervivencia de Susceptibles Mujeres.
* R = (f,fﬂ : Tasa de Supervivencia de Infectados Hombres.
* R = ffu : Tasa de Supervivencia de Infectadas Mujeres.

En la siguiente Tabla donde se describe las Variables y los pardmetros de nuestro Modelo. Y, las dindmi-
cas que se tendran en cuenta en el modelo son la esencia del modelo debido que intervienen la interaccidn
entre variables que representardn los supuestos ya mencionados. [7,8].
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Variables Descripcion Valor
S, Cantidad de Susceptibles Hombres por unidad de Tiempo
I Cantidad de Infectados Hombres por unidad de Tiempo
Hys Cantidad de Individuos Hombres NO Susceptibles 2,0 (Miles)
Sh Cantidad de Individuos Susceptibles Hombres 1,0 (Miles)
1, Cantidad de Individuos Infectados Hombres 0,2 (Miles)
Sl Cantidad de Susceptibles Hombres por unidad de Tiempo
I, Cantidad de Infectados Hombres por unidad de Tiempo
Mpsg Cantidad de Individuos Mujeres NO Susceptibles 2,0 (Miles)
Sm Cantidad de Individuos Susceptibles Mujeres 1,2 (Miles)
I, Cantidad de Individuos Infectados Mujeres 0,2 (Miles)
Parametros Descripcion Valor (%)
o, Tasa de ingreso de los Hombres por unidad de Tiempo 0,015
Om Tasa de ingreso de las Mujeres por unidad de Tiempo 0,010
3 Tasa de contagio de una Mujer Susceptible por un Hombre 0.20
h Infectado por unidad de Tiempo ’
3 Tasa de contagio de un Hombre Susceptible por una Mujer 0.25
m Infectada por unidad de Tiempo ’
Tasa de mortalidad natural por unidad de Tiempo 0,04
Tasa de mortalidad por la epidemia en los Hombres Infectados
) . 0,03
por unidad de Tiempo
Tasa de mortalidad por la epidemia en las Mujeres Infectadas
€ . . 0,03
por unidad de Tiempo
T Coeficiente de Retardo Constante (Discreto) 5

2.1. Modelo Matematico. El coeficiente de la Estrategia de Control () serd un dato estadistico el
cual determinard el indice de proteccion que se tiene, este coeficiente estard entre [0, 1]. Por comodidad se
utilizara el valor w, pues en si, la estrategia de control serd de la siguiente manera: w = 1 — w. Donde w es
el coeficiente de Efectividad de la Estrategia de Control. Esto mostrard que cuando no haya una estrategia
de control w = 0, el valor de w = 1; brindando un Modelo Matemadtico sin control, es decir, no se toma
ninguna medida para intentar disminuir el contagio de la enfermedad, por ende si @ = 1, el valor de w = 0,
lo que indicaria que la Estrategia de Control es completamente efectiva al 100 %. [7,8].

A continuacién el sistema de ecuaciones que representard el modelo matematico mediante las Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias, para luego presentarlo de una manera similar mediante las Ecuaciones
Diferenciales con Retardo.

Sy = opHys — wBnlmSn, — Sk

I;L = wﬁmfmSh - a[h - ,th

S;n = omMns — BhIhSm - /J'Sm

[7/—,1 = BhIhSm —elpm — MIm

@.1)

Sp(0) = Sh>0; 1,(0)=1'>0

S’m,(o) = S(’r)n > 0 5 I’m(o) = I(:n > 0
0 < a,Bm;BrsOhy Om, €,y w < 1

2.2. Estado de Equilibrio del Modelo. Para la ecuacion (1), consideraremos que existe y tiene solu-
ci6n Unica [7]. Por lo cual, ahora garantizaremos la estabilidad del modelo matematico, en primer lugar se
hallara los puntos criticos del Modelo matematico, representado por un sistema de ecuaciones igualados a
cero, y desarrollando el sistema obtendremos el Punto Libre de Infeccion y el Punto Endémico.

En nuestro caso, nos centraremos en el Punto Libre de Infeccion.
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2.2.1. Matriz de la Siguiente Generacion. El método de la Siguiente Generacion es un método muy
util para determinar el Ndmero Basico de Reproduccion Efectiva R, para los Modelos Comportamentales.
Este método nos permite determinar bajo qué condiciones el Sistema es Estable o Inestable Localmente.
[5,7,9].

Como la expresion (1) es un sistema no lineal de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, en primer lugar
se va a linealizar el sistema. Para lo cual el Jacobiano del Sistema seria:

Sea X = (Sh, In, Sm, Im)

_wﬁmIm —H 0 0 _wﬁmsh
_ whnIm —Q = [ 0 WPBmSh
TX) = 0 —Brlm  —Brln — p 0
0 Brlm Brin ——p

Mediante el Método de la Matriz de la Siguiente Generacion, la matriz Jacobiana se expresard de la
siguiente manera: J =71 + 3.

—wWBmIm 0 0 —wBmSh
T = w/BTTLI’NL 0 0 wﬁmSh
0 —BrnSm  —Brln — p 0
0 BrSm Brln 0
w0 0 0
. 0 —-a—p O 0
=1 0 —u 0
0 0 0 —e—pu
luego, K=7T-21
WPBm Ym BmXn
T 0 0 7ws+u’
WP Ym 0 0 wﬂIXh
K= 6 _ BaXm  _ BnYn EOM
O @L /3h#h 0
atp Iz

Como |K| = 0, no se podrd analizar mediante NGM con dominio grande, sino se reformulard mediante
NGM con dominio pequefio de la siguiente manera:

-1 0
= 1 0 . wWhmYm 0 0 WO Xp
- 0 -1 n 0 Bth ﬁh}/h 0
0 1

_ WPBm Ym WPBm Xn
_ 7 e+
Ks = BnXm _ BnYan

atp I

Se buscard garantizar que |Kg| # 0, en caso que, |Kg| = 0, no se podria utilizar el Método de la
Matriz de la Siguiente Generacion.
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2 2
Teorema 2.1 Si #2121[]4 # (€+g3[(;3%)U4 , entonces |Kg| # 0. (Ver Demostracion en [7]).

Luego, se puede hallar el Numero Basico de Reproduccién Efectiva:

I (e +p)(a+p)

2 — | (Bl + Bnln * (wBmBrImIn  WBmBRSmSh \ | wBmIm + Buln
< 2u 2u

Ahora, teniendo el valor de R, lo analizaremos en el Punto Libre de Infecciéon E.

R = \Jw-RE - RM . RI - RM

Teorema 2.2 Sea w, R, RYM RH RM > 0. (Ver Demostracion en [7]).
Siw - Rg . Rg/l . R}q . R}W < 1, entonces R. < 1, por ende el Sistema (1) es Estable localmente para el

Punto Libre de Infeccion E = (Uths ; 0; U’"JZINS ; 0).

3. Modelo SI con Dinamica Vital en E.D.R.. En muchas epidemias no ocurre una infeccién instanta-
nea, sino el individuo pasa un tiempo para que pueda propagar la enfermedad. Bajo esta consideracion, el
Retardo nos permite considerar el tiempo en que se encuentra un individuo en la transicién para que sea
considerado infectado y que pueda transmitir la enfermedad, mds atin, al considerar las poblaciones Es-
tructuradas por Sexo nos permitird tener una mejor comprension de la dindmica que sucede mediante la
interaccién entre los individuos. Por lo cual, se introducira el Retardo en la poblacidn Infectada femenina,
y en la poblacion susceptible masculina cuando haya una interaccion entre ambas, teniendo una considera-
cién para el Retardo (7 > 0), debido que la Poblacién de los Hombres ha ido en una tendencia de aumento
en su vida sexual activa, por lo cual esta consideracién nos permite entender que los Hombres tienen mucho
mas probabilidad de contraer la enfermedad. Por otra parte, la Poblacién de las Mujeres tanto Susceptibles
e Infectadas se considerardn como ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, no se le aplicard ningin
Retardo por lo cual se interpretard que se mantiene en la misma dindmica expuesta anteriormente en la
seccion 3.1.[2,3,8,9,10,11].

3.1. Modelo Matematico. El Modelo Matematico considerara un coeficiente de Estrategia de Con-
trol, del mismo modo que el Modelo anterior, con el coeficiente de efectividad: w = 1 — w. Donde w es
representa la Estrategia de Control. [7].

S, = onHns —wBm - Sh - I;m — pSh

I = wBm - Sp(t—7) Lt —7)— (a+p)y
Sy, = omMys — B Sm - In — pSm

I':n = BnSm-In— (6 + M)Im

3.1
Sp(0) = Sh(t),  In(0) = I}(t
Sm(o) = S;n(t), Im(o) = I(T;n(

O'h,O'm,w,Bh75m,Oé,,U/,5 >0

3.2. Estado de Equilibrio del Modelo. Realizaremos el andlisis cualitativo para el Modelo Matemati-
co SI correspondiente al sistema (2). Por lo cual tendremos que hallar, en primer lugar sus puntos criticos
asociados al sistema. Una consideracion bastante importante, es que los puntos criticos del sistema (2) serdn
los mismos que en el sistema (1).

~ H mM
E1<Uh NS;O;U NS;0>
ju I
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3.2.1. Linelizacion del Sistema. Del mismo modo que se hizo en las Ecuaciones Diferenciales Ordi-
narias con respecto al Sistema No Lineal, mediante una linealizacién del Sistema. Se realizard un andlisis
similar con la matriz Jacobiana con respecto a las variables sin Retardo, y una matriz Jacobiana con respecto
a las variables con Retardo. [6,7,8,9].

Por lo cual la Matriz Jacobiana sin Retardo seria el siguiente:

*6mIm — U O 0 7ﬂmsh

B 0 ~(a+ p) 0 0

TS = 0 —BuSm  —Buln—p O
0 BrSm Brln —(e+n)

Por lo cual la Matriz Jacobiana con Retardo seria el siguiente:

0 0 0 0
m W I, (t—7) 0 0 B, -w-Splt—1T
0 0 0 0

Vemos que el determinante de J.- es nula, este detalle lo consideraremos méas adelante.
Teniendo las matrices Jacobianas, formaremos el polinomio caracteristico que tiene la forma:

p(N) =det(\-Id—J —J;-e ) =0

3.2.2. Punto Libre de Infeccion. El punto libre de infeccion E = (”’LIZ NS0 "’"I;INS ; 0) represen-
ta cuando en un instante del tiempo ya no hay infectados, solamente hay susceptibles. Analizaremos este

punto de equilibrio para saber como es su comportamiento a través del tiempo.

Sea la consideracion: dy = a + pu, do =€ + p. .
Luego, el polinomio caracteristico para El Punto Libre de Infeccién, F

p(A) = (A + M)2 ()\2 + (d1 + d2)A + didz —w (BhJ}LHNS> <BmUZMNS> . e)‘7>

asi, se puede deducir

AM=—u<0

ahora, el siguiente autovalor deberia ser negativo o tener parte real negativa para poder concluir que es
estable el punto libre de infeccion.

Sean los polinomios,

P(N) = A% 4 (dy + do) X + dyda

L BronHns \ ( BmomMns
qW_ﬂU( p >( p >

asi, el polinomio caracteristico tiene la forma

(3.2) p(A) =P(A) —g(A) - e

Proposicion 4.1 Sean p, ¢ polinomios con coeficientes reales. Supongamos lo siguiente:
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1. p(\) £ 0, R(\) >0
2. |q(iy)| < [p(iy)], 0 <y < oo+t

3. Hm)\—s 004, (1) >0 ‘%‘ =0
Entonces, f(A) < 0 paratodaraiz A\, y r > 0 del polinomio caracteristico (3). (Ver [8,10]).

La conclusién de la Proposicion 4.1 es llamado Estabilidad Absoluta, donde la estabilidad se mantiene
para todo valor del Retardo. [10].

Corolario 4.1 Sea p un polinomio con coeficientes reales, y tiene el coeficiente uno en el término de
mayor orden. Y también, sea ¢ = c una constante.

Si todas las raices de p son reales y tienen parte negativa, y |p(0)| > |c|. Entonces, ft(A) < 0, para toda
raiz A\, y r > 0. (Ver [10]).

Teniendo la consideracién de |J;| = 0. Analizaremos la estabilidad local del punto Libre de Infeccidn,
por lo cual ahora utilizaremos los resultados de la Proposicién 4.1, en particular el Corolario 4.1, debido a
una consideracién que el polinomio g(A) es una constante. Con este Corolario conseguiremos establecer la
Estabilidad Absoluta. [10].

Tenemos: P(A) = A2 + (d + do) A+ dudy y q(A) = —roetlvslponlivs . omuwr

La discriminante de p(\) : (dy + d2)? — 4dydy = (dy — d3)? >0
Las raices de p(\) :

AM=—-dy <0 Yy A=—d1 <0

Por consiguiente la primera condicion estd demostrada. Pasaremos a la segunda condicion.

_ BronHNsPmomMnNs T
2
L

(a+p)(e+p) >

Luego

ﬁhUhHNS/B’mo-mMNS Lo T

(a+ 1) (c+1) > ;

La expresion anterior podemos expresarlo de la siguiente manera:

w(UhHNS> (UmMNS> ( Bh ) < Bm )<1
7 7 a+p) \e+p

Por consiguiente:

w-RE-RM.RI.RM <1

Teorema 3.1 Sea w, RY, RY  RY RM > 0. ( Ver Demostracién en [10])
Siw-RE-RM.RI.RM <1, entonces el Sistema (2) posee la Estabilidad Absoluta para el Punto Libre

de Infeccion E = <‘7’L}ZNS ;05 ”’"JZ[NS ; 0). .

4. Simulaciéon Computacional. Las Simulaciones computacionales nos permiten visualizar el com-
portamiento que realiza las soluciones, mediante los Métodos Numéricos que nos brinda soluciones aproxi-
madas. Por lo cual realizaremos las simulaciones computacionales de cada sistema de ecuaciones, es decir,
tanto para las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias como las de Retardo. Por lo cual, se utilizara los valores
expresados en la Tabla 1 de la seccion 3. Donde la gran diferencia lo brindara el coeficiente de Retardo, 7.
Este coeficiente mostrard que a base de la obtencion de datos de las poblaciones epidemioldgicas se puede
tener una mejor visioén de la epidemia y su manera mas acertada de intervencion para el bienestar de la
sociedad.
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hodelo Maternatico 'EDO’ hlodelo Matematico EDR'
T T T

# Susceptibles Hombres # Susceptibles Hombres
Infectados Hombres : Infectados Hombres

Susceptibles Mujeres Susceptibles Mujeres
o s A RN & infectzdis bijeres 4 s e e e R T O tocrados hsies 4

0.8

Poblaciones (Miles)
Puoblaciones (Miles)

*
-
*
-
W
06 ol : : —
* :
%
%

Tiempo Tiempo

De la Simulacién computacional, realizada con MATLAB, se puede analizar el comportamiento de las
soluciones a través del tiempo considerado mediante el método de Runge Kutta de orden 4 para las E.D.O.
y el método de Multipasos para las E.D.R. Epidemiolégicamente se puede observar como se desarrolla la
dindmica de transmision de cada poblacidn, en especial la poblacién infectada tanto de Hombres como de
Mujeres. El sistema en E.D.R. nos permite saber que hay una leve constancia de la poblacién Infectada de
Hombres debido que es donde se ha aplicado el retardo, considerando la historia que se tiene. El coeficiente
de retardo representa la cantidad de tiempo que se considerara dentro de la Historia que tiene de la poblacién
infectada para poder propagar la enfermedad. Estos resultados numéricos nos permiten complementar los
resultados andliticos presentados mediante los teoremas de estabilidad.

5. Conclusiones. Los Modelos que se han presentado en las Secciones 3 y 4, tanto por las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias como por las Ecuaciones Diferenciales con Retardo, respectivamente nos permiten
realizar la principal observasion a considerar que ambos Teoremas enunciados poseen la misma condicién,
pero nos brindan diferentes resultados sobre la Estabilidad de cada sistema para el Punto Estacionario de
Libre de Infeccidn.

Como se conoce sobre la dificultad de los Sistemas No Lineales para poder hallar las soluciones andli-
ticas, en lo general, se analiza el comportamiento de las soluciones (andlisis cualitativo) y se complementa
con simulaciones computacionales (andlisis numérico); para poder obtener resultados que permitan inferir
situaciones favorables o en qué caso desfavorables del problema epidemiolédgico. [1,5,9,10].

Por lo cual, podemos obtener las siguientes conclusiones.

1. Matemadticamente, el Sistema (1) mediante las E.D.O. y el Sistema (2) mediante las E.D.R. poseen
la Estabilidad Local y la Estabilidad Absoluta para el Punto Libre de Infeccion, respectivamente
mediante el Teorema 3.2 y el Teorema 4.1 presentados y demostrados.

2. Matematicamente, el Teorema 3.2 y el Teorema 4.1 comparten la misma condicién para garantizar
sus respectivos resultados de Estabilidad.

3. Epidemiolégicamente, el Modelo matematico que describe la dindmica de transmisiéon de una
enfermedad infecciosa, de manera particular el VIH/SIDA, llega a estabilizarse en el momento que
la poblacién Infectada desciende considerablemente por mientras que la poblacion Susceptible se
va manteniendo en una poblacion constante, esto describe el Punto Libre de Infeccién en el estado
estacionario estudiado.

4. Ambos sistemas nos permite modelar la dindmica de transmisién de una enfermedad infecciosa
(Susceptible-Infectado), bajo las perspectivas que se esté considerando intervenir dentro de los
margenes de la Salud Publica. Por lo cual el modelamiento en E.D.O. siempre nos permite conocer
el comportamiento cuando el contagio es inmediato, por mientras que el modelamiento E.D.R. nos
permite conocer cuando se considere el periodo latente adecuado.
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