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Resumen

En este articulo, estudiamos el problema de Cauchy a la ecuacion de Korteweg-De Vries en H® con
s > —%. Para ello utilizamos los espacios de Bourgain, X, y obtenemos buena formulacion local al
problema de Cauchy.

Palabras clave.Teorema de existencia local y unicidad, transformaciones integrales, aplicaciones de EDP en dreas
distintas de la fisica.

Abstract

In this paper, we study Cauchy’s problem to the Korteweg-De Vries equation in H® with s > —%. For this
purpose we use the Bourgain spaces, X, and we get good local formulation to the Cauchy problem.

Keywords. local existence and uniqueness theorems, integral transforms, applications of PDE in areas other than
physics.

1. Introduccién. En este articulo, tenemos como objetivo demostrar la buena férmulacién local del
problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Korteweg-De Vries en H?, con s > —%,

(LD { Dy (2,8) + 0 (1) +u? (2,) Dy (,8) = 0

donde p € N.

La ecuacién (1.1) en el caso p = 1, denominada ecuacion de Korteweg-De Vries, [1], [5], [6], [7];ésta
ecuacion es un modelo de propagaciones de ondas débiles dispersivas no-lineales, [4], [9], [10], [11], [12].
Para establecer la buena formulacién local para el PVI asociado a la ecuacién de KdV, utilizaremos los
espacios de la funcion X j, denominados los espacios de Bourgain,[2].

Estos espacios de funciones, tienen una norma dada en términos cuyo simbolo, es el operador lineal
asociado (en el caso 0; + 53), han sido muy dtiles para comprender la interaccién entre los efectos no-
lineales y los efectos dispersivos. En este punto, las llamadas estimaciones bilineales, [8], desempefian un
papel principal para obtener resultados deseados.
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2. Los espacios de Bourgain. En esta seccion definimos los espacios de Bourgain [2], ademas de [3,
pag 278] y [1] obtenemos

DEFINICION 2.1. Sean s,b € R, el espacio de Bourgain, denotado por X, es el subconjunto de
S’ (R?) definido por

2.1 X,y = {u eS8 (R?) : |lullk., = / (&) () |[a (&, 7) P de dr < oo}
R2

donde o =1 — &y (€) = (1 + [¢]).

Los espacios X3 son espacios de Banach. Las siguientes propiedades de los espacios de Bourgain
serdn utilizadas en las siguientes demostraciones.

PROPOSICION 2.1. Si s,b € R, el espacio de Schwarts S (RQ) es denso en X, .

Demostracién: Sean u € Xy, y € > 0 arbitrarios. Consideremos la aplicacion v definida sobre R?, es
decir

v:R%2 5 R2

€ ) muET)=a(T+€%)

entonces v € L? ((f)QS ()% d{dT) pues

191 gy = [, (€7 (1™ lo (€, g dr
= [0 @™ [ e +6) dear
= [ @ =) e, s = ul? < o
Como el espacio S (R?) es denso en L? ((f)QS ()% dde), existe una
¢ € S (R?) tal que
e = vll e (620 ry20agar) <€

yparap (&7 — &%) € S (R?), existe ) € S (R?) tal que 12)\(577') = (&7 — &%), Porlo tanto

I = wllxen = @~ 7]

L2(<§>25<U>2bdfd7—) = HSO - U||L2(<€>25<T>2bd§dq—) < E.

lo que demuestra la proposicion. 0
PROPOSICION 2.2. Sean s € R y b > 1, entonces

Xop — C(R: H; (R))

T

Demostracion: Sea ¢ € S (Rg), tenemos,

(1) (§)| d¢

— ‘ 2

2 2 2s
IOl o) = sup [l (8)137. = sup / ©)>
teR teR JR

S/R<£>253161H§’w/(7) (f)rdf:/]l%@)zsjtelﬂg €S0 ()| ae
2.2) = /R (©*

Como b > %, obtenemos por inmersion de Sobolev H® — Co, C C'N L. Asi, utilizando (2.2) escribimos

’ d
Lo° &

t

o) (9]

ol oy < € [ (0% |70 @], 26
—c [ [ 0| em©) 0

R
e / ™ / (2 3(€) (€ + )| drde
23) =Cllelk.,-

2
drdg¢
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Por lo tanto, la aplicaciont € R — ¢ (t) € H? es acotada. Resta probar que tal aplicacion es continua.
Fara ello tenemos que estimar

— — 2
.4) lott+1) =2 Ol = [ (& [ 0" [oCrn©-eB©] d
Como ¢ € S (R2), podemos mostrar que ¢ (t) € L}. Ademds de esto, tenemos

@5) pen=[em©] 0,

donde adoptaremos siempre la convencion que las variables x y t son llevadas en las variables £ y T res-

pectivamente por la transformada de Fourier. Definiendo, para casi todo &, la aplicacion ge (t) = <p/(?) &),
sigue de (2.5) que g € L.. Asi tiene sentido usar la férmula de inversion de Fourier en g¢. Entonces en
(2.4), obtenemos

2

dg

lo(t+ 1) — o (O] =/R<5>28 Ge (t+ 1) — G (1

2

- C <£>23 /eitT@\g (7_) (ez’hr _ 1) dr df
R R
_ 2
(2.6) < c/ (€)% { |(e"™ —1) 3 ( ,T);df} de.
R R
Asi obtenemos
2.7 /R‘(eihT—l)@(ﬁ,T)‘dT§2/R\<ﬁ(€,7')|dr<oo,

para casi todo punto £, pues integrando la desigualdad (2.7) en la variable &, tenemos que la integral doble
de  es finita, por que p € S (RQ) . Luego la integral interna también es finita. Asi mismo, considerando
el limite cuando h — 0, y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos la continuidad
de © (t). Asi mismo, podemos denotar la desigualdad (2.3), de la siguiente forma

(2.8) 1ellgy@emey < Clielx, ,» Yo € S (R?).

Para el caso general, consideremos uw € X y. Por la proposicion 2.1, existe una sucesion {@m,},, oy en
S (Rg) tal que @., — u en X, . Como el espacio de Bourgain es un subconjunto de S’ (RQ), tenemos

(2.9 om —u  enS (R?).

Por la desigualdad (2.8), la sucesion {@m},,cn es de Cauchy en Cy (R : H®), como tal espacio es un
espacio de Banach, se sigue que existe f € C, (R : H®) tal que @, — f en Cy (R : H®), asi mismo
tenemos

(2.10) om — [ enS' (R?).
Por la unicidad del limite tenemos u = f. De esta forma pasamos al limite en (2.8), obtenemos
(2.11) lull e, ®:prsy < C ||uHX§b para todo u € X,

lo que muestra la inmersion continua. U

3. El estimado bilineal. Establecidas las principales propiedades de los espacios de Bourgain, de [9,
pag 170],[8], tenemos
DEFINICION 3.1. Sean s,b € R. Definamos la forma bilineal

3.1 B (u,v) = %896 (uv).

para todo u,v € X, .
El principal resultado de estd seccidn es garantizado por:
TEOREMA 3.1. Sea s € ]—%, 0}, entonces existe b € ]%, l] tal que

(3.2) 1B (ww)ly,, , <Clulk,,

s,b—1 —
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donde u € X, .
Demostracién: Para demostrar este teorema escribiremos la estimativa (3.2) en una forma equivalente

que sera mds conveniente para nuestros calculos. Definiendo § = —s € [0, % [ sigue, que si X5 = X_s53,
by —6 ~

(33) FEn ==y © " akn e’ (®)

y

(3.4 1A lezre = llullx,, = lulx_,,-

Utilizando el hecho

—

(3.5) Oy (u?) (&, 7) = CE (uxu) (§7)

podemos escribir (3.2) de la siguiente forma

1Bl = -€) " @7 a6, ,
(36) =Cf¢ -y @),

Aplicando la definicién del producto de convolucién en la igualdad (3.5) y utilizando (3.3) podemos escribir
(3.2) en términos de la funcién f como

FlE—&,7—m){E-&)° f(&,m) (&)

1B (w,w)lx,, , =C|k . L déydny
o R2 <(T—7’1)—(£—§1)3> (1 — &)
212
(3.7 < Cllul,, =Clflz.e -
d()l'ldef]'{/'v = E(S,T) = WD
Asi mismo, el teorema 3.1 puede ser escrito de la siguiente forma equivalente
TEOREMA 3.2. Sea 6 = —s € [0, % [, entonces existe b € ]%, 1 [ tal que
£ fle—&,r—m)E—&) f(&,n) &)’
b0 [ S\ 0 300 d§1dmy
(T8 Jr <(Tfﬁ)f(§f€1)> (1 — &)
L§L2

38 < ClflZace

donde f € L? (R?).
Probaremos la siguiente version del teorema 3.2, que es un resultado més general.

TEOREMA 3.3. Sea § = —s € }%, % [7 entonces existe b € ]%, 1[ tal que para cualquier b € ]%, b]
conb— b < min {b — %;% — g sigue que

¢ /’f@—&ﬁ—ﬁ)@—&yf@hﬁﬂﬁfﬁmﬁ
R

R (G I R Ut
39 <ClflLe

donde la constante ¢ = C (6,b,b — b') . Ademds de esto, (3.9) también vale para § = 0, con b € |3,
v ellb.

En un primer momento puede hasta aparecer extrafio cuando afirmamos que el teorema 3.3 es una
versién mds general que el teorema 3.2, pues repare que hicimos una restriccién de la hipétesis sobre el
valor de §, el mdximo que podriamos afirmar por cuanto es que (3.8) sigue de (3.9), tomando b = V', desde
que tomamos 6 = 00 J € ] %, % [ En tanto, mostraremos, el caso § € ]0, %] , seguird de los casos § = 0 o
§ €3, 3] Por tanto, el teorema 3.3 es realmente un resultado més fuerte que el teorema 3.2.

[y

Sl



166 Cesar Loza.- Selecciones Matematicas. 04(02): 162-174 (2017)
Demostracién: Teorema 3.3. Dividiremos la demostracion en etapas para facilitar la comprension.

Etapa 1.
Cuando ¢ = 0. Utilizando las notaciones A = (£, 7) y A1 = (&1, 71), observamos que mostrar la desigual-
dad (2.11), es equivalente a mostrar la siguiente desigualdad

(3.10) F ) fA =) k(A A1) dAy

<C|flys -
RZ

L3

donde

S 1 1
3.11) k(A A = : . ,
( ) <<T—§3>1b> <<T1—§%>b > <(T—7’1)—(§—£1)3>b

Asi mismo utilizando, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, proposiciones anteriores, el teorema de Fubbini,
un cambio de variable y denotando por I, el término de la izquierda en la desigualdad (3.10), obtenemos las
siguientes mayoraciones

1/2 1/2
I< < I () F (A — )\1|d>\) </ |k)\)\1|d>\)
]R2

= ||f()\1)f()\—)\1)||Li Hk()\a)w)”b2

A1

L3

L3

IN

1f Q) £ A=Al , - sup [k (A Al

b 21

OOl

A

c(/ 1F ()2 / (A= A2 d)\d)\1>
1/2
<o ([ o [ 17 0af e )
07 1/2

[1£ (A A

Leor
LY

/2

IN

1/272
G.12) —c|([Irora) ] ([ rora) ]
2 R2
=ClIfl72
que vale para cualquier b € } %, i] y cualquier b’ € ] %, b].
Etapa 2.
Cuando § € |1, 2]. En este caso observemos que si
(3.13) Gl <1 o [€-&I<1,
tenemos
5 5 5
(3.14) ()" (€ -&) <C(g)",

que reduce la estimativa al caso 6 = 0. De esta forma podemos asumir que
(3.15) 61]>1 o [§-&I>1

Por simétria podemos asumir también

(3.16) (r-m) - €-&)’| < |n - €.

pues si consideramos los cambios de variables 7, = 7 — 11y & = & — & el término de la izquierda en
(3.9) no se altera y ademds de eso por (3.16), obtenemos

(3.17) |2 — &3] < ‘(T—Tg)—(f—éz)?’)-
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Ahora dividiremos la regién de integracién en (3.9) en dos partes

(3.18) m—&<|r=& y |r-&| < |n—¢€.

que son justamente las regiones Ay B.

Para acotar el término de la izquierda en (3.9) en la regién A basta utilizar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, proposicién anterior y aplicar el raciocinio empleado en (3.12), para obtener la misma acotacion.
Para acotar la regiéon B, consideremos

(3.19) FA) = - FO) F A=) x (B) k1 (A A1) ddy

donde

¢ ()’ ) €—&)°
(3.20) ki (A1) = — ) . _
1( 1) <<T§3> b<£>6> (<T1 _£%>b <(7-—7-1)—(§—§1)3>b

A= (&7), A\ = (§&1,71) y x(B) es la funcién caracteristica del conjunto B. Tenemos que mostrar la
siguiente desigualdad

(321) IF Wl < C U lLs

Para mostrar la desigualdad anterior, utilizaremos el siguiente hecho del analisis funcional

(3:22) T Tpp—— {\ [ fota.g e 1200, gl < 1}

1

que es verdadera para p,q € [1,00), satisfaciendo p~! + ¢=! = 1. Asi mismo para mostrar (3.21) es

suficiente mostrar la siguiente desigualdad

(3.23) ‘ / foda
R2

2
< CUfIg Ix (Bl Az g llgllg » Vo € I3,

que es obtenida aplicando el teorema de Fubbini y la desigualdad de Cauchy-Schwarz dos veces al término
de la izquierda. De ahi, basta utilizar proposicién anterior y tomar g = 1 para obtener (3.21). De esta forma
el teorema 3.3 esta probado. O

Observemos que el teorema 3.3 es equivalente al siguiente resultado.

COROLARIO 3.1. Sea s € }—%, % [ entonces existe b € } %, 1 [ tal que para cualquier b’ € ] %, b[ con
b—b <min{p—11- g} se cumple

(3.24) 1B ()., , <Clulx,,

s,b—1 —
donde la constante C = C (s,b,b —b") y la forma bilineal B es definida en (3.1). Por otra parte, (3.24)
también vale para s = 0, con b € }l 3] yb e ]%,b].

COROLARIO 3.2. Sea s € }—%, % [, entonces existe b € ]%, 1 [ tal que para cualquier V' € } %, b[ con

b—10v §min{p— %;i—g}secumple

(3.25) 1B (w,v)lx,, , <Cllulx, , Ilvlx_,
donde la constante C = C (s,b,b — V') y la forma bilineal B es definida en (3.1). Por otra parte, (3.25)
también vale para s = 0, con b € }%, %] yb e ]%,b].

El corolario anterior nos informa que la aplicacion

(3.26) (U,’U) € Xs,b/ X Xs,b’ — B (U,U) S Xs7(,_1

es continua.
Observamos que el teorema 3.3 y en consecuencia los corolarios 3.1, 3.2 también valen cuando consi-
deramos 6 = —s € ]O, %]
Asi mismo, en lo sucesivo, cuando nos referimos al teorema 3.3 y los corolarios 3.1, 3.2, se entiende
que estamos utilizando s € |—32,0].
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4. Resultado de buena formulacién local. En [9, pag 163], 05 (t) = 6 (67 't), § € ]0, 1], respaldado
también en [5, pag 306] y el trabajo realizado en [7], se tienen las siguientes proposiciones

PROPOSICION 4.1. Para cualquierb > 1 y s € R,
(4.1) 16/ (57 ) V (B uol ., < 22 Jlug| .

Demostracion: Se tiene

Osu(t) =0 (670) [ [ s (¢ - ) @) dear
asi que (6 (571) V (t)uo)" (&, 7) = 30 (5 (t — €%)) W (€). De esto,
166V ©) ol
7052//‘9 (= )[ (1 + &)™ 0+ 16D 170 ©) dedr
oo (o [pae-en o)

Usando que b > % v & €10, 1] tenemos el siguiente estimado
~ 2
[ [pee-enf arlr-ep”
~ 2 - 2 )
gcﬁ/]e(a(pg?’))] d7+652/]e(5(pg3))] I — &8 dr
R R

< b+ ot
< 051_2b.

Entonces

0OV ©ul,, < e [ (1+167) @ ©F ds = ' fualf.

y la prueba de la proposicion esta completa. 0
PROPOSICION 4.2. Para cualquier s € Ry b € ] 1] se cumple

4.2) 10 (57 0) vl ., <802 v, -

Demostracioén: Como (6 (67't) v (z, t))A = (55(5)) *¢ 0, por la definicion de la norma ||-|| ., la

prueba se reduce a demostrar que, para a € R se cumple que
~ 2
[1(#6)) o] s ir-a)®ar <> [ oo @+ Ir - a)®
R R
Desde que
R 2
/ ]59 (57)\ dr < +o0,
R
sigue
—~ 2 s
/ ’(59 (5)) *v(r)‘ dr < c/ [0 (7)|” dr.
R R
Regresando a
~ 2 .
/ ‘(59 (5)) * 6(7’)‘ |7 — a|2b dr = / |Db (e (t)0 (67 '7)) |2 dt.
R R

La regla de Leibniz muestra que

7 (c0 (571)) — 4D’ (571 < e[ (¢40)] . 19
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Notando que ||0]| - < cy
|D? (etv)]|,, = / o (m) |7 —a* dr,
R
solamente debemos acotar el término
/ |elatva9 ) ’ dt.

Pero el teorema de inmersion de Sobolev y el hecho que b > % lleva a
e [letunto (5 ar < o (/ o det [ |0 (o) dt) D% (5 )|,

<c</R |v(t)|2dt+/R|T—a|2b a(T)FdT) | D0 (5*1.)||;.

Por la identidad de Plancherel y puesto que b > % tenemos

00 (5

52 = [ 1o pon ar < o5t ol

La prueba de la proposicion se concluye. 0
COROLARIO 4.1. Para cualquier s e Ry b € ] %, 1] se cumple

4.3) 16 (57 ) ]| < SO o],
PROPOSICION 4.3. Si s € Ry b € |, 1], entonces

(4.4) H 5 't) / W (t—t)w(t') dt < 607202 |

sb

Demostracion: Empezamos escribiendo

0 (67't) t Wt —t)w(t) dt’

571t / / G (6,7)0 (1 — €) et et dédr
b 7_ _ 53
itT ite3

—1 2935 -~ _ _ 3 € —€
+60 (67 ) / / (&) (1—0) (r—&) ——— — e dedr
(4.5) =I+1II

Por un desarrollo de Taylor tenemos

ad iktk _ i(ze+te3 ~ 9<T_€3)
(4.6) I:Z—IG((S 1t)/Re(5+5)</Rw(§,T)T_ggd7'>d§.

Sea

k
tho (67 't) = 6" (2) 06 1) =or(t), k>1,

entonces, siguiendo el argumento en la demostracion de la proposicion 4.1 y las asunciones b < 1y § < 1,
encontramos que

52/R)@(57)’2(1+|7|)2bd7§c52 (/R’@(57)’2d7+52/]R‘35;(67)‘2|72de>

SO (DY
<6 (14 k).
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Ast, por la prueba de (4.1) y (4.6)

1 + k2
lx,, < Z — ot
k=1

0(r— &%)
H</< éS)” )
(o)
(1+ €] </| ol >|dT> ¢

2
1@ (€. 7)
/R T+lr—e) "1+ —e) dT) *

2

|
>2(1 b)

o(r—¢) \
</Rw D e dT)

Hs

Pero

1+|§|

(1+1¢h*

(1+
/( +1e])* /( lT(E’? dr de

2
<clwlx,,_,

puesto que b > L, lo cual prueba la cota requerida para el término I de (4.5).
Ahora acotemos al término 11 de (4.5). Primero escribimos

7= 0 (5*%)/ i(we+ee?) (/R (12)_(23_53)@(5,7) d¢> d¢

_ ¢3
+0 1t // 1(x§+t7') )(23 5 ) (g, ) def
=11, + 1.

Usando la proposicion 4.1, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y b > % se deduce que

W T)ar )
</R (r—g3)t* & d > He

5 1/2
< cs1-20)/2 (/R(l +1¢)* </|T—53S§ m’m) dg)

R 1/2
5(1-20)/2 1 2s |w (&, 7)| d d
= /R( e </ e Grpoe)rasp-ey ) ®

2
< cé(l—Qb)/Q ||U)|

g

Ihllx,, < cd=20/

Xsp—1
Finalmente, por (4.3) y la definicion del espacio de Bourgain X 1

/R /R pteern O =) ey rae

1—2b)/2
L, < ed0-2/ —

Xsb

1/2
< cglt2) (// DL (1 - 1+ ) d§d7>

< 672072 )|

Xsb—1"

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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La prueba de la siguiente proposicién sigue los mismos argumentos a los usados en la demostracién de

la proposicién 4.3, asi que serd omitida.
PROPOSICION 4.4. Sean s € Ry b € |1, 1], entonces

< c6(1-20)/2

4.7 H lt/Wtft ()dt

Demostracion: Similar a 4.3 0
PROPOSICION 4.5.Sis € R, b, b € } %7 % [ conb <V yd €]0,1], entonces parav € X, y_1 tenemos

71.

(4.8) [0 (67 ) vl . < c5(v'—b)/8(1-0) [E

Demostracion: Para demostrar (4.8) usaremos dualidad, asi que probaremos el estimado

4.9) 16 (57¢) o] < es (V=B )

—s,1—b’ —s,1—b

Este resultado seguird por interpolacién. Para esto necesitamos establecer las siguientes desigualdades

(4.10) 66~ ) oll < esFllix_,,,
y
@.11) 0@ )l <clvlx,,.,

De, las desigualdades de Holder y Sobolev, tenemos

1o @)l

[V ()0 (07%) vl| o e = 10 (67 V(&) Jo 0]l o
0(51/8 HV (t) JI_SUHL2L8/3 S 051/8 HV (t) JI_SUHL2H1/8
68

IA

lollx_, e <8 ol .,

en donde usamos que 1 — b > £. Esto prueba (4.10).
Para probar (4.10) usaremos un argumento similar al utilizado para probar la proposicién 4.2. Puesto que

00 't)v (x,t))/\ =051 %, D,

por la definicién del espacio de Bourgain X ;, es suficiente probar que para a € R
~ 2
@.12) / G52 w0 0] (1 — 0l 2070 < c/ 2 (14 |7 — a)?0" ar.
R R

Puesto que H(59 (6)H , < o0 tenemos que
Lt
—~ 12 2
/’9571 *4 v‘ dTgc/ [0]” dr.
R R
A continuacion estimamos

—~ 2 .
/ ‘9571 % a’ Ir— a2 gr = / |D}beity (1) 0 (5-1t) | dt.
R R
Usando la regla de Leibniz, tenemos

(4.13) HDtl_b (eiatve,;) — emtthl_bG(; <c ||Dt1_b (emtv) ||L2 105-1] oo -

-

El primer factor en el segundo miembro de (4.13) se estima como sigue. Primero notemos que [|05|| ;- <
+00. De esto, la identidad de Plancherel nos da

1/2
(4.14) DL (eitw) ||Lz(/|v W r —a* Y a > .
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Para acotar Hevatl_b@g usamos la desigualdad de Holder para obtener

Iz

le** 0Dy 0s|[ 12 < ™ | ay 12051 2,
con % + % = 1. Entonces elegimos p tal que % — % = 1 — b. Usando
4.15) leato] ., <[], = / B ()2 (1 + |7 — a)?* Y dr.

Como la transformada de Fourier inversa es acotada de L2%/(2¢=1) (R) en L7 (R) tenemos

2q—1

4.16) IDE205]| .0 < (/ )|T\H’59} (&)F‘%ﬁ) o
R
= ([ |15
R

_2q 2q
o dT) < +o0.
Combinando (4.15) y (4.16) tenemos
@.17) et D} =105, < c/ 5(r)° A+ |r—a)* " ar.
R

Asi (4.14) y (4.17) dan (4.12). Los estimados (4.10), (4.11) e interpolacién dan la desigualdad (4.9) y la
proposicion queda probada O

Ahora podemos enunciar el resultado principal de éste articulo.

TEOREMA 4.1. Para cualquier ug € H* (R), s > =3 yb € |$,1], existe T = T (||uo| z.) y una
solucion tnica de (1.1) en el intervalo de tiempo [—T, T satisfaciendo

(4.18) uwe C([-T,T]; H* (R)),

(4.19) uwe Xy €LY, (R: L7 (R)), para 1 <p < oo,
(4.20) axUQ S Xs,b—la

y

(4.21) € Xs—gp-1.

Ademds, dado T' € 10, T, la aplicacion ug — u (t) es suave de H* (R) a C ([-T",T']; H* (R)).
Demostracion: Definimos

Xo = {u€ Xop: July,, <al,

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que o« > 1.Entonces X, es un espacio métrico completo con
norma,

ullx, = llullx,, -

Para ug € H?, s > —%, definimos el operador
3 t t 3
(4.22) D, (u) = 11 (t) e Prug — wlT() / e~ %5 (1) Dpu® (1) dr
0
Probemos que la aplicacion ® define una contraccion sobre X,

Sea = 8(1 b,) Usando las proposiciones (4.1), (4.2), (4.3) y teorema(j’ 1) deducimos

1Pu (Wl x, = [1Pug (Wllx,,

<Jortoe [0

t
5 / e~ =M%y (1) Opu? (1) dr
0

sk Xs,b

< G uollz. +Cllsdun®| ., |

< C1 |Juo| g + C67 ||0pu® (t)||Xsrb/_1

2
< C1 fluoll g + C26” u @),
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Como u € X, con nuestra eleccion de o

[P (W)llx, , < 5 + 1%

Si escogemos § tal que

1
<
~ 2méx {Cy, a2}

entonces,
@4 Wy, < o
Por lo tanto,
Dy, (u) € Xy
Un argumento similar demuestra que para u,v € X,

0 [ty (510, a2 5) =7 )

[0, () — B, (H&b‘
Xs,b

<cplallutoly,, lu-vly,,

<2¢p’allu - vlx,,
< Hu=sly,,.

Por lo tanto, la aplicacion ® es una contraccion de X, en si mismo. Por el teorema de punto fijo de Banach,
existe exactamente un punto fijo u de ®,,, (u) en X,, solucion de la ecuacion para T < p, es decir

- t 3
(4.23) u (t) =1 (¢) 67t62u0 - 1/}17@) / ef(th)amw(; (1) By u? () dr.
0

La regularidad adicional
ue C([0,T]: H® (R))

se prueba como sigue. Usando la ecuacion integral(4.23) y las proposiciones (4.4) y (4.5), para 0 < 7 <
t<1lyt—7 < At resulta que

lJu(t) = (T)] e <

w(®)—u(r)

t(tr)832t 0,
[ (5 o],

e(t*T)azu(t) —u(r 02 <tAt > O

< @224 (£) — u (7) +C(At)8<bbibb’> |02u?||

Hs

+c

IN

~—

+c
HS

Xs b1

s,b/ —1

b—b’
< %u) —u ()| +e(A) T ful}
=o(1)
cuando At — 0, esto da la propiedad de persistencia. O
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