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Resumen

En este articulo construimos una funcién vectorial con un punto fijo dado a priori, a partir de los
puntos fijos de una funcién cuadrética. Nuestro logro es dar un criterio para la asignacion de
valores a los elementos de la matriz asociada a la funcién vectorial, lo cual permitira establecer
la estabilidad del sistema, garantizando que dicho punto fijo sea un atractor.
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Abstract

In this paper we construct a vector function with a fixed point given previously, from the fixed
points of a quadratic function. Our goal is to provide a criterion for the assignment of values to
the elements of the matrix associated to the vector function, which will allow to establish the
stability of the system, ensuring that said fixed point is an attractor.

Keywords: Fixed Point, fixed point attractor, stability, vector function.

1. Introduccioén.

El concepto de “punto fijo” de una funcién escalar o vectorial tiene multiples aplicaciones; tanto
en ciencias basicas como en ciencias aplicadas; dado que el comportamiento de muchos
sistemas radica precisamente en la naturaleza del punto fijo; es decir si son atractores o
repelentes. En este articulo nosotros construimos una funcién vectorial a partir de los puntos
fijos de las funciones cuadraticas dadas por Rubio y Hernandez [1]. Estos puntos fijos de la
funciones cuadraticas; permiten dar a priori un punto fijo; el cual serd un punto fijo atractor de la
funcion vectorial.
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En la secci6on 2 se enuncian algunos resultados establecidos en [1]; los cuales permitiran
construir la funcion vectorial dada en la seccion 3.

En la seccién 4 y 5, se hace el estudio en el conjunto de los nimeros enteros y reales
respectivamente, abordando el caso sobre el nimero de componentes nulas en el punto fijo; y
ademas se enuncian y prueban resultados que nos permitira en la secci6on 6, formular
resultados sobre la estabilidad del sistema.

2. Funcién Cuadréatica.

En esta seccién se enuncian algunos resultados obtenidos por Rubio y Hernandez (2015), en el
cual se dan dos puntos x,, x; € R, x, < x;, como puntos fijos a priori, y se determina la funcién
cuadratica:

f(x) =Ax*+Bx +C (@H)
donde:

A= Ym~Xm
( (Xm—x1)(Xm—x0)
B = Ym (Xo+x1)—Xox1 =25

T (@1—xm)(Xm—%Xo) )
C = XoX1 (Ym—%Xm)
(xm—x1)(Xm—xo)
El punto (x,,, y,») €s dado, de tal manera que (x,, ), (x1,%1) ¥ (Xm, ¥m) SON No colineales.
Usando el teorema (5.1) de [1], con x,,, = xy — €, Vi = X, € = 0.1, se tiene:
a) x, es un punto fijo atractor. 3)

b) x; es un punto fijo repelente.

y = f(x)

Fig. Nro. 1. Punto fijo x, = 1, atractor

Usando el teorema (5.4) de [1], con x,, = x; + &, ¥ = X;, € = 0.1, se tiene:
a) x, es un punto fijo repelente.

b) x; es un punto fijo atractor. 4)
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= f(x)
(o8]
i
V4

Fig. Nro. 2. Punto fijo x;, = 3, atractor

3. Caso n-dimensional

Sea F:R™ - R™ una aplicacién definida por F(x) = (F;(x), F,(x), ..., E,(x)), donde:
Fi(x) = A;(XT=ywijx)? + Bi(Z)oy wijx;) + G, Vi=1,..,n (5)
donde A;, B; y C;, son constantes.
Ahora, considerar x,, = (x5, X5, ...,Xy) € R™, tal que:
fi(x,i,) = x,i, Vi=1,..,n (6)
donde:
fi(y) = Aiy* + Biy+C;, Vi=1,..,n, esdadapor (1).

Teorema 3.1. Sea x, = (x5, xZ,..,x;) € R", tal que fi(x)) =x}, Vi=1,..,n

x, €S un punto fijo de F(x) siy solo si Y7, wi;x, = x,, Vi=1,..,n. )
Prueba
Si x, es un punto fijo de F(x), es decir: F(x,) = x,, entonces:

Ai(Ehy wipxl)? + By(Xywyx)) + € = xb, Vi=1,..,n.
= fi(xh) = Aj(x})? + B (x)) + C;.
Por lo tanto: T wi]-x{,' =x5, Vi=1,..,n
Reciprocamente, si Z}lzlwisz’; =x}, Vi =1,..,n, entonces:
Fi(xp) = Ai(Z?zlwijle;)z + Bi(Z}l:l Wijx;) +C, Vi=1,..,n,
= A() +B(x) +C = fi(x)) =xb, Vi=1,..,n

Por lo tanto: F(x,) = xp.
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Desarrollando (7) se obtiene:

1 2 n _ .1
{Wllxp + lexp + -+ Wlnxp - xp
{ Wp1Xp + WopXh + -+ WopXy = X7

1 2 —
kwnlxp + WnoXp + o+ WXy = X

La matriz asociada al sistema anterior es:

Wi 0 Wig
Wn1 ° Wpp
Ademas, de (7) se obtiene:
n x i
Wii=1_2j=1Wijx_Ii7' xp # 0, (9)
j#i L4

4. Estudio en el conjunto de los nUmeros enteros Z

Es esta seccién proponemos una forma de asignar valores a los elementos de W, de tal
manera que esto permita garantizar la estabilidad del sistema.

4.1. Caso 1. Suponer que x, = (xp, ..., xy) € R" talque x, €Z, x, #0, Vi=1,..,n,y
considerar M = ¥7_|xk|. (10)

Ahora, asignamos valores a los elementos de la matriz W, de acuerdo a la regla:

j
1. Si —x—f > 0, entonces w;; = -1 (1))
Xp M
. xj 1
2. Si —% <0, entonces w;; = —. (12)
Xp M
De (11) y (12):
o
o
—Z?:Lx_?wij < 0.
j=i P
Por lo tanto:
n x{z

Jj#i
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Teorema 4.1. Sean x, = (xp, .., xj) ER", x, €Z, x, #0, Vi=1,..,n. Entonces:
O<Wii<1l Vi=1,...,n. (15)
Prueba.

De (14) se tiene:

0 n % < 7 x{) _yn |x{,|
< Z}'=1‘x_iwij = z:i=1, Wizt = ZJ'=1.|WLJ|W
j=i P j#i L4 j#i L4
J Jj
R n %l
ZI:l‘M|x;,| = Z]':]:’ M < 1
Jj#i j#i
Entonces:
n x{,
0< Zi=1.x_inJ <1,
jzi 7P
n x{,
0 < 1 _ijl'x_iwij < 1.
jzi P
Por lo tanto: O<w; <1, Vi=1,..,n

Teorema 4.2. Sean x, = (x},..,x))) ER" (n=>2), x) €Z, x; #0, Vi=1,..,n Entonces

-1
Wl < 1+ =—. (16)
Prueba
Yhalwi| = Iwgl + Xy |wy]
Jj#i
1 -1
= |wyl +Z?=1'ﬂ = |wyl + nT
Jj#i
Por teorema (4.1): Yholwyl <1+ Linky
Por lo tanto: Wl <1+ "7_1

Corolario 4.1. Con las hipétesis del teorema (4.2), se tiene:
Wle <2 - = (17)
Prueba
Por teorema (4.2): ||[Wlle <1+ %1 . Ahora, como x, € Z, x), # 0, Vi=1,..,n, entonces:
|xi|>1, vi=1,..,n,

™ilx| =n, entonces: <

|-
2 1e

Luego: Wi <1+ 22<14 22t=2-21
M n n
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4.2. Caso 2. Suponer que x, = (x,, .., X;) € R", tal que x;', €Z Vi=1,..,n,yexiste un Unico

o _
X, =

Para asignar valores a los elementos de la matriz W, seguir los pasos:

1. Si x} # 0, usar (11) 6 (12).
2. Para xli,0 = 0, considerar:

Z;’l:l, Wl'o ]XIJJ =0, (18)

J#io

De (18) despejar una variable en funcién de las otras. Sin pérdida de generalidad, suponer
que podemos despejar w; , :

Jj

_ n-1 *»
Wign = = Zj=1,Wiyj n (19)

j#io P

Teorema 4.3. Sea x, = (xp, ..., x;) € R", talque x, € Z, Vi =1,...,n, Yy existe un Gnico x;," =0.
Entonces:

IWign| < 1 (20)
Prueba
n-1 XZJ;
De (19): Wipn = = Zj=1,Wiyj n»
j#ip L4
j Jj
. _ -1 X -1 |x |
Entonces: |Wign| = ‘— J=1.Wig j il < X1 g
j#io p j#io P
j
X
< ;‘;i% < 1.
J#ip
Por lo tanto: [Wign| < 1.

Luego, la matriz W tendra la forma:
W11 et Wq ig = Win
W= ( ST )
Wni " Wnig o Wnn
donde los elementos wy ;,, ¥k =1,..,n, son libres.

Teorema 4.4. Sea x, = (xp, ..., xy) € R", tal que x, € Z, Vi =1,...,n, Yy existe un Gnico xé" =0.
Entonces:

7=1|Wij| <1+ n7_2+ |W”0|, Vi=1,...,n. (21)
Prueba

Caso 1. x), #0, Vi# i,. Entonces:

Z?=1|Wij| = |wyl + lwig | + 4wyl + Wy |+ o+ win | + |Wi i0| , lp #F N

n-2 términos
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= |wyl +n7_2+ |wi s, |
<1 +n7_2+ |wi | . por (15).
Luego: Tolwyl < 1+ "7_2 + |wig, |-
Caso 2. xzi,0 = 0. Entonces:

1}?=1|Wi0]'| = |Wi0i0| + |Wi0 1| +oet |Wi0 i0—1| + |Wio io+1| +oet |Wio n—1| + |Wio 71|

n-2 términos
n-2
= |Wi0i0|+ M + |Wi0n|

<1 +"7_2+ |wi, 15| » POT (20).
Luego: Z"]"l=1|wi0j| <1 +n7_2+ |Wi0 i0|'
De casos (1) y (2) se tiene:
27:1|Wij| <1+ n7_2 + |Wii0| B Vi= 1,...,1’1.

Teorema 4.5. Sea x, = (x},...,x}) € R" (= 3), tal que x}, € Z, Vi =1,...,n, y existe un Gnico
x;" = 0. Entonces:

LWl < 1+22+ max{lw;;,|/ i = 1,..,m}. (22)
2. [Wllo < 2 —ﬁ+ max{|w |/ i =1,..,n}. (23)
3.Si|w;;,| =0, Vi=1,..,n, entonces: |W|l, <2— ﬁ (24)
Prueba

1. Como |W”0| < méx{|w,”-0|/ k=1,..,n} ,vVi=1,..,n
Usando (21), se tiene:
Z}l=1|wl-j| <1 +n7_2 + |Wl-l-0| <1 +n7_2+méx{|wkio|/ k=1,..,n}
Por lo tanto:
W]l <1 +n7_2+méx{|wkio|/ k=1,..,n}
2. Como x,° = 0, entonces al considerar: |x}| > 1, se tiene:

<L Luego en (22):

M =¥ |x)| = n—1, entonces - —

n-2 , .
"W"oo <1 +E+m3x{|wi i0|/ i=1, ...,n}

1 , .
=1 _E+max{|wiio|/ i=1,..,n}
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3. Reemplazando |w;; | = 0 en (23), se obtiene:
1
Wl <2—=—.
Sea N, el nimero de ceros de x, = (xp,...,x}) ER"(n>3),x, €Z, Vi=1,..,n,tal que
Para asignar valores a los elementos de la matriz W, seguir la regla
1. Six, #0,usar(11) 6 (12).
2. Si x5, =0,Vi€({l,.., Ny} considerar:
Yt wy %) =0, Vk€{1,...,No}. (25)
J#ik
De (25) despejar una variable en funcion de las otras. Sin pérdida de generalidad suponer que
w;, n # 0,Vk € {1, ..., Ny}, por tanto:
n-1 x{,
Wign = = Zj=1,Wig jn (26)
j#ik *®
Teorema 4.6. Sea N, el nimero de ceros de x, = (x, ..., X)) € R*(n = 3), x}, € Z,
Vi=1,..,n,talque 1 <N, <n-— 2. Entonces:

Wi n| <1, Vk€{1,..,No}
Prueba

(27)
D 26): < n- 1 | | < yn-1 |x;’| 1
e (26): |W1kn| Z 1) glM_Z]_':,l‘7<
J#ik JFlE
Observar que la matriz W tendra nN, elementos libres
Teorema 4.7. Sea N, el nimero de ceros de x,, = (x},..,x») ER"(n>3),x, €Z Vi=1
0 14 14 14 p
tal que 1 < N, < n — 2. Entonces:
n-— NO 1 .
nwyl < 1+ TR wyg, |, Vi=1,.n (28)
Prueba

Caso 1. x} # 0,V i & {iy, ..., iy, }. Entonces:

N
Zjmalwyl = Wil + o+ X2y Wi |
n—No—1 términos términos
asignados libres

n—No—1 N
|Wu| +— — + Z gllwiikl

<1+"NO !

N,
+ X2y Iwig |, por (15).
Por lo tanto:

n—No—1
Z} 1|W11|<1+ o

+ XN Wil Vi=1,.m
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Caso 2. x}, =0, Vi€ {iy, ..., iy, }. Entonces:

N
n=1 |W”| = |Win| o Zkil |Wi ikl
n—Ng—1 términos erminos
asignados libres
No—1 .
Por tanto: oy lwyl < 1 +n O Wiy ], Vi=1,.n

De casos (1) y (2) se sigue el teorema.

Teorema 4.8. Sea N, el nimero de ceros de x, = (x},..,x}) ER"n>3,x, €Z Vi=1,..

tal que 1 < N, < n — 2. Entonces:

No—1 , N, .
1L W]l < 1+n 0 +max{2kil|wiik| /i=1,..,n}.

2. IW]le < 2 —n_—NO+ max{¥pl, lwii | / i=1,..,n).

3. Si|w|=0 Vi=1,..n, k€{l,..,Ny}, entonces:
W1l <

n—Ng’
4. Si Ny=n—-2, |w;,|=0, vi=1,..,n, k €{l,..,No}, entonces:

IWiley < 1+
M
Prueba
1. Como ¥,.°,|w;;, | < max{Tp,|wiq | /i =1,..,n}, de (28) se tiene:
Wi, < 1422 +max{2k 1|Wl lk| Ji=1,.
2.Como x}, =0, Vi€ {iy, ..., iy,}, al considerar |x]| > 1, se tiene:
M =3"_|x]| = n — Ny, y reemplazando en (29), se obtiene:

nNol

Wl <1+——— +max{2k 1|wl lk| Ji=1,.

1 (oN .
W]l < 2 —n_—NO+max{Zk21|Wi ik| /i=1..,n

3. Si |wiy,|=0 vi=1,..,n, ke{l,.., N}, de (30) se obtiene:
Wil < 2 = ==
4. Si Ny=n-2, |w;, | =0, Vi=1,..,n, k €{1,..,No}, de (29):
Wil < 142202 +méx{zﬁgl|wi Wl /i=1m

Luego: Wle <1+ %

5. Estudio en R

Inl

(29)
(30)

(31)

(32)

En esta seccion hacemos el estudio en el conjunto de los himeros Reales R, asumiendo que
= (x},, ...,x{}) € R™, es un punto fijo de la aplicacion F: R™ —» R™ dada por (5) y (6). Ademas,

sea M = Yp_,|xk|.
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5.1. Caso 1. Suponer que x; #0, Vi=1,..,n.

La asignacion de valores a los elementos de la matriz W, se hara teniendo en cuenta (11) 6
(12).

Teorema5.1. Si |x}| = 1, Vi = 1,..,n, entonces:
0< W;i < 1, Vi = 1, e, N (33)

Prueba

j
Por (13), (14) e hipotesis: Y7-;, wiji—’i’ > 0, entonces:
ji L4

n |l
< Zj=1,Wij7 < 1.
J#i

[
Fepla

&

n x n
0< Xj=1,Wij 7 < Xj=1,Wij
Jj#i

o~

j#i
o
Por lo tanto: 0<1-Ylw; =<1
ji *»
0< Wi < 1, Vi= 1,...,Tl.
Teorema5.2. Si |x}| = 1, Vi = 1,..,n, entonces:
-1
Wl < 1+~ (34)

Prueba

Z;}=1|Wij| = |wyl + Z?:l,'wij|
J#i

= lwyl +55 < 1472
malwl <1422, vi=1,.,n,
Corolario 5.1. Si |x}| = 1, Vi = 1,...,n, entonces:
Wil <2 —=. (35)
Prueba
Por (34): [[Wlle <1+ %1 . Ademas, como |x}| =1, Vi =1,...,n, entonces:
M =¥, |xt| = n. Por lo tanto: [|W]||s, < 2 —%.
5.2. Caso 2. Sea |x}| = 1, excepto un Gnico x,° = 0.

Para asignar valores a los elementos de la matriz W, seguir los pasos:

1. Si x} # 0, usar (11) 6 (12).

2. Six, =0, considerar:

Z?zl, WL'0 j xz]; 0 (36)

j#io
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De (36) despejar una variable en funcion de las otras. Sin pérdida de generalidad suponer que
w;,» # 0, luego:

1 x{;

_ n-—

Wion = j=1, Wloj_n
j#io >

Teorema 5.3. Sea |x,| > 1, excepto un Gnico x,> = 0. Entonces

|Wi0 TL| < 1.
Prueba

j
De (37): |Wlon| <y 1 lllew < ’];}% < 1. Portanto: |w; ,| <1
]#lo j#lo

Teorema 5.4. Sea |x}| > 1, excepto un Gnico x,° = 0. Entonces

Torlwjl <1 +—+ |W”0| vi=1,..,n
Prueba
Caso 1. |x}| = 1, Vi # i,. Entonces:
Yi=1lwiil = lwyl + lwig| + -+ lwi | + |Wuo|
n-2
= |wy| + 22 + lwii | < 1+== 2 4 |wiz, |, por (33).
Por lo tanto: Y7 |WU|<1+ +|w“0| Vi=1,..,n.

Caso 2. x,‘}’ = 0. Entonces:

o1 Wigjl = [Wigiy| + Wiga| + -+ + [Wignoa| + [Wign]

n-2

|Wl010| +

2 4 |W10n| <1+22 4 |W1010|
De casos (1) y (2) se sigue el teorema.

Teorema 5.5. Sea |x}| = 1, excepto un tnico x,” = 0. Entonces:

AWl < 1+22 4 méx{|w|/ 0= 1,..,m}
1 . :

W < 2 —E+max{|wii0|/ i=1,..,n}

3. Si |Wii0|=01 Vl_l,

.,n, entonces: ||[W|le, < 2 —ﬁ.
Prueba

La prueba es analoga a la del teorema (4.5)

(40)
(41)

(42)

(37)

(38)

(39)
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Como en el caso entero, sea N, el nimero de ceros de x,

= (x},..,x}) € R"(n = 3), tal que

Para asignar valores a los elementos de la matriz W, seguir la regla

1. Six, #0,usar (11) 6 (12).
2. Sixh=0Vi€{y, .. iy} considerar'

n
Z =1, Wiy j X p
J#ik

=0, Vk€{l,..,Ny}. (43)

De (43) despejar una variable en funcion de las otras. Sin pérdida de generalidad suponer que
wi, n # 0,Vk € {1, ..., No}, por tanto:

j
X.
Wign = 7]1 11 Wi j _fl (44)
j#ik ®
Teorema5.6. Si |x}| = 1,i ¢ {1, ..., Ny}, entonces:
| Wi n| <1, VK €{1,..,No}. (45)
Prueba
IX |
De (44): |wi, n| < 2720 wlk,| n|M < ¥ <1
]il ]¢lk
Teorema5.7. Si |x}| = 1, Vi & {1, ..., Np}, entonces:
—No—1 N .
g lwyl < 1+2=+ 50wy |, Vi=1,.,n (46)
Prueba
La prueba es andloga a la del teorema (4.7)
Teorema5.8.Si |x}| =1, Vi € {1,.., Ny}, n > 3, entonces:
—Np—-1 , .
1. W], <1424 max{ZI,gngi ik| /i=1,..,n} 47
2. Wi, <2- n_—NO+ max(Lp,|wig | / i=1,..,n} (48)
3. Si|w|=0 Vvi=1,..,n, k€{l, .. N} 1<N,<n-—2,entonces:
(1741P — (49)
4. Si Ng=n-2, |w;;| =0, Vi=1,..,n, k € {1,.., Ny}, entonces:
Wil <1+ (50)
Prueba

La prueba es anédloga a la del teorema (4.8)
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Las graficas siguientes nos muestran las regiones en 2-dimensiones, de las regiones
determinadas en este trabajo.

Fig. Nro. 3. Regiones cuando |x}| > 1, Vi=1,..,n.

Fig. Nro. 4. Regiones cuando existen componentes nulas.

6. Estabilidad.

En esta seccion se estudia la estabilidad del punto fijo x,, . La aplicacién F:R™ — R™ dada por
(5) esta definida por:

Fi(x) = AiEjoawipx)? + Bi(Ejoa wijx) + G, Vi=1,..,m,
La cual es diferenciable de clase C”(R™). Ademas:
JF; =24 n j B P
E(x) - i[ZJ'=1 Wij X ]Wik +Biwy,, Vi,k=1,..,n
OF; . ]
E(x) = [ZAL'(Z;LI Wij x’) + Bilwy,, Vik=1,..,n.
Por lo tanto, la matriz Jacobiana de F en x,, es:

]F(xp) = ((ZAL'(Z?=1 Wij szJ) + Bi)Wik)nxn (51)
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Teorema 6.1. Sea x, = (x;, ...,x{}) € R", tal que x, es un punto fijo de F, y ademas x;', son
puntos fijos atractores dados por (3) 6 (4). Entonces:

EG), < IWlle- (52)
Prueba

De (51) se tiene:

;%(xp)| = ﬁ=1|(2Ai(Z7:1 Wi xé) + B)wi|

n
k=1

OF;

k=1 a(xp)| = ﬁ=1|(2Ai(Z7:1 Wij xé) + BL‘)HWL‘k|

< Lie=1lWire| < IW]|oo.

Por tanto: WFGE|, < IWlle.

Teorema6.2. Seax, = (x},..,x}) ER"(n=3), x, €Z, x} #0, Vi=1,..,n, F(x,) =x,y
ademas x{, son puntos fijos atractores dados por (3) 6 (4). Entonces:

P, <1+ <2-- (53)
Prueba
Por (16), (17) y (52), se tiene:
e, <IWlle <1+2=2<2-—.

Teorema 6.3. Sea x, = (xp,..,xy) ER"(n = 3), x, €Z, x) #0, Vi =1,..,n, excepto en un
Gnico x;" =0, F(xp) = x,, y ademas x{, sean puntos fijos atractores dados por (3) y (4).
Entonces:

”]F(xp)”oo <1 +nM;2+méx{|wl- W/ i=1,..,n} (54)
<2 _ﬁ+méx{|wii0|/ i=1,..,n}
Prueba

El resultado se sigue de (22), (23) y (52).

Teorema 6.4. Sea x, = (x3,...,x))) € R*(n = 3),x, €Z, Vi=1,..,n, N, el nimero de ceros de
Xp, 1S Ng<n-—2, F(xp) = Xp, x;', puntos fijos atractores dados por (3) 6 (4). Entonces:

n—Np—1
M

Fe, <1+ +max{Ee Wiy | / i=1,..,n} (55)
<2 mar(E e | / =1

Prueba

El resultado se sigue de (22), (23) y (52).
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Teorema 6.5. Seax, = (x},..,x}) ER"(n=3),x, €R, x, #0, Vi=1,..,n, F(x,) =x,,yx}
puntos fijos atractores dados por (3) 6 (4). Si |x{,| >1,vi=1,..,n, entonces:

FE), <1+%= (56)
Prueba
De (52) y (39) se sigue el resultado.

Teorema 6.6. Sea x, = (x},..,x}) ER"(n>=3), x, €R, Vi=1,..,n, F(x,) =x,, y x} puntos
fijos atractores dados por (3) 6 (4), N, el numero de ceros de x,, 1 <N, <n—2. Si |x;',| >
1,vi¢{l,.., Ny}, entonces:

n—Np-—1
M

VFG| <1+ +max{Tpywig| / i=1,..,n} (57)

<2 —n_—lNo +max(Iye, |wii | /i =1,..,m}.
Prueba
De (52), (47) y (48), se sigue el resultado.
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