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Resumen

En este articulo se hace un estudio analitico sobre la existencia global y local de la solucion de un problema
de difusion - reaccion. Se demuestra que si la solucion existe localmente entonces ésta llega a explotar en
tiempo finito. Este resultado se extiende al caso en que la solucion exista globalmente. Se llega a concluir
que el tiempo mdximo de existencia de la solucion depende del dominio, del término que representa la reac-
cion en la ecuacion y de una funcion prueba definida en este trabajo. Asi mismo se plantea la posibilidad
de extender la existencia local a global usando el concepto de solucion propia.

Palabras clave. problema de difusién - reaccion, existencia global, existencia local, solucién explosiva, tiempo de
exposion.

Abstract
This article presents an analytical study on the local and global existence of the solution of diffusion -
reaction problem. We show that if the solution exists locally then, it blows up in finite time. This result
covers the case that the solution exists globally. We concluded that the maximum time of existence of the
solution depends on the domain, the term representing the reaction in the equation and a test function
defined in this job. Likewise we propose the possibility of extending the local existence to the global one
using the proper solution framework.
Keywords. diffusion - reaction problem, global existence, local existence, blow up solution, blow up time

1. Introduccién. Muchos problemas fisicos son modelados analizando el balance de dos fendmenos:
la difusion y la reaccion. Segun [47], puede entenderse al primero como la dispersion de las especies (sus-
tancias) involucradas en el proceso a lo largo del dominio fisico del problema (movimiento local), y el
segundo, como el proceso de interaccién mediante el cual se generan o se consumen las especies involucra-
das (crecimiento, cambios de estado, etc).

Las ecuaciones de difusiéon - reacciébn son modelos matemdticos que explican cémo la
concentracion de una o mas especies distribuidas en un espacio (dominio fisico) se transforman bajo la
influencia de dos procesos: reacciones quimicas locales y difusion. Estos tipos de ecuaciones cubren una
amplia variedad de modelos fisicos en muchos campos de la ciencia, como por ejemplo, procesos bioldgi-
cos de aparicién de manchas en la piel de ciertos animales [30,47], ondas viajantes [23, 30, 46], dindmica
de poblaciones y reacciones quimicas [30], entre otros.

En general, una ecuacién de difusién - reaccién es una ecuacién en derivadas parciales de segundo
orden de la forma:

ou

v S 1) = div(k(@). Vi 0) + J st u(e. 1), Vu(e, 1),
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donde z € ©Q C R™ Q es un conjunto abierto y ¢t € [0,400). u : £ X ]Rar — R es la funcién
incégnita. k 'y f son funciones debidamente definidas segtin el problema en particular que se estudie.
Asociados a la ecuacion (1) puede considerarse tanto condiciones iniciales como condiciones de fron-
tera, del tipo Dirichlet, Neumman, Robin o mixtas.
En este trabajo se considera el problema particular:

au(;;’t) — Au(z,t) = f(z, t,u(x,t), (x,t) € Qx(0,400),
2 u(z,0) = ug(x), xEQ,
u(z,t) =0, (,t) € 9Q x (0, 4+00),

donde ©2 C R™, ) es conjunto abierto y acotado con frontera suave, f es continua en (x, t) y localmente
Lipschitz en u. ug € L () y es ademds no negativa en ).

Se dice que una solucién u(z,t) de (2) existe localmente cuando u estd definida en ¢ € [0,T), para
T < 4o00.SiT = +o00, entonces se dird que la solucién existe de forma global.

Actualmente existe una amplia bibliografia respecto a la existencia local y global de
soluciones de (2) cuando f(x,t,u) = g(x,t), f =0, f(z,t,u) = wP 6 f(x,t,u) = e*, ver por ejem-
plo[1,2,8,9,11,12,14,26,27,30,33,36,37,40,45,46,49].

En [1,2] Arrieta y Rodriguez estudiaron el problema:

3u(8:;, 2 = Au(z,t) + f(z,u(z,t), (z,u(x,t)) € QxRI,t>0,
3 u(x,O) = UO(-’L'), X € Qv
3 u(z,t) =0, xe€Il'p,t>0,

) — o, ute.0), XETx,t >0,

donde I' = 02 = I'p U 'y es una particién disjunta de la frontera de €2, f y g son funciones suaves.
Los subindices D y N en I' indican la parte de la frontera con condiciones del tipo Dirichlet y Neumman,
respectivamente. ug € L>®(§2),ug(x) > 0 para z € 2. Bajo ciertas hipétesis adicionales sobre f y g se
lleg6 a establecer que la solucién de (3) estd definida globalmente sobre una vecindad de 2, y que ademas,
es acotada. Esto es, existen d, M > 0 tales que:

sup u(x,t,up) < M.
0<t<o0, z€B(x0,0)NQ

Aqui se introdujo un concepto nuevo de solucién débil, denominada solucién propia minimal (estu-
diado por Viquez y Galaktionov en [19,20,43,48]), que bien puede ser una solucién clasica bajo algunas
consideraciones.

En [40] se generaliza este resultado cuando I'y = () y f localmente Lipschitz en x, con f — —oo
cuando ©u — —+oo. Se demuestra la existencia global de la solucién y que ademds existe una funcién
continua no negativa M (z, t) tal que:

0 <wu(z,t) < M(x,t).

Chen y Derrick en [9] estudiaron el problema en su forma vectorial:

%:Au(%t)-i-f(u(x’t)), XeQ,t>0
4 ul(,0) = 6(), e
u(l’,t):()’ XE@Q,t>07

donde 2 C R™, es un dominio acotado con frontera 92 suave y las funciones u = (u1, Uz, ..., Um) y
f=(f1, f2, -, fm) son vectoriales con m > 1.

Enfocando el problema desde la Teoria de Semigrupos y apoyandose en la solucioén positiva del pro-
blema:

AD + f(®) =0,
(I)|8Q = 07
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y considerando ¢ € C*(Q,R™), para o € (0,1) y f una funcién localmente Lipschitz con f(0) = 0
y satisfaciendo algunas condiciones de desigualdad, se determiné que la solucién existe globalmente con
decaimiento exponencial, esto es:

u(z,t) = 0, t — +oo ,Vz € Q.

A un resultado similar llegaron Mounmeni y Derradji en [37] en el caso m = 2. Los resultados en [9]
son los mismos a los que se lleg6 en [8] para los casos g(u) = 1y h(u,Vu) = 0. Cuando en (4),
f(u) = |u|*u, para o > 0 se determiné que la solucién existe de forma global para algunos valores de
a = a(n) y funciones ¢ € Co(2) N LP(Q), para ciertos p > 1 (ver [10, 11,49]).

Un trabajo muy interesante, fue el de Meneses y Quass ( [35,36]) quienes estudiaron el problema de la
forma:

) w = F(Au(z,t),2) + uP(z,t) (@,1),€ Q x (0, +00)
u(z,0) = up(z), x €.

donde u: 2% (0,400) — R, F:S5,xQ — Ry f:R— R.S, denota al conjunto de matrices reales
nxnysimétricasy I' = Q x (0, +00). Aqui se introduce el concepto de solucién viscosa. Haciendo uso de
la teoria de semigrupos, del principio de comparacion y bajo ciertos supuestos sobre F'y ug se determind
que existe un exponente p = p(F’), denominado exponente critico, tal que u(x,t) estd definida para todo
t>0.

Como se ha visto lineas atrds, la existencia de soluciones de (2) estd, generalmente, garantizada sélo
para tiempos ‘pequefios’. Mds aun, existe la posibilidad que a partir de condiciones iniciales regulares, las
soluciones desarrollen ciertas singularidades en un tiempo finito.

Una forma muy conocida de aparicién de singularidades se da cuando existe un tiempo 7Ty < o0 tal
que la soluci6n de (2), esté definida para t € [0,7}) y que lim, T |u(z,t)| = 400, es decir, la solucién u
explote. A este valor 7} se le denomina, justamente, tiempo de explosion.

Como escribe [39], por muchos afos, algunos autores consideraron para este tipo de
problemas que las soluciones explosivas eran ejemplos de patologia, ttiles para establecer solamente las
condiciones necesarias para la obtencién de soluciones globales, sin embargo estas soluciones obtuvieron
un significado més fisico cuya aplicabilidad sigue aumentando atin en estos tiempos (ver [23,30,46,47]).

Hoy en dia existen muchos trabajos que tratan sobre a la existencia de soluciones explosivas en proble-
mas de difusién - reaccién [2,3,5,6,8—-10,12,13,15,16,18-20,25,27-30,35,36,41-44,48,49]. Algunos de es-
tos trabajos discuten la posibilidad de
extender las soluciones definidas localmente en [0,7) a [0,400) y que exponen ademads
resultados correspondientes los denominados exponentes de fujita los cuales permiten dar una respuesta
apriori sobre la presencia de soluciones explosivas para determinadas ecuaciones de la forma (4) conm = 1
6 F(Au(z,t),x) = Au(z,t) en (5). Los estudios en este campo estdn
destinados a controlar de forma condicionada el fenémeno de explosion, analizar la tasa de
explosidn de las soluciones y la regularidad de las mismas.

Los estudios sobre la explosion de la solucién w en tiempo finito Tj) > 0 estan clasificados en casos, és-
tos dependen de la forma en particular que tiene f. Cuando f(u) = wP, p > 1, los
trabajos de [15] y [19] establecen que u explota si 1 < p < 1 4 2/n para una clase de funciones ug € L.

Ishige [28] retine varios resultados respecto a la explosion de las soluciones de (4) param = 1 se obtuvo
que conforme ¢ — To la solucién wu(x,t) toma un comportamiento similar a

. 1
(p—1)" 71T, "',

Por otro lado, en [8] se determiné que si ¢(z) € Cé +A (€2) 1a solucién de un problema similar a (4)
explota en un tiempo T dado por:

1
TO < 7(/ \/a(bdl')_Qa
aca  Jo
donde o y @ son tomados como en [9] y ¢ es una constante a determinar.

Similarmente, en [44] se desarrollan cotas superiores para la solucién de (5) con F(Au,x) = Auy se
hallaron algunas estimaciones para el tiempo de explosion 1.

En [2, 3, 8, 13] estudian problemas como (3) y (4). Se establecieron resultados
complementarios sobre existencia global de soluciones y explosién de las mismas. En [1,2], si f(u) es
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acotada superiormente por una clase de funciones fu?, § > 0,1 < p < 2r — 1, parar > 1, enton-
ces la solucion explota en tiempo finito, si por el contrario 1 < 2r — 1 < p, entonces la solucién u existe
globalmente y es acotada. A un criterio similar se llega en [9], s6lo que en este caso se trabajé para sistemas.

En consecuencia y por todo lo mencionado anteriormente, surgen preguntas al tratar problemas de la
forma (2), (3), (4) 6 (5): ¢(la solucién serd global y acotada?, si no es global, ;habra explosién? y si la solu-
cion explota, ;cuidndo lo hace?. En este articulo se pretende dar respuestas a estas
preguntas. Para los resultados de existencia y unicidad se soluciones se empleard la Teoria de Semigru-
pos, y algunos elementos del andlisis funcional y real. Los conjuntos bases en los que se trabajé serdn los
espacios Ck, P, H&.

1.1. Solucién propia minimal de un problema de difusion - reaccion.
El concepto de solucién propia minimal fue introducido por Baras y Cohen [6] y fue
desarrollado por Galaktionov y Vazquez [19, 20] para el caso de problemas de difusién -

reaccion con condiciones de frontera tipo Dirichlet.

Para formalizar el concepto de solucién propia considerar el siguiente problema de valor inicial:

©) W = Au(z,t) + f(u(z,1)), x€QteRT
u($70) = UO('T)’ x €,

donde f es una funcién de Lipschitz global en RT.

Sea X un espacio de Banach, por ejemplo X = L?(Q2), y B C X, el cual puede se puede tomar de tal
forma que la ecuaci6n de (6) genere un semigrupo {7'(¢) };>0 en B. Segin [20] es posible tomar B =L (R")
N L (R™).

Considerar ahora una familia de operadores ‘“‘aproximacién” lineales y acotados
{P, : X — B C X},en tal que:

(p1) La familia P, es ordenada, esto es, para cada v € Xy n > m se tiene que P,u > P,,u.

(p2) P, esuniformemente continua para todo n € N.
(p3) P,u — uen X cuando n — oo.

Definicion 1. Sean (X, ||.|| x ) un espacio de Banach, {G(t) }+>0 un semigrupo sobre X, u € Xyt > 0.
Se define T'(t) en la forma:

T(t)u = lim G(t)Pyu

como la extension de G(t).

Teorema 1. Sea T'(t) la extension de G(t). Entonces {T(t)}1>0 es un semigrupo en X. El limite es
independiente de la sucesion aproximante { Py, }nen que satisface (p1), (p2) y (p3).

Para la demostracién de este resultado se necesita conocimientos avanzados de la Teoria de Semigru-
pos, la cual se puede consultar en [20].

Definicién 2. A {T'(t)};>0 se le denomina semigrupo limite de {G(t) }1>0.
Definicion 3. Para cada ug € X la funcién u : Q x [0, +00) — RY definida por:
u(at) = Tt )

es denominada solucion propia del problema (6).
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1.1.1. Construccion de la solucion propia minimal de un problema de difusion - reaccién [1].
Considerar el problema:

% ~ Au(z,t) = folz,tu(z, b)), x,€Qt>0,
7) w(z,0) = up(), e
u(z,t) =0, X €L 0.

La idea de la construccién de la soluciéon propia minimal para el problema (2) es la
aproximacion inferior de la funcién no lineal f por una sucesién monétoma { f,, } tal que la solucién u,, (z, t)
del problema aproximante (7) esté definida globalmente en el tiempo.

Por las propiedades de la monotonia se tiene que, para cada punto (z, ¢) la sucesion {u, (x,t)} en es
mondtona creciente. Asi estos elementos convergen a u(z,t) € [0,4o00] (observar que no se
excluye el hecho que u podria ser 4o00). Esta funcién es, justamente, la solucion propia del
problema.

Para la ecuaciéon (7) se construyen las soluciones propias minimales como sigue: sea
fn(z,u) = min{f(x,t,u(z,t)),n}. Observar que si f es localmente Lipschitz en v y uniformemente
en z, esto es, para cada R > 0 existe un L(R) > 0 tal que:

(2, u) = f(z,0)] < L(R)|u - v, Jul, [v] < R, z € Q.

Esta condicién y el hecho que la funcién f;, es acotadas por encima de n implica que las soluciones de (7)
estdn definidas para todo ¢ > 0.

Ahora, observar también que por la monotonia de f,, f, < fa.y1 se tiene que:
0 < up(w,t) < upta(w,t) y por lo tanto un(z,t) / u(z,t) cuando n — co. Mds atin, si u(w,t) < oo
para cada (z,t) € Q x [0, 7] entonces ésta coincide con la solucién clédsica para ¢ € [0, 7).

Puesto que las aproximaciones ., (x, t) son soluciones clésicas y estdn definidas para todo t > 0, es
posible aplicar el principio de comparacidn para estas aproximaciones que serd el mismo para sus limites, las
soluciones  propias  minimales. = En  particular si 0 < Ug < Vo
entones: u(x,t,ug) < w(w,t,v9) para todo t > 0 (donde w(x,t,ug) y v(z,t,v9) son las
soluciones de las ecuacién (2) con condiciones iniciales ug y v, respectivamente), entendiéndose que si
u(z, t,up) = 400 en algin punto (z,t) entonces se tendrd que u(x,t,vg) = +00.

En resumen, la solucién propia minimal es la extensién, en caso de presentarse explosion, de la solu-
cion cléasica después del tiempo de explosion.

Por ejemplo, sea el problema:

du(t)
®) . F(u®))
u(0) = ug > 0,

donde f es positiva, creciente y regular. En particular, cuando f(u) = uP,p > 1, esta ecuacién tiene como
unica solucién a:

ult) = Cp(T — )77,

donde T = u) P(p— 1)y C, = (p— 1)_ﬁ. Es posible, entonces por lo descrito anteriormente,
extender la solucién cldsica u(t) obtenida, a @ = @(¢) definida como:

a(t) = Co(T—t) 771, te0,T)
| 400, t e [T, +o0).

De hecho se demuestra que %(t) es solucién de (8), para la prueba de esto y un estudio mds detallado
se puede consultar [43].
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2. Material y Métodos.
2.1. Objeto de estudio.

Seau : Q2 x[0,7] — R una funcién dos veces diferenciable sobre (2 y una vez diferenciable en (0, T')
tal que:

au(;; 1) — Au(z,t) = f(z, t,u(z,t), (x,t) € Qx(0,400),
©)] u(z,0) = up(x), x€Q,
u(z,t) =0, (z,t) € 90 x (0, 400),

donde: 2 C R™, Q es conjunto abierto y acotado con frontera suave, f es una funcién continua en (z,t) y
globalmente Lipschitz en u, esto es, existe una constante L > 0 tal que:

|f(x, t,u(z,t)) — f(z,t,v(z, )] < Llu(z, t) —v(x,t)|, Ve € Q,t > 0.

ug € L°°(£2) y ademds es no negativa en €. En los trabajos de [35,36] se considerd que ug es uniforme-
mente continua y acotada.

Es necesario recalcar que se ha resuelto el problema (9) usando como hipétesis basicas que:
1. lasolucién u(z,t) no presenta explosion en la variable espacial x y,
2. de presentarse explosion en la variable temporal ¢, éste lo harfa para T" > 0, es decir, no hay ex-
plosion en la condicién inicial.

2.2. Instrumentacion.

Sea el multi indice @ = (o, aa, ..., o), cOn ¢ enteros no negativos y |a| = E «;. Se denota la
. i=1
derivada de orden v como:
olel

D =
- a a Qp, )
0x{* 05> .0z

entonces:
Definicion 4. Sea €2 un subconjunto abierto y acotado de R™ con n. > 1. Se definen los espacios:
(a) UCB(Q) como el conjunto de funciones u : 8 — R que son uniformemente continuas y acota-
das sobre ).
(b) C(2) como el conjunto de funciones u : Q — R que son continuas.
(¢) C*(Q) como el conjunto de funciones u : Q — R tales que D®u es continua sobre <) para todo
la] < k.
(d) C=(2) como el conjunto de funciones u : Q0 — R que son infinitamente diferenciables sobre )
y continuas sobre §).
(e) C§°(92) como el conjunto de funciones u : 8 — R que son infinitamente diferenciables sobre €,
son continuas sobre Q) y tienen soporte compacto.
Los espacios UCB(R2), C(2), C>=(2) y C§°(Q2) son espacios de Banach con norma:

||ul[oc = sup |u(z)]
zeQ

El espacio C*(Q) es un espacio de Banach con norma:

[lullk = Sup\u |—|—Zs

e = 17‘€Q

Definicion 5. Sea ) un subconjunto abierto y no vacio de R™ con n > 1. Se definen:

(a) Elespacio LP () es el conjunto de clases de equivalencia de funciones de valor real (o complejo)
medibles u : @ — R tal que [, |u(z)|Pdz < co.
LP(Q) es un espacio de Banach con la norma

1
l[ul|zr ) = </ |u(x)|pdx> , 1<p<
Q



88 Becerra.- Selecciones Matem[Pleaseinsert\PrerenderUnicode { Aa}intopreamble]ticas. 04(01): 82-101 (2017)

(b) Elespacio L (Q) es el conjunto de clases de equivalencia de funciones de valor real (o complejo)
medibles u : Q@ — R tal que existe M > 0 tal que |u(x)| < M c.t.p.
L>°(Q) es un espacio de Banach con la norma

[[ul| oo () = Mf{M > 0: Ju(x)] < M ct.p. en Q}.
(¢) Parap € [1,00] y k € N se definen los espacios de Sobolev como:
WEP(Q) = {u e LP(Q) /D% € LP(Q), ¥ |o| < k}

WFP(Q) es un espacio de Banach con la norma:

1
1 llwra) = (Y 1D fl700))7 1<p<oo
|| <k

SN

[ fllweee ) = |m\% 1D fl Lo ()

Si p = 2, entonces el espacio W* () es un espacio de Hilbert y serd denotado por H* ().
(d) HE = H*QUC(Q).

En base a los espacios definidos anteriormente surgen:
Definicion 6. Sea T’ € [0, +00] y dado el espacio de Banach X con norma ||.||x. Se definen:
(a) C([0,T);X) ={u:[0,T] — X w es continua}, con la norma:

l[ulleqomix)y = sup [|u(®)]|x
t€[0,T]

(b) C*((0,T);X) ={u: (0,T) — X, u es k veces diferenciable en (0,T) y continua sobre [0, T},
con la norma:

Il gomn = sup [t ||x+Z o 11580

(¢) LP([0,T);X) = {u:[0,T] — X, ues medlbleyfo l|u(t)]|5dt < +00}. con la norma:

T
1
||u\|Lp<[o,T};x>=</0 lu()lZdt)},  1<p<oo

(d) L*([0,T);X) ={u:[0,T] — X, u es medible y feSE%%] [lu(t)|lx < 400}, con la norma:

ull Lo (po,71%) = sup_[[u(t)]lx
tel0,T

)

(e) UCB([0,T],X) ={u:[0,T] — X, u es uniformemente continua y acotada}, con la norma:

llullveso.x) = sup ||u(t)||x
t€[0,T)

2.3. Métodos y técnicas.

2.3.1. Método de semigrupos de operadores. Existencia y unicidad de la solucion de un problema
de difusion - reaccion.

La idea de aplicar el marco de semigrupos para problemas no lineales de ecuaciones en derivadas par-
ciales ha sido ampliamente utilizado en problemas de difusion y reaccion ( Kovacs [4],
Galaktionov y Vazquez [19, 20, 48], De Assis [14], Iancu [26] y Machado [34]). Si bien es cierto que
este método no resuelve de manera explicita el problema (2),pero nos proporciona un marco funcional ade-
cuado para aproximar soluciones y establecer en que espacios estan dichas soluciones.
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Se considerd el problema de Cauchy:

(10) {u(t) - Au(t) = f(t,u(t), >0,

u(0) = up € X,

donde —A es el generador de un semigrupo fuertemente continuo {7'(t)};>o sobre X,
f:[0,7] x X — X es una funcién continua en ¢ y de Lipschitz en u, es decir, f € C([0,7] x X;X).
Notar que es posible considerar T' = +oc.

Definicion 7. La funcion v : [0,T) — X es una solucion cldsica de (10) en [0,T) si y sélo si
u € CL([0,T];X) N C([0,T); D(A)), y u satisface el problema (10).

Definicion 8. La funcion u : [0,T) — X es una solucion débil del problema (10) si y sélo si
u € C(]0,T);X) y u soluciona (10).

El siguiente lema ofrece una forma general para obtener la solucién de (10) basada en lo que se conoce
c6mo la féormula de variacién de pardmetros usado en la solucién de ecuaciones en derivadas ordinarias.

Lema 1. Sea f € L'([0,7);X) y up € X. Entonces la solucién de (10), si es que existe, estd dada por
la formula:

(11) u(t) = T(t)uo + /0 T(t— s)f(s,u(s))ds.

Notar que toda solucién débil u de (10) satisface necesariamente (11).

En el siguiente teorema se asegura la existencia y unicidad de la solucién débil para el problema (10):

Teorema 2. Sea f : [0, T] x X — X una funcion continua en t y globalmente Lipschitz sobre X. Si — A
es el generador de un semigrupo fuertemente continuo {T'(t) }1>o, entonces para cada vy € X el problema
de valor inicial (10) tiene una inica solucion débil u € C([0,T]; X). Ademds la aplicacion ug — u es
Lipschitz de X en C([0, T]; X).

Prueba:
Se conoce que f € C([0,T] x X;X) es globalmente de Lipschitz sobre X, es decir:

1f(tu) = f(E0)lleqo,rx < v —vllx
Ademds, como — A es el generador del semigrupo fuertemente continuo {7'(¢) }+>0, entonces:
HT(t)HC([O,T];X) < (C, donde C = Me™?
Ahora, para ug € X se define la transformacion:
F: (0,7 X) — C([0, T);X)
como
t
(Fu)(t) =T (t)uo + / Tt —s)f(s,u(s))ds.
0
tomando la diferencia y acotando:
t
(Fu)(t) = (Fo)(®)lleqo.rx) = ll/O T(t = s)[f(s,u(s)) = f(v,v(s))]dsllco.rx)
t
< /O ||T(t - S)HC([O,T]:X)'”f(S? u(s)) - f(vvv(s))”c([o,T];x) ds
t
< / ML||u—v||xds < M Lt||u — v||x,
0

Asi se obtiene:

1(Fu)(t) — (Fo)O)llooms < MLt - vllx
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Luego, por induccién se tiene:

. " (MLs)" ! (MLt)"
(EF ) () = (F"0) (@)l c(omyx) < ML/O WHU —vllx < THU = vllx,
juntando extremos se tiene
n n (MLt)n
IF ) (t) = (F0)Olloqoryx < 7 llu = vllx,
(MLt)"

luego, para un n suficientemente grande se tendrd que < 1, entonces por el teorema del punto

n!
fijo, F' tiene un punto fijo u € C([0, T]; X). Este punto fijo es la solucién de la ecuacién integral dada en el

Lema 1 y por tanto es una solucién débil del problema (10).

Por otro lado, sea v una solucién débil del problema de valor inicial (10) con condicién inicial vy,
entonces:

[[(Fu)(t) = (Fv)(®)lleo.ryx) = [lut) —v(®)]]x

< T (E)uo — T(E)wollx + / 1/ (s, u(s)) — F(s,0(s) | xds
< Mljuo — vollx + ML / lu(s) — v(s)]|xds,

y usando la desigualdad de Gronwall, implica que:
u(t) = v()llx < MMET|jug —wollx Ve € [0,T],
finalmente
[lu —vllx < MM |lug — vol|x
lo cual implica que si ug = wg, entonces u(t) = v(t), V¢ € [0,T] . Por lo tanto, la solucién del problema
(10) es unica. Ademds, de la dltima desigualdad se obtiene que la aplicacién ug — u es Lipschitz.O

Corolario 1. Si A y f satisfacen las condiciones del anterior entonces para cada
g € C([0,T1;X) la ecuacion integral

t
wl(t) = g0)+ [ 7= 9)f(s.w(s))ds
0
tiene una tinica solucion débil w € C([0,T); X).

El siguiente teorema da una caracterizacién de la solucién u(t) de (10) en caso de presentarse el fené-
meno de explosion:

Teorema 3. Sea f : [0, +00) x X — X una funcion globalmente Lipschitz en t y localmente Lipschitz
en u. Si —A es el generador de un semigrupo fuertemente continuo {T(t) },>o sobre X, entonces para cada
ug € X existe Tipar < 400 tal que el problema de valor inicial (10) tiene una tinica solucion débil en

[0, Trnaz)- Si Trnaz < 400 entonces:

i, IOl = e

Este teorema es sustancial y trascendente para los fines de este trabajo, pues nos indica que si la solu-
cion existe localmente entonces necesariamente ha de presenta explosion y, por tanto serd no acotada.

Teorema 4. Si — A es el generador de un semigrupo fuertemente continuo {T'(t)};>¢ sobre X y sea
f 10, T] x X — X una funcion continuamente diferenciable, entonces la solucion débil de (10) para
ug € D(A) es una solucion cldsica.

Para los detalles de las demostraciones de los Teoremas 3 y 4 ver [38].

Teorema 5. Existencia y unicidad, [4].
Sean Q C R", un subconjunto abierto, convexo y acotado, q : Q x [0,T) x R una funcion continua y
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diferenciable en la tercera variable con derivada acotada. Entonces el problema:

(9u(83;,t) — Au(z,t) + q(z, t,u(z,t) = g(z,t) (x,t) € Qr,
(12) u(z,0) = uo(a) req
u(z,t) =0 (x,1) € T,

donde Qr = [0,T) x QyT'r =[0,T) x 0L, tiene una vinica solucion débil.
Prueba:
La formulacién del problema abstracto a (12) es:

{u(t) + Au(t) = F(t,u(t)), t>0,

1 (0) = uo € L=(Q),

0
donde F(t,u(t)) = —q(-,t,u(-,t)) + g(-,0) y 8—2 es acotada, es decir, para alguna constante k > 0 se

dq(x,t,u)

tiene: | | < k.

Para usar el Teorema 2 se tiene que probar que la funcién F' es localmente Lipschitz en u:

1F(t,ut) = F(t,v(t)|[720) = / | —a(@, tuz, 1) + gz, t,v(z, t))|dz
/ |8q x, t w(z,t)) o

Pu(z,t) — v(z, t)2d

< K?Ju(t) — ( NE2()-

Uniendo extremos y extrayendo la raiz cuadrada se tiene:

(8 u(t) = F(t 0()llL20) < kllu(t) = v(®)]L2@),

por tanto, F' es de Lipschitz en u. En consecuencia, por el Teorema 2, la ecuacién (13) tiene una tnica
solucién débil O.

Obsérvese que si la funcién h(z,t,u) = g(xz,t) — g(x,t,u) es diferenciable entonces por el
Teorema 4, la solucién débil del problema (13) es también una solucion clésica.

Notar ademads que este teorema nos muestra que la solucién:
u € C([0,T); L*(92),
y agregando la hiétesis de diferenciabilidad sobre h, se tiene que:
u € C([0,T); L*(2)) N C((0,T); L*(2)).

Para algunas variantes del teorema de existencia y unicidad se pueden consultar [47,49].

3. Resultados.
Se enuncia el resultado principal de este trabajo:

Teorema 6. Sea el problema (2):

%(w,t) — Au(x,t) = f(z,t,u(z,t)), x€Q,t>0,
’U/(,CC70) :U0($)7 XEQ7
u(z,t) =0, x € o0Q,t > 0.

donde f es continua en (x,t) y de Lipschitz en u con constante de Lipschitz L, satisfaciendo una de las dos
condiciones:

i) f(x7t7 _u) = —f(agt,u)



92 Becerra.- Selecciones Matem[Pleaseinsert\PrercnderUnicode{Aa,}intopreamble]ticas. 04(01): 82-101 (2017)

ii) f(z,t,0)=0 B
yug € L*(Q), conug(x) > 0, para x € ). Sea k > 0 se define la funcion:

d(z,t) : Q x (0,+00) — R
como:
oz, 1) = e—kUlsl+),

Entonces:
(I) Existe una constante C' > 0 tal que:

T oy
L E(I,f)éb(x,t)dtdﬂfﬁ 200 |ull g o, 73; 2 @)

T
Ou
/Q/o 57 (@00, )dtdz < 2CVT||ul| 20 21,1 @)

(II) Siexisteun0 < T < o0 tal que:

/ u(z, t)o(x, t)de = +oo
Q

cuando t — T. Entonces u(x,t) estd definida en [0,T), siendo T el tiempo de explosion. Ademds
se define la solucion propia minimal del problema como:

_ ~Ju(z,t), tel0,T)
(1) = {+oo, t € [T, +o0).

(III) SeaT < +oo tiempo de explosion. Si se verifica que:
- w € L®((0,T); L=(92)) N L*((0,T); L>(Q)) y:
ull 20,7y @) < ullpoe (0,12 @)
- existe § > 0 tal que:
1
el oo 0,7y Lo @)y < Ollule )l e @) < ] QU(JJJW(%J)W
Vtelo,T).
entonces para todo Ty € (0,T), existe 1 = 61(Tp) tal que:

1€
el 20,7y @) < m~|\uo||mo(9)

2\
T L
<<D(51 ’

Vt € [0, Tp]. Asi se obtiene que:

donde D = C + v/2k|Q|2e 2.

Prueba:
De la ecuacion:

ou

a(1«7t) = Au(x,t) + f(z,t,u(z,t))

multiplicando por ¢(z, t) e integrando sobre £ x [0,T"), donde T es el tiempo madximo de existencia:

/Q/OT %(%t)qﬁ(m,t)dtdm = /Q/OT Au(z,t)p(x, t)dtdr + /Q /OT f(z,t,u(z, )¢z, t)dtdr,
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Notar que ¢(.,t) € C°(Q),V ¢ € [0,T]. Aplicando la identidad de Green e intercambiando el orden de
integracion:

|| et iae = [ [ Saotetasi - [ [ Vuteovots, asa
T
[ fetouta ), ddad
0 Q

tomando el valor absoluto y usando la desigualdad triangular:

T du / /
z, t)p(x, t)dtdz
L o0

+ /0 /Q|f(m,t,u(x,t))(b(;r:,t)|dxdt

(z,t)p(x t)'det—i—/ / |[Vu(z,t)Vo(z,t)| dedt
Estimando las integrales por separado:

1)
[ 15

Seiwtyotot|dsar< [ [ [vute,0n(eyas] Jote. ol

pero:
IV (@)|| = 2k|a][e 1P+ < \/oge—3

luego:

o tyote ) dsar < VARt [ [ vute 0 nGoyas]

I

T
< V2ke 3 / / [Vu(z,t)| - ldS} dt
0o LJoa

< x/ﬁe%/OT -</6)Q|Vu(a:,t)2d5>é : </BQ 12ds>%] dt

T
= \/2]66_5/ ||Vu(.7t)|\L2(3Q).|8Q\§dt
0

T
g\/zkeﬁ/ 190, )] 2 11 d
0

T
< Vake-H0)} / 190 )l o
0

/OT Uﬂwu(x,t)w(x)wx] dtg/OT [/Q |Vu(x,t)|.\/%e*%dx] dt
< Vake } /OT K/ﬂ |Vu(m,t)|2da:>é.(/ﬂ 1%@)1 dt
:@6_%|Q|%/OT (/ﬂ |Vu(x,t)|2d:r>édt

T
:\/ﬁe*%mﬁ/ V(. )] 2 oy dt
0
11 [T
gmmmz/ IVl )| 2 dt
0

T T
/0 /Q|f(:1:,t,u(x,t))gb(z,t)\dxdt§/0 /Q|f(1:,t,u(x,t))|.|¢(x,t)|dxdt

g/OT/Q|f(m7t,u(x,t))|dwdt
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Por otro lado, de la definicién de Lipschitz de f con v = —u y usando ):

|f(xvtvu) - f(SC,t, —'LL)| < L|u - (_u)|
12f(x,t,u)| < L|2ul|
|f (2, t,u)| < Llul,

o de la misma definicién de Lipschitz de f con v = 0 y usando ii):

|f(x,t,u) - f(x’t?0)| < L‘u_()'
|f(z,t,u)] < Lful

En ambos casos, resulta que:

Por tanto:
If(:v,t,u(x,t»ux] it

Q
/QL|u(x,t)|dx} dt
|

|u(z, t)], ldx] dt

(/Q|u:vtd:v> .1</912dx>2]dt
;/OT (/Q |u(a:,t)2d:v>2dt

T
=Lmﬁ/\wwmm®m
0

|

T
1
<20 [ Ol

Luego, reuniendo las estimaciones se tiene:

<[ L5

* /0 /Q |f (2, t,u(z, 1)) ¢(, )| dwdt

J:t (z,t)dtdx

(z,t)p(x t)’det—i—/ / [Vu(z,t)Vo(z,t)| dedt

T T
S\/ﬁe*%mﬁ/ ||vU(_,t)\|L2(mdt+\/zke*%mﬁ/ IV, )] 2@ dt
0 0
1 T
+2100E [l Ol et
0
_1 1 T
= (2vakebiott) [ 1900l

LT
F 2100} [t Olle e
0
Sea B = 2v/2ke™ 3 |Q|%, entonces:

T
ch<B/IWMﬁmm@ﬁ+LMEAHMJMm@ﬁ
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Sea ahora C' = méx{B, L|Q|2}, entonces:

T T
<C </0 [V, )] 2 dt +/0 |u('7t)||L2(Q)dt>

T
= [ (IVal Bl + e Ol ey

t)o(x, t)dtdx

T
§20/0 [l )| g oy at
= 20|\“||L1([0,T];H5(§))

o también:

T 8U T T
/Q/O O )0l t)dtda gzc/o \|u(.7t)||Hé(§)dt:2C/0 e D)l 7y Lt

T 3 T 3
gzc(/o (e )12 ) (/ 12dt>

= 2Cﬁ||u”L2([O,T};Hé(§))

En consecuencia se tiene que:
r 8u

/ / (v, )(x, )dtda < 20V T full 20,11, )

Con esto queda demostrado (I).
Por otro lado:

T T
/Q/O %(Jc,t)qb(x,t)dtdx _ /Q[ (2,1).0(, 1)|T —/ u(, b). 2‘?(1; t)dt] do

:/Q( t).¢ xt|0dm—// (x,t). xt)dtd:lc
/Q( t).¢(z, t)|§ dw // (z,1). xt)dtdx

/Q/OTu(ﬂc,t).%(x,t)dtdaz <

T
<20 [ a0yt

Y

Entonces:

t)op(x, t)dtdz

/ﬂu(x,t).qﬁ(m,t)\gdx -

extrayendo los extremos:

(z,t). == (z, t)dtdz

<20/ s8] eyt

(ﬂc t).¢(z, t)|8 de| —

‘/Qu(x,t).qﬁ(:v,tﬂgdm <

/ u(z,t).¢(x,t)|3 de
Q

T 8¢ T
(e, 1).22 (@, b dtde +2c/ (e
0

ot

Ahora:

/Q (2, T).6(2, ) — u(z, 0)d(z, 0))dx

>

/ (u(z, T).6(z, T)dz| — / (@, 0)6(z, 0))dz
Q Q

95
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y de esto:

/ (u(z, T).6(z, T)dz| —
Q

/ u(z, 0)6(z, 0))dz| <
Q

/ w(z,).6(z, )T dz
Q

y ademads:

u(z,t). J:tdtdx

/ / u(z,t)| (z,t)|dtdx
S// |u(z,t)\.\/ﬂefédtda§
QJo

T
:\/le_%/ /|u(x,t)|,1dmdt
0o Jao

T 3 3
< \/%e_%/ l(/ |u(x,t)|2dx) (/ 12dx) ‘|dt
0 Q Q
) T
— VaE|Q/te / e8| 2 eyt
1 1 T
< Vak|Qpbe / e, )]yt

Reemplazando en:

£)é(x, t)dtda

Z/Qu( £).6(z, )| dx

// (2,1). == (x, t)dtdz

—(z
57 (&
0 equivalentemente se tiene:

s

pero se sabe que:

‘/Q u(z, T).¢(x, T)dx

/Q/O(Z’(xt) o(x, t)dtdr| + // xta—(bxt)dtdx

_‘/ u(x,0)¢(x,0))dx ’/ u(z,t).¢(z,t)[§ de

(e ). 22 (0, )bz | < VAR et / e D)l ot
0

T oy T
G oot dtde] <20 [ D)l

entonces:

T
<20 [0l gyt

T
VRt / [
0

/Q w(w, T)(z, T)da

/ u(z,0)é(z,0))dz
Q

equivale a:

T
20 [l gyt

T
1 _ 1
VR / e, )]yt

/ u(x, T)(x, T)dx| <
Q

/ u(z,0)é(z,0))dx
Q
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por el principio del médximo, la solucién es no negativa:

T
[ w10t Do < [ un@lo(e.0)lde +2C [ a0l it

1

T
+ Va0l gyt

T
s/Q\uo(x)\|¢(x,0>\dx+<20+vzkl@l?e*ﬁ)/ ey )] 0 ey Bt
0
luego:
1 1 T
[ @ 1)6(a,T)de < | Juollzeade + 20+ VERIRI e E) [ hut Ly et
Q Q 0

T
1 _1
< 10 {julluoe ) + (26 + VERIRIE) [ fluC, 0Lyt
0

haciendo D = (2C + v/2k|Q|2e~2) se tiene que:
T
[ vt Tyt Tyde < 100l + D [ )yt

T
Por tanto, si para T > 0, se tiene que/ u(z,t)¢(0,T)dxr — +00, cuando t — Tentonces/ [|u(., t)”H(} @dt —

Q 0
+00, de esto se tiene que: ||uf(., t)||Hé @dt — +ooy en consecuencia |u(z, t)| — +oo. Con esto queda
demostrado (I1).

Para demostrar (I1]) se parte de la dltima desigualdad obtenida:

T
[ w70 Thde < 0ol + D [ )yt

pero, por ser 1" tiempo de explosién, se cumple que:

/u(x,T)qS(a:,T)dz>/u(x,t)d)(z,t)dz, vVt € [0,T)
Q

Q

entonces:

T
KyWMMamm<mmewm+DA|w¢m%@ﬁ
Se conoce que:
s Ol g @y 2 Dl 2@y, VE€[0,T],
y ademds: u(x,t) < +oo parat € [0,T). entonces para Ty < T, existe 61 = 61(Tp) > 0 tal que:
s Ol gz @y < Oulluls Dl 2@y, V€ [0,Tol,
y como € es acotado se cumple que:

[ul, Ol 2@y < [lul Ol pee @y, VT € [0, To],

en consecuencia:
e Dl sy < Sl Ol oy V€ € 10, T0],

Por otro lado:
/uijuJst/Ww@ﬂHMawmx
Q Q

f;/QHut7UHLm@®dm
= Q[ Ju )l @)
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y sea d > 0 tal que:

/Qu(x,t)gb(x,t)dx > 0[Q[[[u( D)|| oo @), VT EI,T),

> |Q\-Hu||Loo((o,T);Lw(ﬁ))

Ahora, regresando a la desigualdad:

T
| e ty66e. 0o < (00l + D [l 0l gy

o de forma equivalente:

T
1l g 0.2y ) < 120l = + D / Sl D) oyt

< Q- JJuol| L= () + D51ﬁ|\u||L2((0,T);Loo(ﬁ))

pero como: |[ul] 2 (o 1y 2y < I1ll oo ((0,1);1¢ o)) entonces:

‘Q|'||UHL°@((O7T);L°°(§)) - D61ﬁ||u”L2((O,T);L°°(§)) < 1] fuoll Lo (0)
(12 = DEVT)ull L2 (o1 @y < 19U-1w0]| =0
donde se obtiene que:

€]
||UHL2((O,T);L°°(§)) < W~Hu()||L°°(Q)

para todo ¢ € [0, Tp]. Y para que la desigualdad tenga sentido se debe cumplir que: |Q| — Dd;v/T > 0, es

decir:
2] \*
T — ] .0
< <D51

Ahora, para problemas particulares de la forma (2), se tiene a continuacién
algunos resultados que proporcionan cotas para la solucién:

Teorema 7. Sea el problema (2). Entonces:

(a) Sif(z,t,u(z,t)) = g(z,t)h(u(z,t)), con g continua y fOT lg(z, 8)|ds < M, con M >0,z € Q
y h una funcion globalmente Lipschitziana satisfaciendo h(—u) = —h(u). Entonces existe C =
C(M) tal que:

|’U,(Qj,t)| SCHUOHLOC(§)7 (‘Tat) GQX [O7TL
donde T es el tiempo mdximo de existencia de la solucion.

(d) Si f(z,t,u(z,t)) = gz, t) + h(u(x,t)), con g continua y fOT lg(x, s)|ds < M, con M > 0,

x € Qy h una funcion globalmente Lipschitziana satisfaciendo h(—u) = —h(u). Entonces:
a1 < 7 (luoll oy + M), (0) €D % [0,7),

donde T es el tiempo mdximo de existencia de la solucion.
Prueba:
La formulacién abstracta del problema es:

w(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0,
u(0) = ug € L=(Q).

Por el resultado de existencia y unicidad, existe T > 0 tal que u € L°°([0,T), L>°(Q2)) y ademds u es
solucién de la ecuacion:

u(t) = T(t)uo + /0 T(t—s)f(s,u(s))ds
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Luego:
t
a(t)] | oe ey = [T (E) o + / T(t — 3) (s u(s))ds] | = o
t
< 1T @uoll (e + / Tt — ) (5, () |1y ds
t

< luoll =) + / £, u(8)) | o= ey ds

es decir:
t

(14) at)]| =@y < uollz=(c) + / £ (s, () | gy s

reemplazando f(s,u(s)) = g(s).h(u(s)) en (14) se tiene:

t
lu@I] L= () < [luollL~(o) + /0 g ()| Loe ()-[[R(w($))]] Lo (2 ds
y aplicando la desigualdad de Gronwall se obtiene:

()| e ) < HUOHLQC(Q)QIJ [1g(s)]| oo () ds
< ||uo|| poe (@ye™

= CHUOHLOO(Q)

y con esto se obtiene (a). Para obtener (b) se reemplaza f(s,u(s)) = g(s) + h(u(s)) en (14):
t
()| Lo (@) < luollze= () +/0 1g(s)[| Ly + [ (u(s))|[ Lo () ds
t t
< lluollz=on + [ Hlo(llewayds + [ lu(s)llayds
t
< fuollzoy + M + [ [In(u(s)l|zords
0

y por la desigualdad de Gronwall se obtiene:

< (Juol| ooy + M)elo @
< (|[uol| () + M)e™
=" (Juo||z=() + M), 0<t<T.0

[[w(t)[|Le ()

4. Conclusiones.
. Del estudio realizado se concluye que:
1. Por el Teorema 6, la solucién de (2) puede estar definida globalmente, si no es asi o es acota-
da o presenta explosion en ¢ = +o0. Si la solucién estd definida localmente, entonces presenta

2
explosién en 1" = (%) , donde D es una constante a determinar.

2. Por el Teorema 6, si la solucion de (2) presenta explosion en tiempo finito 7" entonces es posible ex-
tender la solucién definida en [0,T) a [0, +00) usando el
concepto de solucién propia minimal.

3. Por el Teorema 7, la solucién de (2) es acotada para funciones f particulares.
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