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Resumen
En este trabajo, usando la teoria de invariantes de Laplace damos otra demostracion del siguiente resulta-
do: Una hipersuperficie de Dupin prépia M™ paran > 4 en R™*' con n curvaturas principales distintas y
curvatura de Mobius constante, no puede ser parametrizada por lineas de curvatura. También, estudiamos
clases especiales de hipersuperficies M™,n > 3, en R"*, parametrizadas por lineas de curvatura con n
curvaturas principales distintas y obtenemos una relacion geométrica cuando los invariantes de Laplace
son nulos, mostramos que las foliaciones de M™ son hipersuperficies umbilicas si'y solamente si m;;;, = 0.
Ademds, las foliaciones de M™ son hipersuperficies de Dupin si'y solamente si m;; = 0.
Palabras clave. Invariantes de Laplace, hipersuperficies de Dupin, lineas de curvatura

Abstract

In this work, using the Laplace invariants theory we give other proof for the following result: A proper
Dupin hypersurfaces M™ for n > 4 in R™! with n distinct principal curvatures and constant mobius
curvature, cannot be parametrized by lines of curvature. Also, we study special classes of hypersurfaces
M™ n > 3, in R, parametrized by lines of curvature with n distinct principal curvatures and we
obtain a geometric relation when the Laplace invariants are vanish, we show that the foliations of M™ are
umbilical hypersurfaces if and only if m;;;, = 0. Moreover, the foliations of M™ are Dupin hypersurfaces
if and only if m;; = 0.

Keywords. Laplace invariants, Dupin hypersurfaces, lines of curvature

1. Introduccién. Superficies de Dupin fueron estudiadas inicialmente por Dupin en 1822 y mas re-
cientemente por otros autores por ejemplo [1]- [3], [6]- [11] y [13]- [16], los cuales estudiaron varios
aspectos de las hipersuperficies de Dupin. la clase de hipersuperficies de Dupin es invariante por el grupo
de transformaciones de Lie (ver [10]). Por lo tanto, la clasificacién de las hipersuperficies de Dupin es con-
siderada a menos de estas transformaciones. La clasificacién local de superficies de Dupin en R3 es bien
conocida. Pinkall [9] dio una completa clasificacién a menos de equivalencia de Lie para hipersuperficies
de Dupin M3 C R*, con tres curvaturas principales distintas. Niebergall [8] y Cecil-Jensen [3] estudiaron
hipersuperficies de Dupin propias con cuatro curvaturas principales distintas y curvatura de Lie constante
(cociente de cuatro curvaturas principales).

Tenenblat et al. en [15] mostraron que una hipersuperficie de Dupin prépia en R™*! con n curvaturas
principales distintas y curvatura de Mobius constante no puede ser parametrizada por lineas de curvatura.
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Observamos que en este caso la condicién de la curvatura de Mdbius ser constante es equivalente a tener
todos los invariantes de Laplace m;;, nulos.

En este trabajo, damos otra demostracién para el resultado obtenido en [15]. También, estudiamos
clases especiales de hipersuperficies M",n > 3, en R"*!, parametrizadas por lineas de curvatura con n
curvaturas principales distintas. Mostramos que las foliaciones de M™ son hipersuperficies umbilicas si
y solamente si m;;;, = 0. Ademds, las foliaciones de M™ son hipersuperficies de Dupin si y solamente
si m;; = 0. Estas caracterizaciones son basadas en la teorfa de invariantes de Laplace n-dimensionales,
introducidos por Kamran-Tenenblat [4]- [5].

2. Material y Métodos. En este trabajo fueron estudiadas las hipersuperficies parametrizadas por
lineas de curvatura com n curvaturas principales distintas en R™"*!, usando la teorfa de invariantes de
Laplace obtuvimos algunas propiedades geométricas de las foliaciones de dichas hipersuperficies. La teoria
de invariantes de laplace ha sido usado para realizar diversos estudios de las hipersuperficies de Dupin
parametrizadas por lineas de curvatura, ver por ejemplo [12]- [15]. El método a ser usado es el cientifico,
esto es, a partir de un conjunto de resultados o hipétesis obtendremos a través de deducciones 16gicas nuevos
conocimientos.

2.1. Objeto de estudio. El objeto estudiado en este trabajo son las hipersuperficies parametrizadas
por lineas de curvatura com n curvaturas principales distintas en R™*1, el estudio de algunas propiedades
de las foliaciones de tales hipersuperficies sera abordado usando la teoria de invariantes de Laplace n-
dimensionales ( [4]- [5]).

2.2. Base tedrica. A seguir daremos algunas definiciones y propiedades de las hipersuperficies para-
metrizadas por lineas de curvatura, que serdn usados en las demostraciones de los resultados principales,
para esto, sea {2 un subconjunto abierto de R™ and z = (21,22, - ,z,) € Q. Sea X : Q@ C R" —
R"*1 n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura, con curvaturas principales distin-
tas—\;, 1<i<nyN:QCR"— R”+1 un campo vectorial normal unitdrio de X . Entonces

2.1 (X5, X ) =0ij9i, 1< i, <n,
2.2) N;=X\X;,
donde el subindice ; denota la derivada con respecto a ;.
Ademas,
(2.3) Xii— Y TLX ;= gihiN =0,
J
(24) X,ij — F%Xﬂ; — szXJ' = O 5 1 S 7 }éj S n,
i )\i,j . .
(2.5) Fij:ikj—&»’ 1<i#j<n,

donde I‘fj son los simbolos de Christoffel.
Los simbolos de Christoffel en términos de la métrica (2.1) son dados por
i Giiyi j Gii,j i Gii,j
2.6 rk =0, I =20 2= _Zt) opi_ 2
@0 v " 2g; " 29j; Y 2957

donde i, 7,k son distintos.

Ahora consideremos los invariantes de Laplace n-dimensionales del sistema de ecuaciones (2.4) (ver
[4]- [5] para la definicion de estos invariantes),
mi; = 1%+ Fijfij,

27 migr = Uiy =TF , k#i,j, 1<k<n.

Como una consecuencia de (2.5) y del Lema obtenido en [5], obtenemos para 1 < ¢, 5, k,l <mn, 1,7, k,1
distintos,

Mijk + MEji =

Myjk,k — MGkMjki — My

(2.8) Mgk + MMk + Mg M
Mijk — Mgl — Myje =

Miik,j T MijiMEil + MijeMki; =

Il
coooo



32 Riveros and Corro.- Selecciones Mateméticas. 04(01): 30-37 (2017)

La ecuacion de Gauss para la inmersién X es dada por

F%krgk
Jkk

1 . o , 1 A o .
@9 — [, + T4 — )] + — [, + T - + >0 AN =0,
95j gii -7 k#i
Para hipersuperficies con curvaturas principales distintas, la curvatura de Mobius es definida, para
distintos i, j, k, por

Cijk _ Ai *)‘j.
VDY

Como todos los ); son distintos concluimos que C*/* £ 0y C%* = 1. Las curvaturas de Mobius son
invariantes por transformaciones de Mdobius.

Definicién 1. Una hipersuperficie M" es dicha de Dupin si cada curvatura principal es constante a lo
largo de su correspondiente superficie de curvatura. Una subvariedad de Dupin M™ es dicha prdpia si el
nimero g de curvaturas principales distintas es constante sobre M ™.

Lema 1. Sea X : Q ¢ R® — R""Y n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de
curvatura, con curvaturas principales distintas —)\;, 1 < i < n. Entonces las curvas coordenadas
ai(z;) = X (29,29, 20 1, 2, x?H, -+, 2V tienen curvatura geodésica ky, determinada por

2

, It
(2.10) (k;)Q - Z v
iz \VYii
Prueba: Considerando la linea de curvatura ov;(z;) = X (29,29, , 29 1,2, 20,4, -+ ,22) y usando
una reparametrizacion por longitud de arco s(u;), tenemos que
da't _ do® du; X
ds  du; ds  /Gu

Derivando una vez mas

d?a’ B X,ii du; X,i Giii

ds? /g ds 292

Como 4 = \/% y usando (2.6) sigue que
d?o’ 1 )
O (X XaT%).
d52 glz ( ) El 'L'L)

Ahora usando (2.3) obtenemos

dQOéi 1 j i
a2 e ZFMXJ +gidilN — XI5
J

De esta expresion y de la ecuacion (2.6)
d2qt sz
T =D X+ AN

j#i 997

Por tanto (2.10) sigue de esta ecuacion y la prueba estd concluida. 0
La siguiente Proposicion fue obtenida en [12].

Proposicién 1. Sea X : Q C R® — R n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de
curvatura, con curvaturas principales distintas —\;, 1 <1i < n.
Las lineas de curvatura o;(z;) = X (29,29, 2y, 25,20 1, ,20), 1 < i < n son planas si y
solamente si

2.11) Aialh + Ay =0, 1<i#j<n.
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3. Resultados. En esta seccion damos otra demostracion del resultado obtenido en [15]. Ademads,
demostramos resultados que proporcionan caracterizaciones locales de ciertas clases de hipersuperficies
M™ C R™"!, parametrizadas por lineas de curvatura con n curvaturas principales distintas en cada punto.

Teorema 1. Una hipersuperficie de duping propia M™ para n > 4 en R"*' con n curvaturas princi-
pales distintas y curvatura de Mobius constante no puede ser parametrizada por lineas de curvatura.

Prueba: Asuma que M™ admite una parametrizacién X (x4, - - , x, ) por lineas de curvatura con cur-
vaturas principales distintas —)\;. Esta parametrizacion satisface (2.4) y usando el hecho que en el caso de
Dupin, la curvatura de Mobius es constante si y solamente si los invariantes de Laplace satisfacen m;;; = 0,
obtenemos que la transformacion

- 1
X=VX, V=—— 1i%#}j parai,jfijos.
Aj— i

transforma el sistema (2.4) en el siguiente sistema

3.1) Xij=Xip=Xjp=Xp=0.
n
cuya solucién es dada por X = Z H"(z,), donde H"(x,) son funciones vectoriales en R"**, de esta

r=1
forma obtenemos que

n

1 .

r=1

Como, X es parametrizada por lineas de curvatura de (3.2), por derivacién encontramos

o"#£0,1<r<n,

(3.3) <o"ol>=0,1<r#1<n,
(3.4) Ar = (A A)<°'Tw0'1“2“'xo">
' ' T o Plet|eo?] o]

donde o' = I‘?iA +Hyy of =TL,A+ H)’z, k#i, A= ZHT(xT).
r=1
De (3.3) tenemos que {o*,o*, N'} es una base de R"**, por tanto

(35) 0-7747‘:fr101+fr202+"'+frro-r+"'+frn+lN

Usando (3.5) en (3.4)

frn—i—l
3.6 A=A =N
( ) ( J ) |0_T|2
Yy por tanto
>\T |2
frn+1 - m|0 | .

De esta expresion y (3.5) sigue que
a,rr = frrgr + f'r‘n+1N~

Ahora, si existe t # r tal que fin+1 # 0y frnt1 # 0 podemos concluir que N es constante y como
consecuencia las curvaturas principales son nulas, la cual es una contradiccidn.
Si frnt1 # 0 para algin r y fin+1 = 0 para todo ¢ # r, sigue de (3.4) que A\; = 0y tenemos una
contradiccidn.
Si frn41 = 0 para todo r, de (3.6) sigue que A, = 0y nuevamente tenemos una contradiccion, de esta
forma, la demostracion estd completa. 0

Teorema 2. Sea M™ C R™" n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura, con
n curvaturas principales distintas — \;.
1) Las foliaciones de M™ son hipersuperficies umbilicas en M™ si'y solamente si my;, = 0, V1 <1 #
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J#Fk<n,
2) Las foliaciones de M™ son hipersuperficies de Dupin en M™ si 'y solamente si m;; =0, V1 <i# j <
n,
3) Si my; = 0. Entonces las lineas de curvatura tienen curvatura geodésica constante.

Prueba: 1) Sea X (21, -+ , 2, ) una parametrizacién local de M™ por lineas de curvatura y considere
la foliacion de M™ dada por

Y("Ifl,"' 71.7‘) :X(x17x27"' 7x’r7x2+17“' ax?l)ﬂ

Mostraremos que Y es umbilica. De hecho, los vectores

. X
3.7 Ni="2L r41<j<n
V9ij

son campos normales unitdrios a Y en M™.
Derivando (3.7) con relacién a x; y usando las ecuaciones (2.4)-(2.6) obtenemos

. I,
(3.8) N.=—LX,;, 1<i<r

De aqui, las curvaturas principales de Y son dadas por

) T,
(3.9) M= 1<i<n
V9ii

Por tanto, Y es una hipersuperficie umbilica en M™ si y solamente si )\g = )\i, i # j # k.De (3.9)
tenemos que F,’lﬁj = I‘ﬁj, 1 # j # k, usando (2.7) obtenemos el resultado.

2) De forma semejante al item 1), usando (3.9), Y es una hipersuperficie de Dupin en M™ siy solamente
si /\Zl = 0, es decir, si y solamente si

ri
(3.10) —L ] =0
Vi ),
De la ecuacién (2.7) sigue que (3.10) es equivalente a m;; = 0, i # j.

3) Derivando la ecuacion (2.10) con relacién a x; tenemos

Kk, =Y Ui (Tia g\
S g5 \ Vi 20955)%°
Utilizando (2.6) y (2.7) obtenemos

_ J J
by Ko == =
o 9jj

Usando esta expresion y del hecho de que m;; = 0 tenemos que k;i = 0y de esta forma obtenemos el
resultado. O

Corolario 1. Sea M™ C R"*,n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura, con
n curvatures principales distintas —\;. Si las foliaciones de M™ son hipersuperficies umbilicas en M™.
Entonces estas foliaciones son hipersuperficies de Dupin en M™.

Prueba: Del Teorema 2 (item 1)), tenemos que m;j, = 0, 1 <14 # j # k < n, usando este hecho en
la segunda ecuacion de (2.8), sigue que m;; = 0, i # j. Por tanto, el resultado sigue del Teorema 2 (item
2)).0

Lema 2. Sea M™ C R"*', n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura planas,
con n curvaturas principales distintas —\; cuyas foliaciones son superficies minimas, m;; =0, i # j y
Aj + A #0, j # k. Entonces M™ es de Dupin.

Prueba: Sea X (x1,-- ,x,) una parametrizacién local de M™ por lineas de curvatura. Considere la
foliacién (superficie minima) de M™ dada por

0.0 0
Y(zp, xrq1) = X(a7, 29, yZp, Try1,- - ,2,), L <17 < n.
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X,

, j # r,r + 1 son campos normales unitdrios a Y y las curvaturas principales
Vi

Los vectores N7 =

son dadas por (3.9).
Como, las foliaciones son superficies mifiimas tenemos que

(3.11) NAMN, =0« I+ =0j#rr+1.
Por otro lado, como las lineas de curvatura son planas y m;; = 0, obtenemos

AT =0,1<i#j<n.

Suponiendo que \; ; # 0, ¢ # j, obtenemos que ng =0.
De la ecuacion de Gauss sigue que

T + T30 — T%) + Aidjgii = 0,
(3.12) FZZZ + (T = Th) + Aidkgis = 0.
De las ecuaciones (3.11) y (3.12) tenemos

Xi(Aj + Ak)gis = 0.

De esto, sigue que \; = 0 la cual es una contradiccién, por tanto A; ; = 0 y de esta forma M™ es de Dupin.
Esto concluye la demostracion. 0

Observacion 1. La reciproca del Lemma 2 no es verdadera. De hecho, consideremos la hipersuperficie
de Dupin parametrizada por lineas de curvatura dada por

e %2 [ sinx; cos T
X(l’l,fEQ,Ig) = <

Ve \/c—l’ix/c—l’

Las curvaturas principales de X son dadas por

sin xg, — cos :173) ,c> 1.

)\1 = 7(67 1)€m2, )\2 = 0, )\3 =e"2,

Ademais,
)\1 + )\2 = 7(6 - 1)612 7é O7
A+ A3 = —(c—2)e"? £0,
Ao + A3 = ™2 #0.
También,

F%z = ng =-1 F%3 = F%z = Fgl = F§1 =0.

X

Considerando la foliacién Y (21, x3) de X con vector normal N? = y usando (3.9) obtenemos que

las curvaturas principales de esta foliacién son dadas por
2\ = )\g = —vc— 1e™?,
de esto, sigue que A7 + A% = —2/c — 1e®2 # 0 y por tanto esta foliacién no es minima.

Lema 3. Sea M"™ C IR",n > 3, una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura, con n
curvaturas principales distintas —\;, 1 < i < n. Las lineas de curvatura son curvas de Dupin planas en

M™, siy solamente si, M™ es de Dupin.
0

Prueba: Sea X (1, - - , x,,) una parametrizacién de M™ por lineas de curvaturay a; (z;) = X (29, -+ , @i, -+

una linea de curvatura de X.

Como, N7 = =L j = 4 son campos normales unitirios a «; y las curvaturas principales son dadas

Vi,
i
por (3.9), tenemos que, c; es una curva de Dupin si y solamente si [ —Z-

= 0, esta condicion es
g )
A

Jj



36 Riveros and Corro.- Selecciones Matematicas. 04(01): 30-37 (2017)

equivalente a m;; = 0, 1 < i # j < n. De la Proposition 1, sigue que )\mfﬁj = 0 y de esto, obtenemos
Aii = 0. Por tanto, M™ es de Dupin.

Lema 4. Dada una hipersuperficie M™ C R"T' n > 3, parametrizada por lineas 515 curvatura
planas con n curvaturas principales distintas —X;, 1 < i < n. Existe una hipersuperficie M™ C g+l
parametrizada por lineas de curvatura con n curvaturas principales distintas \; satisfaciendo

(3.13) Noalh 4+ Nty =< X, X ;> Mt < X,N >myj, 1<i#j<n.

donde X es una parametrizacion de M™ y N es un campo normal unitdrio a X.
Prueba: Sea X una parametrizacién local de M™. Considerando la proyeccidn estereografica P :
R+ — §ntl c R™+2 dada por

1

Plx)=——"—
(@) I+ <z,z>

(2z,1— < z,x >),

obtenemos la hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura M™ C S"+1 con parametrizacion dada
por X = P(X). Por un célculo directo, podemos mostrar que las curvaturas principales de X son dadas
por

~ _1+<X,X>

(3.14) N = 5 N+ < X,N>, 1<i<n.

Usando (3.14) obtenemos los simbolos de Christopher de X

~. ; <X, X.>
3.15 I, =T, —2-—"2" = 1<j£j<n.
(-15) o T < X, X > sigjsn

De (3.15) tenemos que m;; = m;;. Por otro lado, derivando (3.14) con relacion a x;

~ 1+ < X, X >

(3.16) M=o s 2y
2

Por tanto, el resultado sigue de la Proposition 1 y de las ecuaciones (3.14)-(3.16). 0

4. Discusién. En este trabajo usando a teorfa de invariantes de Laplace:

1. Dimos otra demostracion de un resultado obtenido en [15], el cual afirma que para n > 4 hipersu-
perficies de Dupin propias con n curvaturas principales distintas y curvatura de Mobius constante
no pueden ser parametrizadas por lineas de curvatura.

2. También obtenemos relaciones geométricas en estas hipersuperficies, a saber, que las foliaciones
de una hipersuperficie M"™ parametrizada por lineas de curvatura pueden ser hipersuperficies um-
bilicas en M™ (si m;;3 = 0) o hipersuperficies de Dupin en M™ (si m;; = 0). Ademds cuando
m;; = 0 la curvatura geodésica de las lineas de curvatura es constante.

3. Considerando hipersuperficies parametrizadas por lineas de curvatura plana cuyas foliaciones son
superficies minimas y algunas condiciones sobre las curvaturas principales e invariantes de Laplace
mostramos que esta hipersuperficie tiene que ser de Dupin.

4. Finalmente, decir que las curvas coordenadas de una hipersuperficie parametrizada por lineas de
curvatura son curvas de Dupin planas es equivalente a decir que esta hipersuperficie es de dupin.

5. Conclusiones. De los resultados obtenidos en este trabajo podemos hacer las siguientes conclusio-
nes:
Para n > 4, no existen hipersuperficies de Dupin propias parametrizadas por lineas de curvatura con n
curvaturas principales distintas y curvatura de Mobius constante. Toda foliacién umbilical de una hipersu-
perficie parametrizada por lineas de curvatura es de Dupin. No siempre las foliaciones de una hipersuperficie
de Dupin son superficies minimas. Dada una hipersuperficie en R"*! parametrizada por lineas de curvatura
siempre es posible encontrar una hipersuperficie parametrizada por lineas de curvatura en la esfera unitaria
Sn+1 satisfaciendo la ecuacién (3.13).

6. Recomendaciones y Propuestas. Resultados semejantes pueden ser obtenidos considerando hi-
persuperficies parametrizadas por lineas de curvatura con curvaturas principales distintas en H"*!, por
aparecer futuramente.
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