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Resumen
En este trabajo estudiamos la estabilidad estructural topoldgica para una familia de semigrupos no lineales Tp,(+)
sobre espacios de Banach X}, dependiendo de un pardmetro h.
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Abstract
In this work we study the topological structural stability for a family of nonlinear semigroups Ty, (-) on Banach
spaces Xy, which dependent on a parameter h.
Keywords. Stability projected spaces, Banach spaces.

1. Introduccién. En la teoria de sistemas dindmicos, un sistema es topolégicamente estructuralmente estable
si las propiedades topoldgicas del sistema dindmico permanecen iguales después de una perturbacién pequeiia de
la transformacién que define la dindmica, es decir, el comportamiento cualitativo de las trayectorias no es afectado
por perturbaciones pequefas. Por ejemplo, los puntos fijos y 6rbitas periddicas (pero no sus periodos).

En el 4ambito de un semigrupo dindmicamente gradiente no lineal dentro de un espacio de Banach fijo, que
posee un atractor global, si existe un niimero finito de puntos de equilibrio hiperbdlico dentro del atractor global,
entonces todas las soluciones globales dentro del atractor tienden a un punto de equilibrio cuando el tiempo tiende
a +00 0 —oo, este hecho también previene la existencia de estructuras homoclinas entre estos puntos de equili-
brio ( [6, Teorema 1.5]). De manera general, esto también ocurre cuando cambiamos los puntos de equilibrio por
conjuntos invariantes aislados ( [6, Teorema 2.13]). Si estas propiedades permanecen inalteradas bajo perturbacio-
nes, decimos que son topoldgicamente estructuralmente estables. Esto significa que la dindmica dentro del atractor
global es robusta debido a las propiedades del semigrupo definido sobre el espacio de Banach fijo. Una de estas
propiedades, es la colectividad asintética compacta, la cual nos dice que la sucesion de semigrupos que aparece
debido a la perturbacién del semigrupo inicial tiene una subsucesion convergente a un elemento en el espacio de
Banach fijo cuando el tiempo tiende a oo para elementos acotados del espacio.

Este comportamiento de la estabilidad estructural topoldgica fue extendido para los semigrupos gradientes,
gracias al [1, Teorema 1.1]. En dicho articulo, prueban que los semigrupos gradientes y dindimicamente gradientes
son equivalentes en un espacio de Banach fijo.

En este trabajo, vamos a probar que la estabilidad estructural topolégica de los semigrupos gradientes, To(t) :
Xo — X, con respecto a una coleccién finita .7 = {=1,...,Z, 0} de conjuntos invariantes aislados sobre un
espacio de Banach X ( [7, Teorema 5.26]), también es valido para el espacio de Banach X}, (de dimensidn finita
o infinita), para h € (0, 1]. Note que el semigrupo no lineal T} (¢t) : X, — X, y el espacio de Banach X, estdn
variando con respecto a cada h € (0, 1].
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2. Preliminares. Sea X un espacio métrico con distanciad : X x X — R.

Definicién 1. Decimos que una familia {T (t) : t > 0} de aplicaciones continuas del espacio X en si mismo
es un semigrupo no lineal en X, o simplemente semigrupo si no hay riesgo de confusion, cuando se cumplen las
tres propiedades siguientes:

(i) T(0) = I la aplicacion identidad del espacio X.
(ii) T(t + s) = T(t)T(s), cualquiera que sea la pareja de niimeros reales no negativos t 'y s (propiedad de
Semigrupo).

(iii) La aplicacion [0,00) x X 3 (t,z) = T(t)x € X es continua.

Definicion 2. Decimos que un subconjunto A C X es invariante respecto del semigrupo {T'(t) : t > 0}, o
simplemente invariante, cuando para todo t > 0 se tiene T(t)A = A.

Proposicion 1. Un subconjunto A C X es invariante por T (-) si y sélo si A es una unidn de drbitas globales
deT (-).

Definicion 3. Dados A y B, subconjuntos no vacios de X, se define la semidistancia de Hausdorff desde A
hasta B como

dist(A, B) := sup inf d(a,b) = sup d(a, B),
acAbEB a€A

donde d(a, B) := bl'njfg d(a,b) es la distancia usual entre un punto y un conjunto, mientras que la distancia simé-
€

trica de Hausdorff entre Ay B es definida por

dp (A, B) := dist(A, B) + dist(B, A).

Definicion 4. Se dice que un subconjunto A de X atrae a un subconjunto B de X, o que el subconjunto B es
atraido por el subconjunto A, por medio del semigrupo T(-) cuando

lim dist(T(t)B,A) =0.

t—o0

Definicion 5. Decimos que un subconjunto A de X es un atractor global para el semigrupo {T'(t) : t > 0},
si es un conjunto compacto, invariante por T'(-) y atrae a todos los subconjuntos acotados de X por la accion de
T().

Definicion 6. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y . :== {Z21,Z2,--+ ,Z,}
una familia finita de conjuntos invariantes aislados.

Diremos que {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente generalizado respecto de la familia .7, cuando existe
una funcion 'V : X — R satisfaciendo las cuatro propiedades siguientes:

(i) V : X — R es una funcion continua.
(ii) V. : X — R es no creciente a lo largo de soluciones, es decir, para todo x € X la funcion real
[0,00) 5t — V(T (t)x) € R es no creciente.
(iii) Si para algiin © € X se tiene que V(T (t)x) = V(x) para todo t > 0, entonces x € Z para algiin
Ee s
(iv) V : X — R es constante sobre cada subconjunto invariante aislado perteneciente a S, o sea, para cada
= € . existe un nimero real L = L(E) tal que V (x) = L cualquiera que sea x € Z.

Una funcion V : X — R que cumple estas cuatro propiedades se llama una funcion de Lyapunov generali-
zada para T'(-) asociada a la familia S.

En el caso especial en que & = £ := {27,253, , 2%}, el conjunto de puntos estacionarios de T(-), se dice
simplemente que T'(-) es un semigrupo gradiente y la funcion V : X — R asociada, una funcion de Lyapunoy.

Definicion 7. Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y = un conjunto invariante
por él. Se define:

(a) El conjunto inestable de = como

WZE) :={z € X : existe £ : R — X solucion global con £(0) = x

tal que t_l}r_noo dist(&(t),=2) = 0}.

(b) El conjunto estable de = como

WH(E) :={zx € X : lim dist(T(t)z,Z) = 0}.
t—o0
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Denotemos por N’, N” subconjuntos infinitos de N = {1,2, 3, - - - }. Sean { X}, } ,¢[0,1) una familia de espacios
de Banach y {Ph}he(o,l] una sucesién de operadores lineales acotados Py, : Xo — Xp, P € Z(Xo, Xn),
h € (0, 1], con la siguiente propiedad:

h—0
2.1 ||Phu0HXh i) ||u0||X07 Yug € Xg.

Usualmente, en las aplicaciones las X} son de dimensién finita; pero en la teoria formal esta hipétesis no es
necesaria.
Definicién 8. Decimos que una sucesion {un}pe(0,1), con up, € Xy, para todo h € (0, 1] es &7 —convergente

. . h—0 @ . ..
hacia uwy € Xo si |lup — Ppuol|x, — 0. Denotemos u, — wug para decir que la sucesion {un}pe(o0,1]
P —converge para ugy cuando h — 0. De manera similar la &7 —convergencia de sucesiones es definida: Una

., n—oo .
sucesion {up,, tnen de up, € Xp, com hy, — 0, P —converge a ug € Xy si

n—,oo

|wn, — Pr,uollx,, — 0.

Definicion 9. Se dice que una sucesion { Ay} he(0,1) de operadores Ay, : Xy, — Yy, & 2—convergente hacia

el operador Ay : Xog — Yy cuando h — 0, si Apup 2, Agug siempre que up, 2, ug. Escribimos Ay, d Ap
cuando h — 0 para denotar que Ay, P 2—convergente hacia Ay.
Definicién 10. Sea {T},(t) : t = 0}p¢(o,1) una familia de semigrupos no lineares en Xy, para h € (0, 1]. Se

dice que Ty, () == To(-) uniformemente en compactos de R™ x X si para cada T > 0y para todo subconjunto
compacto Dy de X se tiene que

lim sup sup ||Th(t)un — PrTo(t)uol|x, =0
h=0¢eci0,7] uo€Do

siempre que

lim sup |up — Pruollx, =0.
h—0 wo€ Do

Definicién 11. Una familia de semigrupos {Ty(t) : t > O}pejo,1) en el espacio de Banach Xy, para todo
h € [0,1], es &—Colectivamente Asintéticamente Compacta si, para cada sucesion {hy}ren en (0,1] con

k—o0 ., .. . ..
hi — 0, cada sucesion acotada {xy}ren en Xp, y cada sucesion {t}ren de nimeros reales positivos con
k—oo

ty — 00, la sucesion {Tp, (tr)xy ren tiene una subsucesion & —convergente hacia un elemento en Xo.
3. Resultado Principal. En esta seccién presentamos el resultado principal de este trabajo.
Teorema 1. Sea {T},(t) : t > O}pcjo,1) una familia & —colectivamente asintdticamente compacta de semi-

grupos no lineales en un espacio de Banach Xy, para todo h € [0,1] y Ty (t) 2% To(t), paratodot € K, con K
subconjunto compacto de R. Supongamos que, se verifican las siguientes hipotesis:
(a) Paracadah € [0,1], el semigrupo {T},(t) : t > 0} posee atractor global Ay, con supp,co,1) SUP, c 4,
0.
(b) Existe un natural p tal que para cada h € [0, 1], el semigrupo {T},(t) : t > 0} posee una familia disjunta
de conjuntos invariantes aislados

h ={Z1h, B2, -, Epnt CAp
que se comportan & —continuamente en h = 0, es decir, que para cadai = 1,2, ..., p se tiene

diStXh (Ei,h, PhEi70) -+ diStXh (PhEi’O, Ei,h) —0 cuando h — 0;

(c) Elsemigrupo {Ty(t) : t > 0} es de tipo gradiente generalizado respecto de la familia %y = {Z1,0,Z20, . ..

d) La familia de variedades inestables locales de Z; , se comporta &’ —continuamente en h = 0, es decir,
, D
existe p tal que

distx, (W (Ein), PaWE(Zi0)) + distx, (PaW (Es0), W (Ei ) =3 0.

(e) Existe un & > 0 tal que, para todo h € [0,1)y j = 1,--- ,p; E; 5, es el invariante maximal para el
semigrupo T}, (-) dentro de Os,(PrZ; o). Ademds, 0y es tal que los dg-entorno de Py = o son disjuntos.
Entonces,

1. la familia de atractores { Ay, } e (0,1] es &P —semicontinua superior en h = 0 siempre que (a) sea vdlido;

thXh <

Zp0}-
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2. la familia de atractores { An}re(0,1) es & —semicontinua inferior en h = 0 siempre que (a), (b), () y
(d) sean vdlidos; y

3. existe un hy € (0,1] tal que para todo h € [0, ho| el semigrupo {Ty(t) : t
tipo gradiente generalizado respecto de la familia %, = {E1 p,Z2,h, .., 2
y (e) sean vdlidos. Consecuentemente,

> 0} contenido en X}, es de
p.h } siempre que (a), (), (c)

p
A= JW"Ein), VYhe 0, hol.

=1

La demostracion de este resultado con todos sus detalles se encuentra en [2] ( Teorema 8).
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