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Resumen

En este articulo presentamos la teoria que nos garantiza la convexificacion de una funcion estrictamente
mondtona. Se demuestra un teorema y dos corolarios para la convexificacion de funciones estrictamente
mondtonas dos veces continuamente diferenciables, luego se generaliza estos resultados para la convexi-
ficacion de funciones estrictamente monotonas no diferenciables. Ambos casos son ejemplificados. Estos
resultados se usan en optimizacion de funciones monotonas no diferenciables.
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Abstract
This paper presents the theory that guarantees the convexification of a strictly monotone function. We
proves a theorem and two corollaries for convexification of strictly monotones functions twice continuously
differentiable, then the generalization of these results is presented for convexification of nondifferentiable
strictly monotones functions. Both cases are exemplars. This results are using in optimization nonsmooth.

Keywords. Convexification, monotonicity, nonsmooth functions.

1. Introduccién. En lo referente a problemas de optimizacion global una clase importante de estos
problemas es la que estudia la optimizacion de funciones monotonas que aparecen en varias aplicaciones
como puede verse en [7] y [8]. Generalmente las funciones de los problemas de optimizacion monotona
son no convexas por lo tanto disefiar algoritmos que los resuelvan eficientemente resulta todo un reto. Una
forma de resolver estos problemas consiste en la formulacion de un problema equivalente pero convexo y
aprovechar asi las propiedades de optimalidad que proporciona la convexidad de las funciones. El método
de convexificacion, mediante ciertas transformaciones, convierte un problema de optimizacion monotona
en un problema de minimizacion concavo [6] el cual puede resolverse eficientemente usando métodos desa-
rrollados para minimizacion concava.

Los conceptos de funciones convexas de rango transformable y las funciones convexas de dominio transfor-
mable, fueron introducidos por [6] y [10]. Entre los primeros trabajos sobre convexificacion de problemas
no convexos a problemas convexos se tiene el trabajo de Sun et.all [9]. En particular la programacion
geométrica y la programacion fraccional son dos clases de problemas de optimizacion no-convexa, que se
pueden convexificar.

En el presente trabajo presentamos resultados que permiten convexificar funciones de optimizacion estric-
tamente monotonas dos veces continuamente diferenciables y de funciones estrictamente mondtonas no
diferenciables, demostrando un teorema y dos corolarios para cada caso con sus respectivos ejemplos.
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1.1. Monotonicidad y convexidad. Definicion 1. Una funcion f : R™ — R es creciente (decreciente)
en D C R" con respecto a x; si

f(l‘l,l‘g, veey xi_l,x%,xiﬂ, ...,l‘n) S (Z)f(xl,xg, ...,xi_l,xf,xi_,_l, ,xn)

1 2 1.2 .
para x; < x7, donde x},x7 € D; = {z;: (21,%2, ..., Ti—1, i, Tit1,..-, Tn) € D}
Una funcion f : R™ — R es estrictamente creciente (estrictamente decreciente) en D C R™ con respecto
ax; si

f(xlyl?a "'71:1',—179:@171‘714-17 ...737,”,) < (>)f($17932, "'7xi—1ax127xi+17 7'rn)

para x} < a2, donde x},2? € Dy = {x; (1,2, 0y Ti—1, Ti, Tig1, -y Tp) € D}

Definicion 2. Una funcion f : D C R™ — R es creciente (decreciente) si para cualquier x,y € D
conz; <y;parai =1,2,...,n, se cumple f(x) < (>)f(y). Una funcion f(x) es estrictamente creciente
(estrictamente decreciente)si para cualquier x,y € D con x; < y; parai = 1,2,....ny x #* y se cumple
f(@) < (>)F W)

Definicion 3. f : D C R™ — R es una funcion mondtona en D C R™ si y sélo si f es creciente o
decreciente.

Definicién 4. Sea C' C R", es un conjunto convexo si'y sélo si para cualquier x1,25 € C'y X € [0,1],
se cumple

(1 — )\).’L’l + Azg € C.

Es decir, el segmento de recta que une x1 'y xo estd en C.
Ejemplo 1. Probar que C = {x € R" : Ax = b, Apxn, bnx1} €s un conjunto convexo.
En efecto: Sea y1,y2 € C'y A € [0,1], entonces

Ayl =b

AZ/Z = ba
y
(1.1) (1—A)Ay, = (1—A\)b
(1.2) Ays = Ab.

Sumando (1,1) y (1,2)
(1—=XN)Ay1 + Ays = (1 = X)b+ \b
Al(1 = Ny1 + Aya] = 0.

Como (1 — N)y1 + Ay2 € C, entonces C' es un conjunto convexo.
Definicion 5. Sea f : C — R, donde C' es un conjunto convexo no vacio en R™. f es una funcion
convexa en C siy solo si

fQz1+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A)f(22), Vri,z2 € C y A €|0,1].
La funcion f es llamada estrictamente convexa si

FOzr+ (1 = XNxa) < Af(z1) + (1 = N)f(x2), Ve, 2 € C y A €0,1].

Teorema 1. Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R una funcién dos veces
diferenciable en S. Entonces f es convexa si y solo si la matriz hessiana es semidefinida positiva para cada
punto en S.

1.2. Analisis no diferenciable. Definicion 6. Sea Y un subconjunto de R™. Una funcion f : Y — R
satisface la condicion de Lipschitz si existe una constante k no negativa tal que

If(x) = f)| <kllz—yl Vr,y €Y.
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Definicion 7. Sea f : R® — R una funcion Lipschitz continua en x € R™ y d un vector en R". La
derivada direccional generalizada de f en x en la direccion d, se define

 d) = Timsup L@ D) = F()
f(wyd)—lil%lf "

donde y es un vector en R™ y t es un escalar positivo. A f(x;d) también se conoce como derivada genera-
lizada de Clarke.

Definicion 8. Sea f : R™ — R una funcion Lipschitz continua en x € R"™ . La subdiferencial o
gradiente de Clarke de f en x es el conjunto O f(x) de vectores § € R™ tal que

Of (x) ={€ e R™: f(z;d) > ¢Td,Vd € R"}.

Teorema 2. Sea [ : R™ — R una funcion Lipschitz continua en x € R™. Entonces

f(z;d) = méx{¢Td : € € Of(x)} vdeR"

Definicion 9. La subdiferencial de una funcion convexa f : R™ — R en x € R™ es el conjunto 0. f (x)
de vectores £ € R™ tal que

Ocf(x) ={E€R™: fy) = fz) + €& (y — ), Vy € R"}.

Cada vector & € O..f(x) es llamado subgradiente de f en x.
Teorema 3. Sea f : R™ — R una funcion convexa. Entonces la derivada direccional cldsica, f'(xz,d),
existe en toda direccion d € R" yVa € R"

fl(z,d) =maz{€Td: €€ 0.f(x)},VdER" y
Oef(x)={E€R™: f'(x,d) >&Td, VdeR"}.

Teorema 4. La subdiferencial para funciones Lipschitz continua es una generalizacion de la subdi-
ferencial para funciones convexas. Entonces, si f : R" — R es una funcion convexa, se cumple que
f(x,d) = f(x;d) para todo d € R", y .f(x) = Of (z).

Teorema 5. La subdiferencial para funciones Lipschitz continua es una generalizacion de la derivada
cldasica. Entonces, si f : R™ — R es una funcion Lipschitz continua y diferenciable en x € R"™, se cumple
que V f(x) € 0f(x).

Ademds, si f : R™ — R es continuamente diferenciable en x € R", entonce 0f(x) = {V f(z)}.

Definicion 10. Una funcion f es regular en x* si la derivada direccional f'(x*;d) existe para todo
de Ry f'(x*;d) = f(x*;d) para todo d € R", donde f(x*;d) es la derivada direccional de Clarke.

Teorema 6. Sea la funcion g : Y C R" — R, definida como g = f(h), donde h : Y — R"
yf:R* — R Si f es una funcion regular en v = h(y), y € Y, y h una funcién continuamente
diferenciable, entonces g es una funcion regular.

Definicién 11. Suponer que {z*} C R™ converge a z* € R™ con z* # x* para cada k.

La sucesion {x*} es convergente a x* en la direccion u si existe {t},} satisfaciendo: t;, > 0y t;, — 0

zk—a*
t

—=} — u. Se observa que {x*} converge a x* en la direccion u si'y solo si

para k — oo, tal que {
{ bz b

ok —a~| [l
Definicion 12. Sea u € R™. Entonces se define 0, f (x*) como el conjunto de vectores v tal que, para
cada uno de ellos, existen sucesiones {x*} y {v*} con {x*} que converge a x* en la direccién u, {v*} que
converge a vy v* pertenece a O f (x*) para cada k. Luego, 0, f(z*) C Of (z*).
Definicion 13. Sea v* € 9, f(x*). La derivada direccional inferior de segundo orden de f en x* y v*

en la direccion u, f"(x*,v*,u) se define como
lfm inf(v* — v*)T (2 — 2*) /13,

tomado sobre las sucesiones {x*}, {v*}, {t} para los cuales
(i) t, > 0 para cada k 'y {x*} converge a x*.
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(i) {(Ikt%)} converge a u.
(iii) {v*} converge a v* con v* € df (%) para cada k.

Definicién 14. Una funcion f es semisuave en x* si la sucesion {(v*)Tu} converge siempre que {x*}
converge a x* en la direccion uy v* € 0f(x*) para cada k.

Teorema 7. Sea la funcion g : Y C R — R, definida como g = f(h), donde h : Y — R"
yf:R* — R Si f es una funcion semisuave en x = h(y), y € Y, y h una funcion continuamente
diferenciable, entonces g es una funcion semisuave.

Lema 1. Suponer que f es semisuave y regular en un conjunto abierto convexo W. Suponer también
que f"(x*,v*,u) > 0 para cada tripleta (x*,v*,u) con z* € W, u € R™, y v* € 9, f(z*). Entonces, f
es convexa en W.

2. Material y Métodos.

2.1. Objeto de estudio.
a) Funciones estrictamente mondotonas.
b) Convexificacion de funciones estrictamente mondtonas dos veces continuamente diferenciables.
c) Convexificacion de funciones estrictamente monotonas no diferenciables

2.2. Instrumentos de recoleccion de datos. Sea f una funcion definida en:
2.1) X =[]y, L] = I, La] x [l2, Lo] X .. X [, Lyy]
j=1

con 0 < l; < Lj para cada j. La funcion [ es llamada funcion estrictamente mondtona si es una funcion
estrictamente mondtona para cada x;.

Sea h : (y1,y2, -, Yn) —> (h1(y1), ha(y2), ..., hn(yYn)) una funcion biyectiva y sea la siguiente transfor-
macion de variable de la funcion f,

(2.2) g(y) = f(h(y)),

donde el dominio de g es
2.3) Y =[]y =[Ir "0 LD

2.3. Métodos y técnicas.

2.3.1. Convexificacion de funciones estrictamente monétonas dos veces continuamente diferen-
ciables. Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable y S™ = {d € R" : ||d|| = 1}, se define

o=min{d"V2f(x)d : z€X,deS"}

nmin{af : a:EX,jl,Z,...,n}.
6xj

Teorema 8. Sea f una funcion dos veces continuamente diferenciable y estrictamente creciente en X
conn > 0yh;, j=1,2,...,n funciones dos veces continuamente diferenciable y estrictamente monotona
que satisfacen la siguiente condicion

h;‘/ (y) o
h'(y)2 = 0’

entonces g(y) = f(h(y)) es una funcion convexa en'Y. Demostracion

Debido a que [y h son funciones dos veces continuamente diferenciable, entonces g es una funcion dos
veces continuamente diferenciable, por lo que serd suficiente probar que la matriz hessiana de g es semi-
definida positivaen'Y .

(2.4) Vy, €Y;, j=12,..n,
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Para cualquier y € Y, sea x = h(y), entonces x € X, luego:

99 ., Of
99—y 2L ~1,2,.
6y] ](yj)axja y Ly ey 1T
029 of 02 f
2. — = h!(y; e 2 —1.2
( 5) ayf hz (y )axl (h ( )) 6:0,?’ ? < y
9%y LN o*f -
(2.6) Doy h (yz)hj(yg)axiaxj #J, 5i=12,..,n

Luego la matriz hessiana, H(y), de g es

r 8%g 8%y 8%g 8%g ]
aylzayl (y) ay18y2 (y) 5y128y3 (y) 3y1ayn (y)
0%g 9%g ) 0g ) 2%g
9yz0y1 Yy 9y20ys Yy 8yazzt9y3 Yy 9y20yn Y
2 ) g g9 g
H(y) =V29(y) = | aysom V) 550 W) 5505 V) Fysoun (Y)
829. 8%g 82g' 9?
L 0ynOy1 (v) 0Yn 0y2 (¥) 0yn0y3 (y) 0YnOYn (y)-
Sea
i = hi(yi),
W= (),
8 0
% = o (@)
9 I¢)
671; = 87%0(95),
%f  _  9%f Lo
Bui07; = Duida; (z), Vi, =1,2,...,n.
Reemplazando (2.5)y (2.6) en H(y)
| of h/ 20%f h/ 1Y 9% f h/ 1Y 8% f
19z, +( ) ox7 2811812 namlarn
BN, 1 of 1\2 02 f r e O%f
h hl (99326:E1 h2 Oxo + (h ) h hn amgax
of 20°f
h, hll on 811 e ot hoer + (o) gr
’ rY 8° f / ; 9%f / ; B%f ’
h [(h/1)2 afl + :| h hl 3I13I2 h e hl Ox10x, h’
' / / hy 8?2 f / i '
- 2 azmlh 1, { age el + Sy - b g1,
0% f g ’ / ’ h, f f ] g
L hn 8:::"89:1 hl hn 8$n8$2 h2 U h’ﬂ (h!)? O0zy, + 6z?l:| hn
i W of Lo oy T
W, 0 - 0 8B 611 8:1: Jz1 022 D10y Ry 0 0
r 9 f hy af | 9*f 8% f /
o 0 h2 0 9x20x (h2)2 Oz + 9z 0220, 0 h2 0
|0 0 -+ A 0*f o f ow o L er| O 0 -
Oz 021 OxpOx2 (h1)? Oxy ox2
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88
Sea
Wy, 0 - 0
0 hy -~ 0
A =|. . . .
/
0 0 - R,
YT o L o
(hh)? 0w21 Ox? Ox10x2 , 8w128a:”
3 hy 9 o) d
C(CL’) _ ro0T1 (h%) o ox3 L0,
°f 2°f . hy, of 2°f
L 0x, 011 OxpnO0xo (h!))? 0zy, Ox2
o°f o’f ... _9f by of 0 . 0
0x3 01102 0110z, (h7)? Oy
o*f 2*f 2*f hy of
_ dz2071 dxZ dz202, n 0 (hy)2 9z2 0
oy o oy . 9 0 0 hy,  Of
0z, 0x1 Ox, 0o ox?2 (h!,)? 0zy
= (V?f(x) + B(x)),
donde
[ 9%f o’f ... _9f
0z dx10xo Ox10x,
?f of ... o
2 Ox20x1 0x3 0x20Ty,
Vif(z) = - ;
92 i 8% f
0z, 011 O0x,0x2 ox?2
B h/ll aof
AT 0
hy  of
Ba—| °  0irom !
hi,  of
.0 0 B )? B

En consecuencia H(y) = A(y)(V2f(z) + B(x))A(y).
Ahora para todo d € S™

d"H(y)d = d* A(y)C(x) A(z)d.

Es claro que A(y)C(x)A(y) es una matriz semidefinida positiva si'y solo si C(x) es una matriz semidefinida

positiva.
Por la definicion de o y n, se tiene

d'V2f(x)d >0  VdeSm,

of
@Zn>0 Va; € [, Lyl
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y para cualquier d € S™,

d'C(x)d = d* (V?f(x) + B(z))d
:dTv%ﬂxyﬁ+dTB@md

W) o
=7 +Zax] h’ e

2o (o)) 28

=o—a|d]
=0—0
:O’

es decir, dT C(x)d > 0. Luego C(z) es una matriz semidefinida positiva.
Entonces H(y) = V2g(y) es una matriz semidefinida positiva.
Por lo tanto g es una funcion convexa. \%
Similarmente, una funcion estrictamente decreciente se puede convertir a una funcion convexa a través de
trasformaciones de variables satisfaciendo
hj (y;) o
J\7J] .
WS-*, VyJEYJ, ]—172,...,71.
5 \Yj n
Hay funciones especificas que satisfacen la condicion (2.4), en particular, considerar las siguientes dos
funciones

1 1
2.7 hj(yj) = Eln (1 — ) s p >0, 7=12,...n

(2.8) hi(y;) =y; s p >0, i=12..n.

Corolario 1. Sea f una funcion que satisface las condiciones del teorema anterior, con

1 1
hj(y; :1n<1_>’ p >0, J=12..n,
) = (1-1

1

entonces existe una constante p1 > 0tal que g(y) = f(h(y)) es una funcion convexaenY = ey ﬁ

cuando p > p1. Demostracion
Serd suficiente probar que se cumple (2.4), notar que

) = - <1_1> (-3)

<z
—
&

S~—
I
hS RN

"Vl Bl
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Ya que y; < 0 paray; € , se tiene

[ o)
(1=e7)" (1=e"7)
1 1—2y;
h}’(yj) P (yf(yj—1)2)
[W(y)2 (1 1 2

7 (5 (yj(yjfl)))

_ PP = 2y) (s (y; — 1))
py; (y; — 1)

= p(1—2y;)
> p.

Para que la condicion (2.4) se cumpla, se debe satisfacer que p > p; = max {0, —%}

Por lo tanto g es una funcion convexa en'Y cuando p > p;. v
De forma similar se enuncia el siguiente corolario usando la funcion (2. 6).
Corolario 2. Sea f una funcion que satisface las condiciones del teorema anterior, con

1

hi(y;) =y; 7 p>0, j=12 ..n
entonces existe un py > 0 tal que g(y) = f(h(y)) es una funcion convexaenY = [ [L;*,1;*] cuando

p = pa2. Demostracion
Serd suficiente probar que se cumple (2.4), notar que

, 1 (=11
hj(yj):*EyJ( )

h (y;) = (—i) (_119 _ 1) yj(_—%fz)

1 1 (-1-2)
- \-+1)y " .
p p

Ahora para todo y; € [Lj_p, lj_p], se tiene

i) _ () Gr)u
(W (y;))? <1 (_;_1)>2

pues,

1
entonces, y]?’ > Lj_1 = %
J

Sea L = maxlSanLj,

luego

1 o

(1+p)7—=——

L 7

(1+p)>-2L
n
p>-2L-1
n
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Por lo tanto la condicion (2.4) se cumple cuando p > ps = max {0, —%L — 1}. \%

Fara ilustrar la convexificacion de una funcion estrictamente mondtona se considera el siguiente ejem-
plo.
Ejemplo 2. Sea la funcion

f(;zc):%(m—2)3+a:, zeX =13

Usando los corolarios (1) y (2), hallar los valores de p para garantizar la convexificacion de f.
En efecto
La funcion f es no convexa, pues

flx)=(x -2 +1
f'(@) =2(z - 2),
al evaluar para © = 1, se tiene que f"(x) = —2. Entonces f(x) es una funcion no convexa.
Notar que
flx)=(x—2)*+1>1, Vr € [1,3]
f(z) =2(x—2) > -2, Vz € [1, 3]

Usando la funcion definida en (2.7) y el corolario (1),

35 T T T T T T

25 e

fld o

0.5 L L L L L L L
1 1.2 14 1.6 1.8 2 22 24 26 28 3
X

Figura 1. funcidn no convexa fix).

p1 = max {0, 0}
n

-2
p1 = max {0, —1} =2,

entonces para cualquier p > p1 = 2 garantiza la convexidad de g.
Usando la funcion definida en (2.8) y el corolario (2),

hallar
P2 = max {O, —EL — 1}
n

_ (2
p2 = max < 0, 1 3—1;, =295,

hallar

entonces para cuaquier p > po = 5 se garantiza la convexidad de g.

Por lo tanto en esta seccion se probo que se puede convexificar una funcion dos veces continuamente
diferenciable estrictamente creciente, en la siguiente seccion se ampliard los resultados de convexificacion
para funciones no suaves. Especificamente se probard que funciones estrictamente mondtonas semisuaves
y regulares pueden ser convertidas en funciones convexas.
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250 i

gly) =} R
15[ // B
//
"'//
1F ~ = 4
’7/,.»"'/
= L I L L
-0.14 -0.12 -0 -0.08 -0.08 -0.04 -0.02
Y
Figura 2. Funcion convexificada gly) con h{y) definida en (2.7) y p=2.
a5 - T T T T T T T T
i
o
i
250 |
I|
I\.
FISaY 1
gly) “|

0.5 L L L L L L L
0 01 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Figura 3. Funcidn convexificada g(y) con h(y) definida en (2.8} y p=5.

2.3.2. Convexificacion de funciones monétonas no diferenciables.. Se consideraa X yY definidos
como en (2.1)y (2.3) respectivamente y g como (2.2).
Sea W un conjunto abierto convexo tal que Y C W.
Teorema 9. Asumir que
i) f es una funcion semisuave y regular en un conjunto abierto convexo que contiene a X.
i) f es una funcion estrictamente creciente en X y

29) fnf min = (&€= (.6 6) €0f (@) 7€ X} 2 >0

yn

(2.10) p=mf{f"(z,v,w) :z e X,[|wl|=1ve€d,f(zx)} >—0c0
iii) hy € C2(W), i =1,2,...,n son funciones estrictamente mondtonas convexas que satisfacen

W) _ o
(2.11) —==>— yeW, i=12..,n
[hi(ya)]? — € ’ ’
donde 0 = —p.
Entonces g es una funcion convexa en cualquier subconjunto convexo de Y. Demostracion
o) Asumir que p > 0.

Tenemos por i) que f es una funcion semisuave y regular en un conjunto abierto convexo contenido en X.
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Por la condicion i1)
p=mf{f"(z,v,w) :ze X, |wl=1ved,f(x)}} < f'(z,v,w),

entonces f"(x,v,w) > p > 0, consecuentemente f"(x,v,w) > 0. Ahora por lema (1) concluimos que f
es una funcion convexa.

o) Sin pérdida de generalidad, asumir que o = —p > 0, es decir, p < 0.

Paray €Y, sea x = h(y), entonces x € X.
Como f es una funcion semisuave en x = h(y) y h es una funcion continuamente diferenciable, por teorema
(7) se tiene que g(y) = f(h(y)) es semisuave en'Y.
También como | es una funcion regular en © = h(y) y h una funcion continuamente diferenciable, entonces
por teorema (6) se tiene que g(y) = f(h(y)) es regularen'Y.
Luego g es una funcion semisuave y regular, por lo que serd suficiente probar que g" (y*,v*,d) > 0 para
cualquier y* € Y, d € R™ y v* € du9(y*). )
En efecto:
dado cualquier y* € Y, d € R", d # 0y v* € 0q9(y*), suponer que {y*}, {vk} y {ty} son sucesiones
tales que

1. tp >0, VEk.

2. {y*} converge a y*.

3. {yk;ky } converge a d.
4. {v*} converge a v*, con v* € dg(y*), para cada k.
Sea z* = h(y*) € X y 2* = h(y*) para cada k, entonces {z*} — z*, cuando k — oo, pues h es uno

a uno. Si h; € C2(W), existe 0%, 05, ... 0% € (0,1) tal que

2.12) hi(yl) = hi(y;) = hi(yy + 05 (F — i)l — ).
COnS@CMentemente
(2.13) a* —x* = h(y*) — h(y*) = VR(")(y* — y*)

donde n* = (k. mb,...nF), nF =yr +0F@F —yr), Vi=1,2,..,n.
También, se tiene que

h;(yj):()v VZ#],
por lo que el jacobiano de h en 1" es

Vh(n*) = diag(hy (n}), hy(13), -, 1, (1)

Dividiendo ambos lados de (2.13) entre ty, y tomando limite cuando k — oo, se obtiene

k _ % k _ %
Tl A S Ctd )
k—oco  tg k—soc0 123
(2.14) = Vh(y*)d,

sea w = Vh(y*)d. Entonces por la definicion (11), {z*} converge a x* en la direccién u.
Por la regla de la cadena de la derivada generalizada del gradiente de Clarke, se cumple que

9g(y) C{Vh(y)s: £ € 0f(h(y))}, yeY.
Ya que v* € Og(y*), entonces existe €& € O f (z*) tal que
2.15) vF = Vh(y*)ek

Por la condicion iii) del teorema, h; es una funcion estrictamente mondtona para cada i, entonces, h};(y;) #
0 para todo 1.
Luego

€8 = Vh(y*) ",
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lim g’“— lim _Vh(y Fy=Lyk

k— 00

:Vh(y) L fm o”
k—>00
= Vh(y") v,

por tanto {&F} converge, sea

= lin ¢
por la cerradura de O f (x), £* € Of(x*), ademds, £ € O, f(x*) y

(2.16) v* = Vh(y*)E™.

Usando (2.15) y (2.16), se tiene

= (Vh(y")&" = Vh(y)E) (" — ")

= (Vh(y")eF — Vh(yF)e* + V(™) — Vh(y")eNT (y" — )

= [(VA(y")&F — Vh(y*)er)T (Vh(yk)i — Vh(y*)¢ )](yk y*)

= (VR(y")E* = Vhy")E) T (v" —y*) + (VR(")E" = VR(y)E)T (v — ")
= (" = &)VRH )W — )+ (€)T (VRS = VRy)) (" — "),

por lo tanto,
Q@17 (0 =) —y*) = (€ =€) VRE) (Y —y) + ()T (VR(Y®) = VR —y).

Como h; € C*(W), se tiene

! * ]‘ / *
(2.18) v =y = hily)) = ha(y)) = () (i — ui) + Shi (C) = v0)?,
(2.19) hi(yl) — hi(yr) = hil (67) (yF — ),
donde
C’“*yﬂra(y -y, 0<aj <1,
6F =y + BE(YF —yh), 0<pBk<1, i=1,2,..,n
También
(2.20) Vh(y*) = diag(h; (y1), hy(y5), .- hn(ys)),

(2:21) Vh(y*) = diag(hy (y1), ko (y3), - b (y3,))-
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Por lo tanto, la ecuacion (2.17) puede ser reescrita usando (2.12), (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21) como

(v* — v*)(y’“ —y")

= [(¢&F s (=) diag(By (yF), ho(WE) o b (U)W —wh) o (WE = )]
+ [51‘ : }diag(h’ (WF) = PR (T), s b (Ul) = B () [(yf—yi‘) e (k=)
= [(& = &M WHWE —yi) + (&5 — &)hL(WE) (Wb —y3) + -+ (& — &) (yi) (s — )]
+ & (R (yh) — B (yl))(y’f*yT)Jr'-'JréZ(hil(yn)*h'n(yn))(yn*yn)}
= [(&F =€) (ha(yr) — ha(yD)) — (&F = DY) + (&1 — DM (y7)
+( fl)h/ (?/1)(91 _yl)} +-
+1(EF = &) (hn(yh) — han(y n))—(fﬁ—ﬁ*) W(UE) 4+ (&5 — &) halys)
+ (& = & () (s — )]
h/ k_h‘/ 1 2 *h;zfz_h{n:; *\2
+ [£T< 1%; _y%;yl))(y’f Sy (Z(Jyg _yz)(y L
= Z(&f — &) (hiyF) — hi(y))
+Z & —&) — (& = EDhalyf) — (& = NN )y — vp)

+Z£:< hz zkfhz( :))(yf_y:)2

¥ —yr)

—ZEk—f o —a}) + Z(f = EDily;) = hilyl) = Pilyd) (i — yb)]

+ Z & (h (G9)) (i = vi)?
i=1

n 1 2
= (€ et - D - ) (h;%c’“ ) P Zs e (w)z)
k 1_ " h/, i 2
= (=)t —a i} D ( +Z£ —x7)%,
ast
* * * * 1 - * *
(W =)W —y") = (€ = €)@" —a") + 5 Y (& = EDR (i — )
i=1
hl/
(2.22) + Zé —a7)?,
donde
nt—uyr, (F—vylf, 6 — vy cuandok — 0o, i=1,2,..,n
ahora como
k _ ,,%\2
o) tm YW _p
k— o0 t
b) lim (¢F—€) =0,
k—o00
¢) lm h{(¢F) = hi(y7),
k— o0
combinando a), b) y ¢) y por teorema (6)
(W —v)? _

(2.23) lm (& — &R (¢F)

2
k—> 00 tk
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Dividiendo por ti a (2.22), se tiene

t2 2 2

(Uk - U*)(yk —y") _ (fk - 5*)@1@ — ") %i h” gk)( — Y )2

h// 5k (1, — )2
hmf?

(2.24) + Zg

aplicando lim inf a (2.24), cuando k — oo y aplicando el teorema (??), se obtiene

k _ % k _ %
lim inf (w vy v')

k— 00 t2

:h'mlnf[(§ 5*)(I —a* %Zn: 61 h// Ck)( 7yf)2

2
k—so0 ts ti

//kx—l‘2

h’ (R

k\2

> liminf (€8 =€)t — o) —|—hm1nf Z (& —&Hnl (¢t )M

k— o0 t2 tk

h//((sk) (.’L‘ — )2
ning)?

+ hm inf Z &

=h'minf(£k &)t ) + = Z lim (&f — g%)h;'(gf)w

k— o0 t2 ti

" RY(OF) (af — a7)?
lim
PSR

por (2.23), y usando (2.14)

k _ % k _ %
minf 00—V —Y7)

k— o0 ti k—so00

zh’minf(gk_f)x — Zg h, 3

h//

9"y 0", d) > (@6 +Z€

Por propiedad se cumple que f" (x,v, \w) = X f"'(x, v, w) para cualquier X > 0y usando (2.9) y (2.10),se
tiene

n
v d) 2 )+ 2 Y Gl
i=1

(o
> [lull® £ (@, € u/ull) + =ellul®

> |[ull*(~0 + o)
=0.

Entonces g" (y*,v*,d) > 0.
Aplicando el lema (1), se concluye que g es una funcion convexa. v

A continuacion se definen dos clases de funciones que satisfacen la condicion (2.11).
Corolario 3. Sea f una funcion definida en X. Suponer que f satisface las condiciones del teorema
(9). Definir

1 1
hi(y; _ln<1—>, p >0, j=12,...,n,
)= (1=
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entonces g(y) = f(h(y)) es una funcion convexa en Y = [ si existe una constante

1
(1—e?'i)” (1—6”%)}
p1 > 0 tal que p > p1. Demostracion

Serd suficiente probar que se cumple la condicion (2.11).

En efecto:

>

<

—~
S

|

AR
VR
[ -
gl
N———
7 N
—_

|

$ |-
~_

) ()
1 1
T (yj(yj - 1))
weo L[ =(y(y; = 1))
" (vs) p( yi(y; — 1)? )
_ 1=y =D +yj)
p\ wyiy;—1)?
1 1— 2y,
S\ 2y - 12 )

1
(1—e%5)? (1—ePTi)

se tiene que y; < 0 para y; € [ }, entonces

hi(y;) > (%21(;]72—%1”)
B (1 (o))’
_ (1= 2y)(y5(y; — 1)
py3(y; — 1)

=p(1 - 2y;)
> p.

Ahora para que la condicion (2.11) se cumpla, se debe tener que p > Z, pero p > 0.
Sea

o
p1 = max {O, —} .
€
Por lo tanto g es convexa cuando p > p. \%
Corolario 4. Sea f una funcion definida en X. Suponer que f satisface las condiciones del teorema
(9). Definir
1

hi(y;) =y; ", p>0, j=12..n

entonces g(y) = f(h(y)) es una funcion convexa en Y = H;l:l[L;p, I;"] si existe un py > 0 tal que
p > p2. Demostracion

Serd suficiente probar que se cumple la condicion (2.11).

En efecto:

1 (=3-1)
h;(yj) = _Eyj

o= (3) (1)
B
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ahora para todo y; € [Lj_p, lj_p], se tiene

—1 P -1

1
luego y; > Lj_1 = L% ysea L = maxi<j<n Lj.

Entonces
vy (3) (1)

(R (y5))? <1 (;1))2

»Yi

-1

(1+p)y;

1
J

1
> (1 —.
> (1+p) I
Ahora para q la condicion (2.11) se cumpla,se debe tener que (1 + p)% > 9

entonces p > ZL — 1 perop > 0.
Sea

P2 = max {O, gL — 1}.
€
Por lo tanto g es convexa cuando p > ps. v

A continuacion se presenta un ejemplo.
Ejemplo 3. Considerar la funcion

f(@) = maz{fi(z), f2(2)} re X =[25],
donde

fil2) = —(1/4) (@ - 5)° + 4, fol@) = (@ = d)|e — 4] + 20— 2.

Aplicando el corolario (3), hallar el valor de p para garantizar la convexidad de g(y) = f(h(h)).
Solucion

Se observa que f es una funcion no convexa y no diferenciable, ademds se verifica que f es una funcion
semisuave y regular en x.

Reescribiendo la funcion f, se tiene

—(1/9)(x =5 +4, z€[2,3),
f(x) = —(I—4)2+2$—27 [37 ]
(x —4)? + 2z — 2, € (4,5).

Ahora hallar la subdiferencial de f

* Para x € [2,3), se tiene por teorema(5), que

Of(x) = —(1/2)(x — 5), pues [ es una funcion continuamente diferenciable en [2,3).
* Para x = 3y por teorema (4) se tiene que O f(x) = 0. f(x), entonces

Df(3) = Af1(3) + (1= N f5(3), YA€ [0,1]
= A1)+ (1-A)(4)
=4 — 3\ VA€ [0,1],

por tanto O f (x) = [1,4].
* Para x € (3,4], se tiene por teorema(5), que
Of(x) = —2(x — 5), pues [ es una funcion continuamente diferenciable en (3, 4].
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. .

2 3 4 5
X

Figura 4. funcién no convexa y no diferenciable f{x)

* Para x € (4, 5], se tiene por teorema(5), que

Of (x) = 2(x — 3), pues f es una funcion continuamente diferenciable en (4, 5].
Notar que £ > 1 para cualquier £ € 0f(x).

Asie = 1. Para |u| = 1y v € 0, f(x), se tiene

-1/2, z€]2,3),
(@, v,u) = -2, xe(3,4),
2, o« e(4,5).

Faltaria analizar parax =3y x = 4.
Para x = 4, se tiene que v = 2, donde v € 0, f(4), luego
f//(47 2a _1) = _2a

£7(4,2,1) = 2.

ul=1ywv € 0y f(3), setiene
f”(3,v,u) = max{)\lf{/(3) + AQfél(g) : (>‘17>\2) € 5(370)}7

Para x = 3,

donde
S(3,v)) = {(A1,A2) : v=A1f1(3) + A2 f5(3), A1, A2 >0, A\ + Ao =1},
Para
AB) =1 f£,3)=4, 1(3) =-1/2, 5 (3) =2,
se tiene

f/,(37 L, _1) = _1/27

f//(374a 1) = _27

entonces parav € (1,4) y [u| =1,

f”(3,v,u) = _1/2

Por lo tanto, para cualquier x € [2,5], y v € O, f (),
f”(x,v,u) > —2=p,

perooc = —p = 2.
Luego, por el corolario (3),

o 2
p1 = max {O,f} = mazx {O,} =2.
€ 1

Por lo tanto, para cualquier p > 2 garantiza la convexidad de g(y)=f(h(y)).
Los resultados dados en esta seccion proporcionan una base tedrica para extender el alcance de los
métodos de convexificacion para funciones estrictamente mondotonas no diferenciables.
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| L L 1 I
-15 -10 5 0

¥
Figura 5. Funcién convexificada giy) con p=2

3. Resultados. Los principales resultados del presente trabajo estdn dados en el teorema 8 y los

corolarios 1y 2 para la convexificacion de funciones estrictamente monotonas dos veces continuamente
diferenciables y el teorema 9 con los corolarios 3 y 4 para la convexificacion de funciones estrictamente
monotonas no diferenciables. Proporcionan una base tedrica para extender el alcance de los métodos
de convexificacion para funciones estrictamente monotonas dos veces continuamente diferenciables y no
diferenciables que se presentan en problemas de optimizacion global.
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