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Resumen
En este articulo es estudiado el control éptimo de un sistema de pardmetros distribuidos aplicado a un problema de
contaminacion ambiental. El modelo consiste de una ecuacion diferencial parcial de tipo parabdlico que modela
el transporte de una sustancia contaminante en un fluido. En el modelo es considerado la velocidad con que
el contaminante se propaga en el medio ambiente y la degradacion que la sustancia contaminante sufre por la
presencia de un factor inhibidor biologico, que descompone el contaminante a una tasa que no depende del
espacio y el tiempo. Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange es posible probar la existencia de
solucion del problema de control y la obtencion de las condiciones de optimalidad para el control optimo.
Palabras clave. Contaminacién ambiental, multiplicador de Lagrange, condiciones de optimalidad.

Abstract
This article is studied the optimal control of distributed parameter systems applied to an environmental pollution
problem. The model consists of a differential equation partial parabolic modeling of a pollutant transport in a
fluid. The model is considered the speed with which the pollutant spreads in the environment and degradation that
suffers the contaminant by the presence of a factor biological inhibitor, which breaks the contaminant at a rate that
is not dependent on space and time. Using the method of Lagrange multipliers is possible to prove the existence
solving the problem of control and obtaining optimality conditions for optimal control.
Keywords. Environmental pollution, Lagrange multiplier, optimality conditions.

1. Introduccién. Problemas de control éptimo consisten en encontrar, dentro de un conjunto de controles
admisibles U, 4, una funcién u llamada de control éptimo, que minimiza o0 maximiza una funcional J (v, z(v)),
denominada funcional de costo o funcién objetivo. La funcién z(v) representa la variable estado y puede ser
definida como solucién de un problema de valor de frontera que define el comportamiento del sistema a controlar.
Como solucién del problema de control, es considerado el par {u, y}, donde y = y(u) es el estado éptimo [2], [3],
[6]y [8].

El estudio de problemas de control éptimo de sistemas distribuidos tiene por objetivo mostrar la existencia de
la solucién del problema, analizar las propiedades de unicidad y regularidad de la misma y obtener un sistema de
condiciones de optimalidad, necesarias y(o) suficientes. Estas condiciones, que envuelven en general una nueva
funcion llamada de estado adjunto, representan una reformulacién del problema de control 6ptimo en términos
de un problema de valor de frontera y inicial, para una mejor implementacién numérica. La situacién, en que el
estado del sistema a controlar es definido por un problema de valor de frontera linear, representa el caso cldsico y
es ampliamente estudiada por varios autores [8], [12], [14]. En este caso la aplicacién que a cada control asocia el
estado del sistema, es diferenciable con respecto al control y por tanto, el funcional de costo es tambiém Gateux
diferenciable. Asi, las condiciones de optimalidad que caracterizan el controle 6ptimo pueden ser encontradas
derivandose la funcional de costo com relacién al control.

*DEMAT-UFSJ, Sdo Jodo del Rei(jadc13@ufsj.edu.br).
This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NoComercial-Share Alike 4.0.

18


http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM
 http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2016.01.03
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Davalos .- Selecciones Matematicas. 03(01): 18-24 (2016) 19

El caso de mayor dificultad encontrandose cuando la ecuacién que define el estado es no lineal y el sistema
puede tener multiples soluciones. Este tipo de problema es llamado problema de control de sistema singular,
para mas detalles ver las referencias [4], [10], [13]. En el caso de inecuaciones variacionales, para obtener las
condiciones de optimalidad deben ser aplicados métodos diferentes de los cldsicos. La técnica de penalizacion para
obtener un sistema de optimalidad para este tipo de problemas, fue propuesta en el trabajo de Barbu [3]. Utilizando
esta técnica, la inecuacién variacional es penalizado para obtener un problema aproximado sin restricciones sobre
la nueva variable de estado penalizado. Considerando como estado del sistema este problema aproximado, tenemos
un problema de control éptimo definido por un operador lineal, aplicando los métodos clasicos se obtiene el sistema
de optimalidad para posteriormente pasar al limite en el problema penalizado.

En el caso del control 6ptimo de poluicién ambiental, Arantes y Rivera [1] consideran una sustancia contami-
nante sin presencia de un factor bioldgico, utilizando el método de transposicién y el método directo del célculo de
variaciones, obtienen el sistema de optimalidad para un control de tipo puntual para datos no regulares y algunos
resultados numéricos. En este trabajo proponemos la velocidad con que el contaminante se propaga en el medio
ambiente y la degradacién que la sustancia contaminante sufre por la presencia de un factor inhibidor biolégico,
que descompone el contaminante a una tasa que no depende del espacio y el tiempo. El control actia en una region
del fluido representado por un conjunto abierto del espacio bidimensional. Utilizando el método de los multipli-
cadores de Lagrange es posible probar la existencia de solucién del problema de control y la obtencién de las
condiciones de optimalidad para el control éptimo.

2. Formulacion del Problema. El problema de control 6ptimo aplicado a problemas de contaminacion am-
biental consiste en modelar la concentracién de una sustancia contaminante en una determinada regién  C R?
ocupada por un fluido viscoso incompresible. La concentracién del contaminante z(z, t), (z,t) € Q x [0,T] para
T > 0 dado es definido por la ecuacién de estado

zt — DAz + B Nz— Xz = wv(x,t)X,, en Or
z(x,0) = 0 en Q
(5)
z(z,t) = 0 sobre  Xp
S(a,t) = fl=1) sobre Xy

donde Qr = 2 x (0,7),Xp =T'p x (0,7),Xx = 'y x (0,T),D > 0 es el coeficiente de difusion, 5 =
(B1,B2) es el vector velocidad, 3; € C'(Q), A > 0 es la tasa de decaimiento de la sustancia contaminante,
v € Uyq C L2(wT) representa el control actuando en la region de entrada del contaminante w C €2y en el
tiempo, w es asumido un conjunto abierto, wr = w X (0,T). U,q es el conjunto cerrado convexo de los controles
admisibles y vAX,,,. es la fuente contaminante. X, es la funcién caracteristica del conjunto abierto wr C Qr,
f € L*0,T; H'/?>(T'y x (0,T))). Es estudiado el siguiente problema:

P) { J(u,y) < J(v,2), {u,y}V{v,z} €Usa x L?(0,T;L*(Q))

donde z es la solucién del problema (S).

donde
J(v,z) = %/Q [z(a:,T) - zd(x)rdx + g//w v(x,t)*dx dt.

La funcional de costo J interpreta el promedio de la sustancia contaminante en el instante final 7', sujeta al costo
propio del control v presente en la zona de contaminacién wr.

3. Existencia de solucion de la ecuacion de estado. Consideremos el espacio de Sobolev

(3.1) V=Hj, (Q)={zecH(Q)|z=0sobre I'p},
con norma
n 1/2
oz |1
Izllv = -
z—; 0zi || L2(q)

Sea D(€) el conjunto de las restricciones a 2 de las funciones en C5°(IR™), luego, el espacio Hj () es

caracterizado como siendo la clausura de Vo r, = {z € D(Q) | 2 = 0 sobre una vecindad de Tp} en H'(12), es
decir,

L HY(Q)
V = H,, FD(Q) = |:%;FDi| :
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Paray,z € Vy f5; € L*°(Q), definimos la forma bilineal y continua
a(y,z) =D | Vy-Vzdx + / 28 - Vyduz.
Q Q

Consideremos la terna de Hilbert (V, H, V'), donde H = L?(2),y V' es el espacio dual topoldgico de V. Tenemos
la siguiente definicién de solucién de la ecuacién de estado (S).

Definicién 1. Dado f € L(0,T; H'/?(T'y)), decimos que la funcion z - (0,T) — V, es una solucion débil
del sistema (5), si z verifica

(32) (3g§t>,w)+a<z<t>,w>—<m<t>,w>—<v<t>xw<t>,w>+ [ fow, e

Aqui (-, ) representa el producto interno de L*(2).
El segundo término de (3.2) es una funcional lineal y continua en L?(0, T’; V). De los métodos convencionales
para problemas de ecuaciones diferenciales de tipo parabdlico, tenemos la validez del siguiente teorema.
Teorema 1. Dados f € L?(0,T; H/?(T'y)),v € L?(wr) existe una tinica solucién débil z de (S) tal que

2 € L*(0,T; VN H*Q)) n C°0,T; H'(Q)) n C*0,T; L*()).
Del Teorema 1 podemos afirmar que la aplicacion
t — z(t) = z(t;v) escontinnade [0,7] — L*(9).

Por lo tanto, 2(-, T, v) € L?(2). Esto implica que para cada control v € L?(wr), existe un tnico correspondiente
z. En general el lema siguiente es vélido.

Lema 1. si v € L?(w7), entonces la tinica solucién z(z,t;v) de la ecuacion de estado (S) es una aplicacion
afin, es decir

v = z(z, t;v) — z(x,t;0)

es una aplicacion lineal.

El Lema (1) implica que el problema de control (P) puede ser escrito en la forma reducida

(3.3) vnen,lftlad J (v) = J(v, z(v)),

donde z(v) = z(z, t; v).

4. Resultado principal. Siendo v € L?*(wr) y z(-,t;v) € L?(), la funcién costo estd bien definida en
L?(wr). El espacio de los controles U es:

U={ve L*wr)|z(-tv) € L*(Q)}.

1/2
lvllee = (/ |v(:c,t)|2d:cdt—|—/ |z(;L‘,T;U)2d:v>
wT Q

es un Espacio de Hilbert. Definimos el conjunto cerrado convexo

U unido de la norma

4.1 Upg={veU |v>¢ >0}, para ¢, dado en U.

De las definiciones y propiedades de U, U,q, J y utilizando el método directo del célculo de variaciones, se
obtiene el teorema siguiente.

Teorema 2. Seanv € U,y y f € L*(0,T; L*(Ty)). Entonces existe un tinico control dptimo u € Uyq solucion
del problema (P) tal que.

~/

(J (u),v—u) >0, Vve&ly.
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Del Lema (1) tenemos que la aplicacién v — z(x,t;v) — z(x, t;0) es lineal, esto implica que J puede ser
escrito en la forma

- 2
J(v) = %/ [z(m,T;v) —2(z,T;0) 4+ z(x,T;0) — zd(x)} dx
Q
N
+ —/ v(z,t)%dx dt.
2 Jur
Sobre U, 4 definimos: 1a forma bilinear continua
b(v,w) = / [2(T;v) — 2(T;0)][2(T; w) — 2(T;0)] + N/ v w,
Q wr
la funcional lineal y continua:

Lo = / (T 0) — 2(T; 0)][2(T 0) — za(2)]dz
Q

q= %/[Z(T;O) — z4(z)]dx.

Resulta que J toma la forma
~ 1
J (v) = ib(v,v) + Lv+gq.

Asi, del Teorema 2 tenemos V v € U, :
~/

(J (w),v—u) =blu,v —u)+ L(v—u) >0,

después de algunos ajustes se torna V v € Uy, :

/ [y(T;u) — z4)[2(T50 — w) — 2(T50)] + N/ u(v —u) >0,

Q wr

donde y(T;u) = z(x,T;u) es el estado 6ptimo, solucién de la ecuacién de estado (S) para el control 6ptimo
u € Uyyg.

4.1. El Método de los Multiplicadores de Lagrange. Utilizando la linealidad de v — z(t;v) — 2(¢; 0),
introducimos la funcion p € L?(0,T;V) como un multiplicador de Lagrange para escribir la funcional de costo
J en la forma aumentada

J(v) = %/Q(z[T, ] —zd)zda:—kg/ (vX,, ) dxdt
+ / p{vX, — (2[t;v] — 2[t;0]) + &(2[t; v] — 2[t; 0])} dzdt.
Qr

donde
&(2) = DAz — B.Vz + Az,

z[t;v)(z) = 2(z, t;v),
. 0
Z[t;v)(z) = az(m,t;v).

Con estas notaciones la derivada de Gateux para la funcional aumentada J es:

(J /(u),v —uy = /Q(y[T7 u] — zq)(2[T;v — u] — 2[T;0])dx +/ (NuX,, +p)(v —u)dzdt

T

(42) ~ [ pAGelt— u) = 260 - §Gelt0 ] - 2ts0])} ot > .

T
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Siendo z[0; v — u] — z[0; 0] = 0y integrando por partes en la tltima integral de (4.2) se obtiene
[ ptelsv—u - sls0) = [ bl )= 2f0) - [ plasT) (L0 - ol = 2(750),
T T Q

De otro lado, de la definicion de £ e tomando w = v — u tenemos en (4.2)

(4.3) / pﬁ(z[t;w]—z[t;()]):/ p (DA = B.V + A)(2[t; w] — 2[t; 0]).
A seguir simplificamos (4.3).
(4.4) / p Alelt] — =[50 / (Gl = #{0) Ap + / o B L] = 50D

4.5) / p B+ V(z[t; w] — 2[t; 0]) =/ p(z[t;w]—Z[t;O])ﬁ~v—/ (2[t; w] — 2[t;01)8 - Vp.

T FN X (O,T) T
Luego, sustituyendo (4.4) y (4.5) en (4.3) se obtiene:

| peGltul —2pso) = [ (DAp+ 8- Vp ) ltw) - 2[50)

T T

+ /FNX(O’T) <Dg’; +pB- V> (z[t; w] = 2[t; 0]).

Con el objetivo de simplificar (4.2) y basado en la ultima igualdad, definimos el multiplicador de Lagrange p €
L?(0,T; V) siendo la tnica solucién del problema adjunto

pt +DAp+3-Vp+Xp = 0 en Qr
p(z,T) = y[Tiul—2z4 en§
(Sa) p = 0 sobre I'p x (0,7
D% +pBv = 0 sobre Ty x (0, 7).

Por tanto la derivada de Gateux en (4.2) se reduce a

(4.6) / (NuXy, +p)(v—uw)dzedt > 0 Vv €Uy

T

Probando de esta manera el siguiente teorema.

Teorema 3. {u,y} es solucion del problema (P) si y solamente si, existe un multiplicador de Lagrange
p € L?(0,T;V N H?*Q)) n C°%0,T; HY()) N CL(0,T;L*(Q)), solucién del sistema (S,), y satisface el
sistema (S) y u es caracterizado por la condicion de optimalidad (4.6).

Lema 2. Si u € Uyq verifica la condicion de optimalidad (4.6), entonces

u:¢+<¢+%) en wr,
donde (¢)~ = sup{—¢, 0} denota la parte negativa de ¢. Prueba Tomando v = ¢ € U,q en (4.6) tenemos

4.7 / (NuXy,, +p)(¢—u) dxdt > 0 u € Uyg.

T
Considerando v = 2u — ¢ € U,q4 en (4.6), obtenemos

(4.8) / (NuX,, +p)(u—¢)dxdt > 0  u € Uyg.

T

Luego, de (4.7) y (4.8) se obtiene

4.9) / (NuX,,, +p)(u— ¢) dedt = 0.

T
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Escogiendo w = u — ¢ > 0, tenemos de (4.8)

vV
=

/ (NwX,; + NoX,,, + p)w dedt >

T

y siendo w > 0, tenemos
(4.10) w> — (¢+ %) en wr.

De (4.9), concluimos que

/ (NwX,,, + NoX,,, + p)w dzdt = 0.
T

Por tanto

4.11) w=0 en Qr,

(0]

(4.12) w:—(¢+ %) en wr.

De (4.10), (4.11) y (4.12) se obtiene

vmsmfo (5 2)} = (04 2)

u:¢+(¢+%)_.

Por tanto, concluimos que en wr

Los resultados encontrados en los teoremas anteriores y el Lema 2 prueban la validez del resultado principal
de este trabajo que caracteriza al control 6ptimo que enunciamos a seguir.

Teorema 4. {u,y} es solucion del problema (P) si y solamente si, existe un multiplicador de Lagrange
p € L20,T;VNH*Q) N C%0,T; HL(Q)) N CY0,T; L*(R)), tal que u,y satisfacen el sistema (S), p es
definido como solucion del sistema adjunto (S,) e u es caracterizado por la condicion de optimalidad

u:¢+(¢+%) en  wr.

Conclusion. Los resultados obtenidos en este trabajo extienden a los obtenidos por Santina y Rivera [1] para
el caso de la presencia de un factor de inhibicion biolégico.
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