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Resumen
La teoria de semigrupos n veces integrados es una generalizacion de los semigrupos fuertemente continuos,
la cual fue desarrollada a partir del ario 1984, y es muy utilizada para abordar el estudio de la existen-
cia y unicidad de problemas de tipo Cauchy en los que el dominio del operador no es necesariamente
denso. En este trabajo se presenta una aplicacion de los semigrupos n veces integrados a un problema de
viscoelasticidad, el cual es formulado como un problema de Cauchy sobre un espacio de Banach.
Palabras clave. Semigrupo n veces integrado, Problema de Cauchy, viscoelasticidad
Abstract
The theory of semigroups n times integrated is a generalization of strongly continuous semigroups, which
was developed from 1984, and is widely used for the study of the existence and uniqueness of problems
such Cauchy in which the operator domain is not necessarily dense. This paper presents an application of
semigroups n times integrated into a problem of viscoelasticity, which is formulated as a Cauchy problem
on a Banach space presents .
Keywords. Semigroup n times integrated Cauchy problem, viscoelasticity

1. Introduccion. Isaac Newton estableci6 que la evolucién de un sistema fisico en el tiempo es gober-
nado por un problema de valor inicial y que los fenémenos fisicos son descritas por ecuaciones diferenciales
y sus correspondientes problemas de valor inicial.

En general la teoria de semigrupos de operadores se desarrolla en la primera mitad del siglo XX como
una formalizacion de los sistemas auténomo deterministico mediante semigrupo uniparamétrico de trans-
formaciones. Es decir, esta teoria se inicio como un primer lenguaje analitico funcional de las ecuaciones
diferenciales parciales, pero pronto también resultas ser una herramienta muy importante en los procesos
estocdsticos. Alcanzé mayor desarrollo con los trabajos de K. Yosida, E. Hille, R.S. Phillips, I. Miyadera,
y, por supuesto W. Feller. Con la publicacién del famoso libro: Andlisis funcional y semigrupos de E. Hille
y R.S. Phillips, la teoria de semigrupos de operadores se ha desarrollado rdpidamente tanto del punto de
vista tedrico como de las aplicaciones, que van desde los cldsicos problemas de ecuaciones diferenciales
parciales y procesos estocdsticos, a problemas menos estindar como ecuaciones integro diferenciales y
ecuaciones diferenciales funcionales, la mecédnica cudntica, la biologia , o en teoria de control.

El desarrollo de esta teoria, especificamente para semigrupo de operadores n veces integrados se debe a
los trabajos realizados por Arendt [1], la cual brinda resultados interesantes que aplicaremos en el presente
articulo.

En el presente articulo se considera semigrupo de operadores n veces integrados especificamente
cuando n = 1y su aplicacién al modelo de viscoelasticidad
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pug(t, x) + kug(t, x) :t Y (t,x) + h(t,x)
Ot ) = ua(t, ) + /_ alt — $)us(s,2)ds,  (t,z) € RY x [0, 7]

u(t,0) =u(t,7) =0, teR*
u(s,x) = ¢(s,x), seR”

donde
u es el desplazamiento
1) es la fuerza estrés
h es la fuerza externa

p, k € R son constantes
Rt =1[0,00),R™ = (—00, 0]

En este trabajo de investigacién se mencionan definiciones y teoremas relacionados sobre semigrupo
de operadores n veces integrados, teoremas relacionados a un operador de Hille Yosida, un resultado de
perturbacion y se prueba el Teorema(4). Se mencionan resultados para garantizar la solucién de un problema
de Cauchy y problemas integrodiferenciales, con la ayuda de los Teoremas (3)-(6), se obtiene facilmente
otra prueba del Teorema (2.8) debido a Grimmer y Liu [4] (Teorema 7), ademds se brinda una prueba
detallada del Teorema (3.4) debido a Grimmer y Liu [4] (Teorema 8). Se demuestra que el problema de
viscoelasticidad tiene Unica solucidn.

2. Semigrupo n— veces integrado. Consideremos el espacio de Banach X.

Definiciéon 1. Sea (S(t)):>0 una familia de operadores lineales acotados sobre X y n € N. Un
semigrupo (S(t))i>0 es n veces integrado si
1. (5(t))i>0 es fuertemente continua

2. 8(t)5(s) = iy ( s — )8 () dr — [ (4 s — r)”*ls(r)dr) :

cons>0,t>0
Es fécil verificar que la condicion (2) de la Definicién (1) es equivalente a

1

@.1) S056) = ;7

/OS (5= )" S(t +7) — (t + 5 — )" 1S(r)) dr

La cual es utilizada como definicidn por otros autores.

Definicién 2. Sea (S(t)):>0 una familia de operadores lineales acotados sobre X .
1. Un semigrupo n— veces integrado (S(t))i>o es no degenerado si S(t)x = 0 implica x = 0.
2. Un semigrupo n— veces integrado (S(t));>o es localmente Lipschitz continuo si para todo a > 0
existe una constante L = L(a) tal que

15(t) = S(s)|| < LIt — 5|

Nota: La condicién 2 de la Definicién (1) y la condicién 1 de la Definicién (2) se tiene que S(0) = 0.

Definicion 3. Sean X un espacio Banach, A : D(A) C X — X un operador lineal y n € Ny . Se dice
que A es el generador de un semigrupo (S(t));>o n veces integrado si existe M > 0,w > 0 tal que
1. abs(S) <
2. (w,+50) € p(A)
3 RO\ A) = (M — A)-L = An / e MSW)dt,  Re(\) > w.

0
Nota: Un semigrupo Cj es conocido como un semigrupo 0 veces integrado.

Teorema 1. A genera el semigrupo n veces integrado no degenerado (S(t));>¢ si se cumple:

d tnfl

r € D(A)y Az = y siy solo si S(-)x € C'([0,00), X), %(S(t)x) =Sty + CE

z,t>0

Prueba La prueba es directa de la Definicién (3).
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El siguiente teorema relaciona un semigrupo n + 1 veces integrado con el resolvente de su generador.
Teorema 2. Sean A un operador lineal sobre X, M > 0,w € R yn € Ny. Las afirmaciones son
equivalentes.
1. (w,00) C p(A) y

(A — w)Ftt

o R\, AP <M

sup sup
keENyg A>w

2. A genera un semigrupo n + 1— veces integrado S sobre X tal que
t
Hﬂw—swmgAf/eww

Para prueba ver Arendt [1].
Nota: Si A es un operador densamente definido, entonces la primera condicién del Teorema (2) se
satisface si y solo si A genera un semigrupo n veces integrado S'y ||S(t)|| < Me“*.

Definicion 4 (Condicion (H-Y)). Un operador lineal A satisface la condicion de Hille- Yosida si
existen M > 1y w € R tal que para A\ > w se tiene que

X € p(A), [ROVAM| < MO —w) ™" k=1,2,3,...

Un operador que satisface la condicién de Hille- Yosida es conocido como el operador de Hille-Yosida.
Corolario 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
a) A satisface la condicion de Hille Yosida
b) A es el generador de un semigrupo integrado no degenerado tal que

|w@—S@HgM/ewm

Prueba Se sigue directamente del Teorema (5) haciendo n = 0.0
Nota: La condicién (b) del Corolario (1) indica que .S es un operador localmente Lipschitz continuo en
[0, 00).

Corolario 2. Sea A es densamente definido sobre X. A genera un semigrupo Cy sobre X siy solo si
A es un operador de Hille Yosida.

Se tiene el siguiente resultado de perturbacion debida Arendt [1].

Teorema 3. Si A es un operador de Hille Yosida sobre X y B € B(D(A), X) entonces A+ B es un
operador de Hille Yosida.

Prueba Arendt [1]. 0

Teorema 4. Si A es un operador de Hille Yosida sobre X y B genera un semigrupo Cy entonces
diag(A, B) es un operador de Hille Yosida.

Prueba En efecto, por hipétesis B genera un semigrupo Cy entonces por Corolario (2) el operador B
es un operador de Hille- Yosida. Tenemos que A y B satisfacen la condicién (H-Y), luego para A > w

N A0 wY [z w) [ (A=A 0 x
0 B z ] \y z ) 0 (A—B) ! y
. : A 0 . .
Considere C' = diag(A, B) = o B Y los operadores A y B definidos sobre X e Y respecti-

vamente. Considere la norma usual del producto sobre el espacio X x Y. Se tiene que el resolvente de C
existe para A > w, luego parax € X,y € Y se tiene
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frovor (5] = 1065
||

(A =A) "z x + (A= B)"ylly

M ||z || Mo |yl
S e I o
_ Mleyl
A—w)™

Por tanto C' satisface la condicién (H-Y).

a
3. Problema de Cauchy y ecuaciones integrodiferenciales. Sea el problema de valor inicial

a(t) = Ax(t)+ f(t)

3.1) (0) — o

sobre un espacio de Banach X, A un operador lineal definido sobre D(A) C X no necesariamente
densamente definido.
Tenemos un Teorema debido a Prato y Sinestrari [2].

Teorema 5. Sea A un operador de Hille Yosida.integrado sobre X para alginn € Ny f € CY(R, X).
El problema de Cauchy tiene tinica solucion x(t) si 'y solo si

z0 € D(A) 'y Awxg+ f(0) € D(A)

Sea la ecuacién integrodiferencial con retardo

Z’(t):CZ(t)+/ Qt—s)Z(s)ds+&(), t>0
(3.2) —o0

sobre un espacio de Banach P, donde f € W11(R™,P) .
Si hacemos un cambio de variable m = s — ¢ en la integral de (3.2) se obtiene

t 0
/ Qt — s5)Z(s)ds = / Q(—m)Z(m +t)dm

— 00 — 00

Si consideramos la notacién Z;(s) = Z(t + s), s < 0 entonces (3.2) se expresa como

(3.3)

Cabe resaltar que

) _BOED ez + [ 00 2ol 4604 1) =
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0
SiQ(g) = / Q(—s)g(s)ds para g € L' (R~,P) entonces

( zZt(fs)) ) N % ( zZt(é))

Luego, (3.3) sobre P x L*(R~,P) se expresa como

(20 (8 5 ) (20 )+ (40 )0

) CZ(t) + QU Z(s)) + £(t)

dZ(s)
ds

3.4)

_ 9
donde D, = 5

Considere el espacio de Banach X = P x L!(R~, P) con norma
I-lx=1-lp+l-llee, L'=L'R",P)
y el operador A = < g g > con dominio

D(A) = {( 720) > € X :~(0) € D(C),~ € W“(R,P)}

Con la ayuda de los Teoremas (3) y (4) obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6. Si C satisface las condiciones de Hille Yosida sobre el espacio Py Q € L>®(R*, B(P))

entonces A = g D ) satisface las condiciones de Hille Yosida y genera un semigrupo integrado no
S
degenerado localmente Lipschitz continuo sobre X.

Prueba Considere el operador £ = ( g g ) con dominio D(£) = D(A).

Como el operador D, genera un semigrupo Cp entonces por corolario 2 se tiene que D, satisface las
condicién (H-Y). Por hipétesis C satisface la condicion de Hille- Yosida entonces por Teorema (4) se tiene
que & satisface la condicién de Hille Yosida. _

Por hipétesis Q € L>(R™, B(P)) entonces el operador 2 definido como

» 0
Q(h) :/_ Q(—s)h(s)ds, h € L*(R™,P)

es acotado en L' (R~, P), luego el operador T definido sobre D(E) = D(A)

()

es acotado y por Teorema (3) se tiene que A = £ + T es un operador de Hille Yosida. Por Corolario (1), A
genera un semigrupo integrado Lipschitz continuo. 0

Con la ayuda de los Teoremas (6),(5), se obtiene facilmente la prueba del Teorema debido a Grimmer
y Liu [4]

Teorema 7. Si C satisface las condiciones de Hille Yosida sobre el espacio P, Q) € L®(R*, B(P)),
£ CY R, P)ysi

B(0) e D(C), BeW"'(R™,P), CB(0)+&(0) € D(C)

entonces (3.2) tiene tinica solucion Z € C1(RT,P).
Prueba En efecto, defina parat > 0

o= () 0= ()
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Por hipétesis £ € CH(RT,P),8 € WHLHR™,P)y 8(0) € D(C) entonces
s=(§ ) et b e e pvo= (20 )= (
0 o(s)

Considere 3 € W11(R~, P) tal que Q(3) € D(C) entonces se tiene que

CB(0) +£(0) +Q(B) € D(C)
Luego,

v+ 90 = ( PO ) Dy« vt ) = DO

Por Teorema (6), el operador A genera un semigrupo integrado no degenerado localmente Lips-
chitz continuo.
Tenemos las hipétesis del Teorema (5): A genera un semigrupo integrado localmente Lipschitz con-

tinuo y AY (0) + ¢g(0) € D(A) entonces la ecuacién
YI(t) = AY () + g(t)

Z(t)
Y(t) =
®) ( Zt(S) >
Por tanto, Z(t) es la tnica solucién de (3.2). O
Los Teoremas (5,3,4) facilitan la prueba de los Teoremas (6) y (7).

tiene una dnica solucién

Considere la ecuacion

t
3.5) 2(t) = A (m(t) —|—/ F(t— s)x(s)ds) + Kz(t)+ f(t), t>0
z(s) = »(s)

donde el operador A es no acotado, y los operadores K y F(t) son acotados para ¢t > 0 sobre un

espacio de Banach X, el operador ¢ estd referido a las ‘historia ’o ‘memoria’de la ecuacion.

Definicion 5. z : [0,00) — X es solucion de (3.5) si

t
1. x(¢) +/ F(t—s)z(s)ds € D(A),t >0
2. z € CYRT,X)

3. x satisface la ecuacion (3.5) parat > 0

entonces la derivada de 7(t) es

d?ZTS:t) =n/(t) =a'(t) + (F x2)'(t) = 2/ (t) + (F *)(t) + F(0)z(t)

luego la ecuacién (3.5) sobre X x X se reformula como
G ) = (oo 2) 00 )+ L (o 0) (0 ) (460 20

x(s < (s)
( 778 ) — | el +/:F(s—r)ar(r)dr ;850

(3.6)
Se tiene el siguiente Teorema debido a Grimmer y Liu [4].

Teorema 8. Si las condiciones se cumplen



14 Chirinos and Zavaleta .- Selecciones Matematicas. 03(01): 8-17 (2016)

1. A satisface (H-Y)

2. K,F(t) € B(X), la derivada fuerte F'(t) existe parat > 0, F' € L¥(RT,B(X)),y ¢ €
WLHR™, X)

3. f:]0,00) = X continuamente diferenciable

entonces la ecuacion (3.5) es bien puesta, es decir, si

0

w=ﬂ®+[ F(~s)p(s)ds € D(A)
(K + F(0))p(0) + Awg + f(0) € D(A)

implica que (3.5) tiene iinica solucion v € C1(R*, X).
Prueba Considere la ecuacién (3.6) y defina para algiin ¢ > 0 sobre P = X x X connorma || (-, -)|| =
[N

entonces (3.6) tiene la forma (3.2).

Por hipétesis A genera un semigrupo integrado .S no degenerado localmente Lipschitz continuo
entonces por Teorema (1) se tiene que y € D(A), Ay = w siy solo si

Sy e C'([0,+00),X) y S'(tyy =Stw+y — St)w=5(t)y—y=(5(t) —I)y

Sea Q(t) = (tof S(g(t_)”» B = (8 j), r o= <“§> € X x D(A) = D(B),
entonces Q(-)r € C([0, 00), P) y

ot)Br = (t(f S(Q(t_)ﬂ><g )(2)

= QWr—-r

entonces B genera un semigrupo integrado no degenerado Q. Como S es localmente Lipschitz
continuo entonces Q es localmente Lipschitz continuo

_ (t —s)z+ (S(t) = S(s))y — (t = s)y

v )l H( (S(t) = S()y )

lcew-een (1)

K

< Lft = slll(z,9)llx
Por tanto podemos decir que B = ( 8 A > genera el semigrupo integrado no degenerado

tI S(t)—tI )

localmente Lipschitz continuo Q(t) = ( 0 S(t)

Como B es un operador de Hille- Yosida, K y K + F'(0) son acotados sobre D(B) y por Teorema
(3) se tiene que el operador

=0 a) (6 o) (xsrw o)

satisface la condicion (H-Y).
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Como F' € L>®(R",B(X))y f : [0,00) — X es continuamente diferenciable entonces 2 €
L®([R*,B(P))y ¢ € CHR,P).

Considere la condicién 8(s) = Z(s) = ( CE(S;

tonces

(0)
CH(0) +£(0) = < K—i—f;(O) ﬁ ) ( (0) +/_O:F(—7“)<p(r)dr ) " ( }028; )

= Kp(0) + Awg + f(0)
= ( (K+F(O))<P(O)—|?Aw0+f(0) ) € X x

B(0) € D(C), CB(0) +£(0) € D(C)

Por otro lado 3 € W1(R™, P) pues ¢ € WH(R™, X)
Por tanto por Teorema (7), la ecuacién (3.2) tiene tnica solucién Z = (z,n) € CH(R*, P).

Como (3.6) tiene la forma (3.2) entonces Z(t) = ( f}gg ) es la dnica solucién de (3.6).

Operando el lado derecho de la primera ecuacién de (3.6)

ORY An(t) + Kx@ + f(t)
n(t) - (K+F(0))x(t)+A77(t)+/_OO(F/(t—s)x(s))ds+f(t) , >0

Como
n'(t) = (K+F(0)z(t)+ An(t) + /_ (F'(t = s)x(s))ds + f(t)
= Kuz(t)+ An(t) + f(t) + F(0)x(t) + /_ (F'(t — s)z(s))ds
= Jdt)+ 4 /_ (F(t — s)x(s))ds
entonces

Por tanto, x(t) es la dnica solucién de (3.5)

A (a:(t)+/t F(t—s)x(s)ds) K2t 4+ f(8), £>0
o(s) -

8
—~

(e
=

I

4. Aplicacion. Utilizaremos los resultados obtenidos arriba para estudiar la ecuacién de viscoelastici-
dad.

pug(t, ) + ku(t, ) = Uy (t, ) + h(t,x)
U(t,x) = uz(t, ) —|—/ a(t — 8)ug(s,r)ds, (t,r) € RT x [0, 7]

u(t,0) = u(t,7) =0, teRY
’LL(S,.’E) = ¢(S,$), s €R”

“.1)

donde



16 Chirinos and Zavaleta .- Selecciones Matematicas. 03(01): 8-17 (2016)

u es el desplazamiento
1) es la fuerza estrés
h es la fuerza externa
p, k € R son constantes
Rt =1[0,00),R™ = (—00, 0]
La primera ecuacion es la ecuacién del momento lineal y la segunda ecuacién relaciona el estrés y la tension.
Seaw =y, v =1ug, = % entonces la primera ecuacion de (4.1) se escribe como

V(t) A (uz (1)) 0o (ue (1))

w’(t) Ut (t)

D I=

[—kw(t) + 0, (v(t) + [t _alt - s)v(s)ds) v h(t)}

- ([ )L DG

0 0 v(t) 0
+( 0 _ ) + , t>0
’LU(t) h;t)
(4.2)
conv(t) = v(t)(z) = v(t,x),z € [0,7] y de la misma manera para w y h. Luego el sistema (4.1) se

escribe como

() = A (m(t) +/ F(t— s)x(s)ds) + Kx(t)+ f(t), t>0

4.3) ~oo
2(s) = ¢(s), s<0
donde
D PR C ) T R R OV R G

Observe que las condiciones de borde del modelo de viscoelasticidad u(t,0) = u(t,7) = 0 implican
que w(0) = w(r) = 0. Elegimos el espacio X = C[0, 7] x C[0, 7] de funciones continuas con la norma
del supremo para obtener una buena estimacion de las soluciones del modelo de viscoelasticidad y de sus

0 0y
derivadas. El dominio del operador principal A = ( % ) de (4.2)

D(A) = {(v,w) € X :v,w € C*[0,7],w(0) = w(r) = 0}

no es denso en X. La matriz A es similar a la matriz diagonal

~ 1 0, O
=55 %)

El operador Aesun operador de Hille Yosida sobre X entonces A es un operador de Hille Yosida sobre X.

El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de soluciones del problema de viscoelasticidad.
Teorema 9. Si se cumplen las afirmaciones
1. a es acotada, uniformemente continua sobre [0, 00), a(t) € B(C|0, 7))
2. Parat > 0,h(t,-) € C[0,7] y hy es uniformemente continua en t para todo x € [0, 7]
3. ¢y, € WHHR™,C[0, 7))
entonces la ecuacion (4.1) es bien puesta, es decir, si ¢ satisface

¢t(07 ) ect [Oa 7_]7 ¢t(0300) = ¢)t(03 7_) =0

6(0,0) = $(0,7) =0, (0, ) + / a(—8)pa(s, )ds € C'[0,7]

— 00

(020.0+ [ at-o)tnts,is) +h0) =0, =0

— 00 x
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entonces (4.1) tiene vinica solucion u para (t,z) € R* x [0,1].

Prueba

De la primera hipétesis se tiene que o’ € L (R™,C[0,7]) entonces I/ € L>®(R™,C[0,7]), como
a(t) € B(CI0, 7]) entonces F(t) € B(X).

El operador K es constante entonces acotado.
De la segunda hipétesis se tiene que f es continuamente diferenciable.
Y por tltimo de la tercer hipétesis se puede concluir que ¢ € WHH(R™, X).

Antes del Teorema, se mostr6 que el operador A satisface las condiciones de Hille- Yosida.
Entonces el Teorema (8) garantiza que la ecuacion 4.3 tiene una tinica solucién

r = (v,w) € CHRT, X)

Luego, se concluye que (4.1) tiene tnica solucién u para (t,z) € Rt x [0,1].0
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