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Resumen
Estudiar el comportamiento de un problema eliptico se hace muchas veces muy complicado debido a la geometria
del dominio y a las condiciones de contorno, por ello es necesario utilizar métodos numéricos para poder encon-
trar su solucion. El método de los elementos finitos ha demostrado ser un método eficiente para tratar problemas
de geometria no regular y de pardmetros complicados. En esta investigacion se ha tomado como referencia el
problema de Poisson con condiciones de contorno mixtas. Se ha probado la existencia y unicidad de una solucion
débil verificando las hipétesis del Teorema de Lax-Milgram. Se ha discretizado el dominio en elementos triangu-
lares con tres nodos y un grado de libertad por nodo y para discretizar la ecuacion diferencial se ha utilizado el
método de Galerkin.
Palabras clave. Elemento finito, problema eliptico.

Abstract
Study the behavior of an elliptical problem is often very difficult due to the geometry of the domain and the
boundary conditions, so it is necessary to use numerical methods to find a solution. The finite element method
has proven to be efficient to treat problems of non-regular geometry and complicated parameters. This research
has taken as reference the Poisson problem with mixed boundary conditions. It has proved the existence and
uniqueness of a weak solution verifying the hypothesis Lax-Milgram theorem. The domain is discretized into
triangular elements with three nodes and a degree of freedom per node and to discretize the differential equation
has been used Galerkin method.
Keywords. Finite element, elliptic problem.

1. Introduccién. En este trabajo de investigacion se plantea el estudio de un problema eliptico con condicién
de frontera mixtas

—Au(x) = f(x) enQQCR”
(1.1) u(x) = p sobre I'p
?—Z (x) = h sobre 'y

donde f € L?(D) y p, h son parametros asociados con las propiedades fisicas del contorno del dominio.

Existen diversos métodos analiticos para poder hallar la solucién de (1.1), pero no siempre dichos métodos
seran ttiles para problemas complejos, como por ejemplo cuando se tiene fronteras de geometria irregular o cuando
los pardmetros son muy complicados; es por ello que se recurre a los métodos numéricos.

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es un método numérico que permite obtener la solucién aproxi-
mada de una ecuacién diferencial con condiciones de contorno mixtas y tratar con menos dificultad los problemas
con dominios irregulares.
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En nuestro trabajo consideraremos que el problema (1.1) representa un problema de transferencia de calor en
estado estacionario donde u es la temperatura 'y f es la funcidn que expresa el calor generado internamente.

Walter Ritz (1878 - 1909), fisico suizo desarrollé la formulaciéon matemadtica del método de los elementos
finitos, basada en el cdlculo variacional. La incorporacién del cdlculo matricial al método de elementos finitos fue
propuesta por el ingeniero ruso Boris G. Galerkin (1871 - 1945).

2. Material y Métodos.

2.1. Objeto de estudio. Para estudiar el comportamiento de los elementos finitos tomaremos el problema de
contorno mixto

Au(x) = f(x) enQCR"”
2.1 (x) = p sobreT'p
a— L(x) = h sobre 'y

donde f € L?(D) y p, h son parametros asociados con las propiedades fisicas del contorno del dominio.

2.2. Métodos y técnicas. Para estudiar el comportamiento de la solucién analitica del problema (2.1) se ha
considerado el método variacional y para el estudio numérico el método de los elementos finitos.

2.2.1. Método variacional. Formulamos variacionalmente el problema (2.1) considerando funciones test
v € C*°(Q) tal que v = 0 en I'p. Entonces se tiene

—/Au.de:—/f.de
Q Q

Aplicamos la primera identidad de Green

— @.vdS—l—/Vu.Vde:—/f.de
a0 On Q Q

donde % = Vu.n, n es el vector unitario normal exterior 0, pero 92 = I'p U Ty,

2.2) 7/ Ou  as — / 9 as +/ V. Vo dedy = / Fo dQ
T'p a'I’L on Q Q
luego por el hecho que v = 0 en I'p tenemos:
2.3) / Vu.Vv d) = / hv dS +/ fudQ
Q Iy Q

Definimos la forma bilineal a(u, v) y la forma lineal I(v) por
a(u,v) = / Vu.Vou d)
Q

l(v) = —vdS—l—/fde
ry 0
yelespacioV :={u e H*(Q)/u=0enTp}.
Entonces tenemos el problema variacional

(2.4) {Hallar u € {H(Q) talque u =penT'p} tal que

a(u,v) =1l(v), YveV

Consideremos un elemento p € V talque p = pen I'p.
Empleando la sustitucién u := u — p, observamos que u € V, luego (2.4) es equivalente a:

(2.5) {Hallar u €V tal que

a(u,v) = F(v), Vv eV
donde

a(u,v) = | Vu.Vou dQ2
Q
F(v) =1l(v) —a(p,v) YoeV
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Se verifica que a es bilinealidad y continua. Veamos la continuidad, es decir,
Existe ¢ > 0 tal que |a(u,v)| < c|jul|||v]| Yu,v € V
En efecto:

o) = [ [Vul? a0 g/ (1Vul? + ) dQ = Jul%:
Q Q

entonces
la(u, v)| < Jlullgr 0]l
luego para c=1 se tiene la continuidad de a
(2.6) |a(u, v)| < cllull[|v]
Ahora verificaremos si a es coerciva y simétrica, es decir

Existe v > 0 tal que a(u,u) > v |ul?® Yu € V
En efecto:

1 1
a(u,u) = / Vu.VudQ = f/(Vu)Q dQ + f/(Vu)g dQ)
Q 2 Ja 2 Ja
1 2 ¢ 2
> = [ (Vu)*dQ+ = | u=dQ
2 Ja 2 Ja
27(/ (Vu)2dQ+/ u?dQ)
Q Q
= )lullf
donde v = min(3, £), entonces
2.7 a(u,u) > |ul’, Vue vV
Se verifica que F' es una funcidn lineal y acotada en V, es decir,
Existe ¢ > 0 tal que |{(v)| < ¢|lv]| Vv € V

Primero tendremos en cuenta las siguientes desigualdades

(2.8) [l e < flull
(2.9) llull2(ry < |lullg(@) Teorema de la traza
entonces

[F ()] = |l(v) = a(g, v)| < [l(v)] + |a(p, v)]
< I fllz2 o) vllzz) + [Rlz2@) ol 2y + 121 o]l
< 1 fllzz) ol ) + Bllzz [vlla @) + [Pl @) oz @)
=c|vllm (e
sic = (Ifllz2) + 1Al 2r) + [0 (@) entonces |[F(v)] < c|lo]l.
Se ha verificado que F' es una funciona lineal acotada y a una forma bilineal continua y coersiva; es decir

cumple con las hipétesis del teorema de Lax Milgram por tanto el problema (2.5) tiene una tnica solucién u € V/,
tal que:

a(u,v) = F(v) Yoe V
tenemos entonces

a(u,v) =1l(v) —a

—

pv)
a(u,v) + a(p,v) = l(v)
a(t+p,v) =1(v)

~

por lo tanto u = @ + p es la Gnica solucion de la formulacién variacional original (2.4).
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2.2.2. Elementos finitos. El primer paso en el método de los elementos finitos es dividir el dominio 2 C R™
en varios subdominios 6 elementos en este caso elementos triangulares no traslapables.

Sean (z¢,y¢), i = 1,2, 3 las coordenadas de los vértices del elemento triangular denotado como 2°.

Si consideramos tres nodos por cada tridngulo ubicados en los vértices, utilizaremos tres nimeros enteros para
designarlos.
Para relacionar, el nimero del nodo global, el nimero del nodo local y el niimero del elemento, introducimos un
arreglo de orden 3 x M, denotado por ne(i,e) donde i = 1,2,3y e = 1,2, ..., M, con M que denota el nimero
total de elementos.

e ne(i,e) es llamada la matriz de conectividad donde ¢: numeracién local de un nodo, e: numeracién del
elemento y el valor de ne(i, ¢) es la numeracién global del nodo local i en el elemento e.

Una vez que se tiene el dominio discretizado, necesitamos aproximar la funcién desconocida u dentro de cada
elemento, y éste es el segundo paso del andlisis. Al usar elementos tridngulos lineales, la funcién desconocida u
dentro de cada elemento se aproxima como

(2.10) U

ge ~u®=a®+ bz + %y

donde a®, b° y ¢® son coeficientes constantes a ser determinados y e es el niimero del elemento. Para un elemento
triangular lineal, hay tres nodos localizados en los vértices del tridngulo. Asuma que los nodos se enumeran en
sentido contrario a las agujas del reloj por nimeros 1, 2 y 3 con los valores de u° en los nodos denotados por u§,
u$ y u§, respectivamente es decir

e __ e[, e e e __ e[, e e e __ e[ e e
ui =u(2],y7), up=u(xs,y3), us=u(as,ys5)
por lo cual obtenemos

uf = a® + b7 + c®yy
(2.11) ug = a® + b°x§ + cy5
ug = a® + bz + c®ys
donde x5 y y5 j=1,2,3 denotan el valor de la coordenada del nodo j en el elemento e.

Resolviendo el sistema (2.11) para los coeficiente constantes a°, b° y ¢® asumiendo que conocemos los valores u§,
u$ y u§ tenemos:

e 1 e e € e € e e € e € e e € e e
a = By [uf (z5y5 — 25 v5) +us(x§ Y7 — 27 ys) +ug (27 y5 — 25 y7)]
(53 1 e € e e e e e e €
(2.12) b = SA¢ [uf (¥5 —y3) +us (y5 — y7) + ug (y7 — v5)]
€ 1 e e e e e e e e e
¢ =52e [uf (x5 — 25) + ug (2] — 25) + us (25 — 27)]

donde A€ es drea del elemento triangular e

1 1oz yf 1
€ © © € € e € e € € e € e e €
A*=5 b a5 ys| = Sl(eays —25ys) + (2597 — 27 95) + (2795 — 25 47)]
Lox3 s
ay = T3 Y5 — T3 Y5 by =y5 —y3 €] =3 — 23
Si ay = T3y — ri Y5 by =5 — yi €3 =] — I3
az = riyYs — 5y} b3 =i — Y5 €3 = a3 — 2%
en (2.12) tenemos
€ 1 e, e e, € e, e
a = E[%Ul + aguj + ajus]
1
(2.13) b = E[bfuf + b5us + bus)
cf = TA [cSu§ + c5us + c5ug)
Sustituyendo (2.13) en (2.10)
1
(2.14) u(z,y) = 5o l(af + iz + cfy) ui + (a3 + b5z + c5y) us + (a5 + b3z + c§y) us]

2A¢
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Definimos

(2.15) Ni(z,y) = (a5 + 05z +cfy), =1,2,3

1
2Ae
como las funciones de interpolacion, (2.10) se puede escribir

3

ut(z,y) =Y Nf(x,y)us
j=1
con aj = rpy; — xjyp, b5 = yi — yf, ¢§ = xf — xj, los subindices j, k, [ varfande 1 a 3 y permutando j, k,
ciclicamente se pueden hallar las expresiones de cada pardmetro.
Puede mostrarse facilmente que las funciones de interpolacién tienen la propiedad Nf(xj, yj) = 0;; lo cual
da como resultado que en el nodo 7, u® en (2.14) se reduce a su valor nodal u:

(2.16) uf = uc(af, y) ZN@ w5y i=1,2,3

El 4rea de cada elemento triangular puede ser hallado como: A® = 1(af + bfaf + c{yf), i = 1,2,3 0 A° =
l(be e _ pe e)
29163 — 05C7).

Un hecho importante de N¢(z,y) es que se anula cuando el punto de observacién (z,y) estd en el lado
contrario del ¢ -ésimo nodo. Por consiguiente, el valor de ©° en un lado del elemento no se relaciona con el valor
de u al nodo opuesto, si no estd determinado por los valores en los dos puntos extremos de su lado asociado. Esto
garantiza la continuidad de la solucién a través de los lados del elemento.

Geométricamente u°(x, y) representa una superficie plana que pasa por u§, u$, u$, la cual es una aproxima-
cién de la superficie dada por u(z, y).

El segundo paso es la discretizacion de la ecuacién diferencial en el problema (2.1). En efecto, definamos el
residual de la ecuacién diferencial en (2.1) por

R¢(x) = —Au®(x) — £°(x), x e Q°

la integral de peso residual para el elemento e es

R¢(x).wdw
Qe
w es una funcién peso de donde se tiene
- Auf(x).wdQ = fe.w dQ
Qe Qe
por la primera identidad de Green tenemos
/ Vu®.VwdQ — Vun® wdl = fé.w dQ
e Te Qe

(2.17)

n® es el vector normal exterior a '°.
Sustituyendo la funcién aproximada para u en §2¢

3
(2.18) => Njug
j=1
en (2.17)
/ i XB:NEUG %ds”/ ZN” dQ Dnewdr+/ few dQ
Qe Ox = 7 Ox Qe ay =1 Te ' e '
Zug/ VN{VwdQ= | Dn®wdl + [ fwdQ
j:l e Te Qe
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por Galerkin se elige w = N7 i =1, 2, 3en (2.19)

3
> u¢ | VNSVNFdQ= | Dn®Nfdl+ | f.NfdQ
.]71 Qe Te Qe

(2.20)

expresando en forma matricial (2.20)

(2.21) KU =F°¢, e=1,2,... M
donde
1 kio ks Fy ug
Ke= |ks ks k|, Fe=< Fj y  U=4 us
ks, kS, kSs Fs uf

y los elementos de K¢y F'® son

(2.22) ke :/ VN{VNE dQ, i,j=1,2,3

oK e beb + cec bEbE + coct
| — 1 J 7 J dQ) = t7J v ) dQ) = 1) 1].Ae
i /Q <2Ae YRSV 2Ae> 1(A°)2 / . 1(A)2

Entonces

ehe € €
bibs + cfc§

(2.23) k=g

i,j=1,2,3

se ve que K¢ es simétrica y
F=f+g
donde
(2.24) fi= A fNEdQ, gi = N§ D.n® dl
e e

En las integrales (2.24) el elemento {2° no se encuentra necesariamente ubicado en los lados de los ejes coor-
denados, para evaluar estas integrales es necesario una transformacién de coordenadas, para lo cual utilizaremos
un tridngulo 7§ ubicado en el primer cuadrante del plano (&, 7).

Definamos una transformacién de coordenadas para el tridngulo genérico 7. En efecto, sea el tridngulo ar-
bitrario 7" con vértices en P, P», Ps, numerado en sentido antihorario, Figura (2.1) (a), la transformacién de
coordenadas tipo traslacion rotacién es dada por

(2.25) P=P +{P,—P)+nPs—P),0<6<1, 0<n<1
y el cambio de coordenada para z, y respectivamente son:

r = a1 +&(x2 —x1) + 2z — 1)
y=y1+&y2 — 1) +nys — y1)
realizando el mapeo hacia el tridngulo estdndar Tj (cuyos vértices correspondientes tienen indices equivalentes).

Entonces la integral sobre el tridngulo 7" se cambia al del tridngulo T que es de una drea mas simple. El
jacobiano de la transformacion es

ox Jy
9 BE| _ |T2— X1 Y2 —Y1| _
%% % =los— 21 s — 11 = (w2 — 1) (y3 — y1) — (x3 — 21)(y2 — ¥1),

dQ) = dxdy = Jd€ dn
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YA

P,(1.0)

(a) (b)

FIGURA 2.1. (a) Tridngulo arbitrario T;; (b) Tridngulo estdndar

Por otro lado para determinar f{ es necesario implementar una subrutina que permita integrar sobre la regién
Ty. Sin embargo siempre se puede tomar un valor promedio sobre cada elemento, entonces (2.24) se transforma en

e - 1
fe= FNEdQ=TF | —(af + b5z + cfy)dQ
Qe Qe 2A

1-¢

1
(2.26) = / / § b (w1 +E(r2 —x1)) + (w3 — 1) + ¢ (Y1 +§(ye —y1) +n(ys —y1))) JdEdn
00

i\*‘

donde J = 2A°, luego tenemos

1-¢

1
2.27) //a dgdnfé
0 0

1 1-¢
(2.28) //b x1+gxz_xl)ﬂ(xg_xl))dgd,,_bew
0O 0
1 1-¢ ( )
+y5 +
(2.29) //C Y1 +&(y2 —y1) +n(ys —y1)) dédn = ¢ w
0 0

reemplazando (2.27), (2.28) y (2.29) en (2.26) tenemos

e T oaelas o@ivastas) Wit ys )] e en, e
fi= 524 5+bi(1 62 ‘3)+ci(1 62 5):§[aj+bjx+ciy]
1—e
= _f.A°
3/

Abhora el sistema de ecuaciones resultante debe ser ensamblado

(2.30) Z K°U = Z Fe

e=1

donde F¢ = f€ + ¢°¢
Entonces (2.30) puede escribirse como KU = F para M elementos y /N nodos. Para ensamblar la matriz K
se usa la conectividad ne(i, e) donde ¢ = 1,2,3, e = 1,2, ..., M, esta matriz relaciona la numeracién local con
la numeracién global de los nodos. En seguida se impone las condiciones de contorno del problema al sistema de
ecuaciones (2.30). La condicion de contorno de Dirichlet se aplican a los valores nodales cuyos nodos se encuentran
sobre I' p y la condiciéon Neumann a los segmentos cuyos extremos son los nodos que se encuentran sobre I"y.
Para la condicién de Dirichlet sobre el contorno I', donde u = p.
1. Enumerar los nodos sobre I'p y para ello usaremos nd(z) el cual dard informacién sobre la numeracién
global de los nodos en la frontera donde @ = 1, ..., Ny, Ny es el nimero de nodos ubicados sobre I'p.
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2. Asignaremos con p(i), el valor nodal del nodo que se encuentran en I'p, es decir U, 4¢;y = p(i), i =
1,...,Ngq
3. Realizar las siguientes asignaciones

Fragy < p(i)
knaciy, nacy < 1
kl,nd(i) ~0 l= 1,..., N; l 7& nd(z)

y finalmente
Fy < Fy = ki, nagi) p(i)
parai =1, 2, ..., Ng.

Ahora sea I'y parte de la frontera donde se tiene la condiciéon de Neumann. Si hacemos los célculos para g
tenemos

(2.31) gi= | NfDn®dl + NfD.n¢dl
I's 1"s+1

donde T'* y T'**1 son los segmentos que se conectan al nodo 4, I'* estd a la derecha del nodo i y I'**! estd a la
izquierda del nodo 7; ademds los indices (7, €), (I, €) estdn asociados a ¢ por la siguiente relacién

1 =ne(j,e) =ne(l,e)

Recordemos que al inicio de este trabajo se hablé acerca de la matriz de conectividad que relaciona los segmentos
cuyos extremos son los nodos que se encuentran sobre I';y y 1a numeracién global de los nodos.
Supongamos que sobre 'y tenemos M nodos, tal que:

ns(1, s) = nodo 1 del segmento s

ns(2, s) = nodo 2 del segmento s
luego del arreglo ns tenemos:
i=mns(2,s) =ns(l,s+1)

entonces en (2.31)

nodo j nodo ns(2,s+1)
(2.32) gi = / NiD.n®dl' + / NfD.n¢dl
nodo ns(1,s) nodo j

Reparametrizando el segmento s tenemos la siguiente transformacion

Ts(g) = (Iiyi) +€(I§ - I‘i,y; - yf) ) 5 € [07 1]

y el jacobiano I* = J = /(z§ — 7)% + (y5 — y7)2. Andlogamente para el segmento s + 1. Entonces en (2.32)

1

9i = /Nf(TS(E)) (q(T*(8)) = A(T°(€) w*(T*(£))) I* d€ +
0

NE(T*7H©)) (a(T* 1 (€)) = AT TH(€) w*TH(T*F(g))) 1" dg

1

f(q - vus)ls d¢ + /(1 . 5)((] _ ,yus-i-l)ls-i-l d¢

0

9i =

S O~

1%, 11 denota la longitud del segmento s y s + 1 respectivamente; de aquf en adelante escribiremos ¢ en lugar
q(T(¢)). Reemplazando las funciones u® y u*T* donde ahora sobre [0, 1] las funciones u® y u*** estédn dadas por:

2 2

s __ 5,5 s+1 s+1_ s+1
u® = E Nus U = E Nj u;
Jj=1 Jj=1
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donde N7y N;H son las funciones base en [0, 1]

1 2 1 5
” :/5 a=7 ) Nju)l d5+/< — =7 3 Ny i de
0 Jj=1 0 j=1
1 1 1 1
= /fqdf - Zuj /f'yNSlS d¢ + /( — &gl de — Zu;“ /7(1 _ f)N;“lSH de
0 J=1 9 j=1 o
como Nt =1—¢ y N5 = ¢ entonces
1 9 1 1
gi = /NQQZQ Z /'YNQN I8 d€+ /Ns+ll€+1q d€ Zu8+1 /7N5+1N8+1l9+1 df
0 Jj=1 7j=1 0
Si denotamos como:
1 1
(2.33) by = / Nigird¢ y b7 = / Nt de
0 0
1 1
ks; = /7N§N;ls dé€ y ks+1 /'YNS+1NS+1ZS+1 d¢
0 0

entonces

— ba Zu k2g + bs+1 Zuerlkerl

ademads se cumple
=ns(2,s) =ns(l,s+1)

b3+1

los valores b3, b]™ " son asignados a F;

1
gi = b5+ b5
valores de k3, y k”l son asignadas a la matriz K mediante las siguiente asignacion:

Kins(js+1) < Kins(j,s+1) + kigfl
ki ns(j,s) — ki ns(j,s) + k;y

Para evaluar la integral sobre el elemento e aplicamos la regla simple de Simpson:

(2.34) / h(€) dé = %[h(@) + 4h(%) +R(1)]
0

luego en (2.33) tenemos:

(2.35) by =1° [ N3qd§ =1° [ &q(T°(8)) d§
[raer]
si hacemos h(&) = £q(T*(€)) entonces
MO) =0, h(3)=2a(T(), (1) =q(T°(1))

recordando que la parametrizacién del segmento s es

T2(€) = (27 + (x5 — a1),y7 +€(y3 — 91))
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entonces

s 1 x5+x5 ys+y8 s R R
)= (TR ) = )

luego en (2.35)
i I 1
b5 =1 [ (€)dg = 5 [h(0) + () + h(V)
0
= 5 oo (B b g

6 24 2 2

I ] + 35 ys+ys s 8
=% [26} (1227 172 +q(x3, y5)

Andlogamente tenemos

1 1 1

(2.36) b+l = o+ / Nitlgde = 1t / (1— )q(T*H(€)) de = 1°*) / h(e)) de

0 0 0

donde h(&) = (1 — €)q(T**1(€)) entonces

pstl — E[h(o) + 4h(1) + h(1)]
1 6 2

ls+1 1 s+1 s+1 s+1 s+1
= {q( 5+1,yf+1)+42q< tr Yty )—1-0]

6 2 ’ 2
s+1 + x +1 yf“ + y;-i-l
2 ’ 2

ls+1

= [Q( HlayiHl) +2¢ (

3. Problema de aplicacion. Aplicamos el método de los elementos finitos a un problema de transferencia de
calor en estado estacionario. Veamos, si u(x,y) representa la temperatura de una limina D, entonces u satisface
la ecuacién de Poisson

3.1) Au(x)=0 xeD

sujeta a las condiciones de contorno

u(z,y) = 4 para(z,y) € L6y (z,y) € L7
(32) %(z,y) = 1z vpara(z,y) € L2y (z,y) € L4

g—n(:ﬂ,y) = y para(z,y) € L5

Ga(r,y) = % para (z,y) € L1y (z,y) € L3

donde 8" denota la derivada direccional en la direccién a la normal de la frontera de la region D en el punto (z, y)
donde D es la region que aparece en la Figura (3.1).

0.4

03 L1

L2

L7 L3

L4

0.05 L5
L6

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

FIGURA 3.1. Dominio con su frontera

La malla generada por elementos triangulares consta de 10 elementos y 11 vértices de los cuales 6 de los
vértices corresponden a la condicién de tipo Dirichlet y 5 corresponden a la condicién de Neumann Figura (3.2).
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0.4¢6)

4

0.1 1 3) 2 5 (5)

9 10

11)

o . . .
7 0.1 0.2 0.3 o 0.5 o.

FIGURA 3.2. Discretizacion del dominio en 10 elementos triangulares

con matriz de conectividad n (%, ¢) de nodos

e | n(l,e) n(2,e) n(3,e)
1 1 9 3
2 2 3 10
3 1 6 7
4 1 3 2
5 2 10 4
6 4 11 5
7 1 7 8
8 1 8 9
9 3 9 10
10 4 10 11
La funcién desconocida u dentro de cada elemento se aproxima como
3
(@,y) = Y Ni(z,y)u
j=1

donde las funciones de interpolacién N son dados por

Ni(z,y) =

1 .
5 (@5 + Wb ey) j=1.2.3

y A€ es el drea del elemento triangular e.

Para el elemento e = 1 calculamos los coeficientes a;, b}, ¢! i =1,2,3

a% = x%y% — x:},y% = (0,2)(0,1) — 0,0(0,3) = 0,02

a% = x%y% _x%y?f = (0,3)(0,2) — (0 ,1)( 2) = 0,04

a3 =1y, —x3y; = (0,2)(0,0) - (0,2)(0,2) = —0,04
bl =yl —yi=00-01=-0,1 cd=23—-21=03-02=0,1
b=yl —yi =01-02=-0,1 cs=z1—21=02-03=-0,1
b=yt -y =02-00=0,2 cd=x—21=02-02=0,0

Area

Al (b1c2 bcl) = (0,02):0,01
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Funciones Base

1 1 1
N{ b 1) = =—=(0,02-0,1z + 0,1y) = ——0,1(0,2 —
1(1‘,y) 2A1 (a’1+ 1$+C1y) 2(0701)( ’ 1 +0, y) 2(0’01) ) ( ) x—|—y)
=502—2+4+y)=1-5z+5y
N} (z,y) = i(a1+b1x+c1y) ! (0,04 — 0,1z — 0,1y) = 1 104 — 2 —y)
2 2412 2 2 2(0,01) ’ ’ 2(0,01) "7
=504—2—y)=2—5x— 5y
N3 (z,y) = (at 4+ bix + cly) = #(—004+02x+00y):#02(—O2+z)
B 24118 T8 3 2(0,01)" ’ ’ 2(0,01) ’
5(=0,24+z) = -2+ 10z
Parae =2
calculo de los coeficientes a?, b?,c? i = 1,2,3
a? = x3y3 —23y5 = (0,3)(0,0)—0,1(0,4) = -—0,04
a3 =a23y? —22y3 = (0,4)(0,2) — (0,0)(0,4) = 0,08
a?& = J)%y% - x%y% = (074) (071) - (072)(()’3) = _0a02
b? =y2 — y3701 d=xl-21=04-03=0,1
b3 =y —y?=-02 d=xl-21=04-04=00
bgzy%—ygzo,l A=23-22=03-04=-0,1
Area
5 1
A = i(b —b32c?) = (0,02) = 0,01
Funciones Base
Ni(z,y) = —(a? + b3z + 3y) = ! (—004+01x+01y):;01(—04—1—56—1—;/)
’ 2A2 2(0,01) ’ ’ ’ 2(0,01) ’
= -2+ 5z + 95y
1 1
N3 b3 0,08 —0,2z) = ———0,2(0,4 —
2 (.I‘, y) 2A2 (O’Q + 2L + C2y) (0701)( ’ ’ .13) 2(0’01) ’ ( ) .13)
=4—10x
N2(z,y) = ! (a3 + b3z + c3y) = L(—002+0 1z —0,1y) = _1 1(-02+ 2z —y)
BV 242473 T8 3 2(0,01)" ’ ’ 2(0,01) ’
=—-145x -5y
Andlogamente para los demds elementos.
Resumiendo tenemos las funciones base para cada uno de los elementos
e=1, Nl(z,y)=1-5z+5y, Ni(zr,y)=2-5z—5y, Ni(z,y)=-2+10x
6227 N12($7y):_2+5$+5ya N22($,y>—4—10.’17, N§($7y):—1+5$—5y
e=3, Nj(xy)=>5z, N3 (z,y) = =1+ 5y, N3 (z,y) =2 — 5z — by
e=4, Ni{(r,y)=1-5x+5y, Ni(z,y)=-10y+2, Ni(z,y) = -2+ 5z + 5y
e=5, NP(x,y)=2-5x+5by, N3(x,y)=-bx—>5y+3, Nj(z,y) =-4+10z
e=6, NPx,y)=6-10z, N$(z,y) = -5z — 5y +2, N$(z,y) =10z —2
e=T, Nf(:v,y)=5x7 Ng(l’,y):—5$—|—5y, Ng(l’,y):l—f)y
e=8, N}(z,y) =5y, N3 (z,y) =1 — 5z, N§(x,y) = ba — by
e=9, Nj(z,y) =10y, N3 (z,y) =2~ 5z —5y,  Ni(z,y) = —1+5zx 5y
e =10, N{%z,y) =10y, N%O(x,y) =3-5z—5y, Ni%z,y)=-2+5x—5y

Calculemos los kf; teniendo en cuenta que la matriz K es simétrica.
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Parae=1
Fbibi+eie;  bibyteicy  bibi+eich
1 1 1
K |oiteet efiad st
AT AT AL
bgb?ﬂ;c} béngrcécé b§b§+c§c§
L™ AT 4AT 4AT
r(=0,1)(=0,1)+(=0,1)(=0,1) (=0,1)(=0,1)+(0,1)(=0,1) (=0,1)(0,2)+(0,1)(0,0)
4(0,01) 4%0,01) 4(0,01)
_ | (=0,1)(=0,1)+(0,1)(-0,1) (=0,1)(=0,1)4+(-0,1)(-0,1) ~ (-0,1)(0,2)+(-0,1)(0,0)
= 4(0,01) 4(0,01) 420,01)
(=0,1)(0,2)+(0,1)(0,0) (=0,1)(0,2)+(=0,1)(0,0) (0,2)(0,2)+0,0
L 4(0,01) 4(0,01) 4(0,01)
[ 0,5 0 —0,5
= 0 0,5 —=0,5
|—0,5 —0,5 1
ademas
u%—Ul u%—Ug U%ZUg
entonces tenemos:
0,5 —-0,5 U Fl1
0 05 -0,5 Uy = F21
—-0,5 —0,5 1 Us F31

ordenando y expandiendo K segtin el vector U = (Uy, Us, Us, Uy, Uy, Ug, Uz, Us, Ug, Uyg, Up1)

0,5
0
—0,5
0
0
0
0
0
0
0
i 0
Parae = 2
tenemos:

0 05 00000 0 00
0 0 00000 0 00
0 1 00000 —05 00
0 0 00000 0 00
0 0 00000 0 00
0 0 000O0O0 0O 00
0 0 00000 0 00
0 0 00000 0 00
0 -05 00000 05 00
0 0 00000 0 00
00 00000 0 0 0
donde u? = Uy u3 = Uz u3 = U
05 —-05 0 Us
-05 1 =05 Us »=

0 -0,5 0,5 Uvo

U F}
Us 0
Us F;
Uy 0
Us 0
Us = 0
U~ 0
Us 0
Uy Fi
U10 0
U11 0

ordenando y expandiendo segiin el vector U = (Uy, Us, Uz, Uy, Uy, Us, Uz, Us, Ug, U1g, U11)

0 0 0
0 05 -05
0 —05 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 —05
[0 o0 0

SO OO OO O oo oo
SO OO OO O OO oo

o

S oo o oo o
t

(=i en I el e B e Mien Bl e el el o N @)
=
S5

(el e I el e B e Mien M e el el oo I @)
=N eBeoloNeNelaBeloBole)
[esi el el e Jen Men B e el ol o o)
[e>iien B el e M e Mien B e el ool e N @)

o

Uy 0
Us F?
Us F?
Uy 0
Us 0
Us = 0
U 0
Us 0
Uy 0
Uio F. 32
U1 0

95



96 Alvites and Lara . - Selecciones Matematicas. 02(02): 83-103 (2015)

luego sumando K', K2y F'' con F? tenemos:

0,5 0 -05 0 0 0 00 0 0o 0] ( Uy Fl
0 05 —-05 0 0 0 0 0 O 0 0 Us F?
-05 —-05 14+1 0 0 0 0 0 —05 —05 O Us Fi+ F3
0 0 0 00 0 0 O 0 0 0 Uy 0
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 Us 0
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 Us = 0
0 0 0 00 0 0 O 0 0 0 U~ 0
0 0 0 00 O0O0O0O O 0 0 Us 0
0 0 —-05 0 0 0 0 0 05 0 0 Uy Fy
0 0 -05 0 0 0 0 O 0 05 0 Uqo F??
0 0 0 000O0O0 O 0 o]l Un 0

Asi sucesivamente para los elementose = 3---e = 10
[ 25 0 -1 0 0 0 -1 0 -05 0 0 ] U,
0 1,5 -1 -0 0 0 0 0 0 0 0 Us
-1 -1 4 0 0 0 0 0 -1 -1 0 Us
0 -05 0 25 —05 0 0 0 0 -1 —05 Uy
0 0 0 -05 1 0 0 0 0 0 -05 Us
0 0 0 0 0 05 —-0,5 0 0 0 0 Us
-1 0 0 0 0 -05 2 —05 0 0 0 Uz
0 0 0 0 0 0 —0,5 1 —-0,5 0 0 Us
—0,5 0 —1 0 0 0 0 —0,5 2 0 0 Uy
0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 2 0 Uro
0 0 0 -05 —-05 0 0 0 0 0 1 | | Un
y
F} + F}+ Ft+ Ff + F?
F+ F}+ Fp
Fi+F}+FH+ F)
F} + F + Fl°
P
F = F3
F3 + F]
F] + F$
Fi+ F§+ F)
F + F) + F) + F3°
F$ + Fi°

La condicién de frontera de Dirichlet se aplican a los valores nodales cuyos nodos se encuentran sobre L6 y L7.
Los nodos que se encuentran sobre L6 y L7 son los nodos 6, 7, 8, 9, 10, 11 entonces hay 6 nodos sobre la frontera
de dirichlet, luego N4 = 6.

Veamos el arreglo nd(i),i = 1,..., Ny

como
u=4 en L6y L7
p(i) es el valor nodal en el nodo 4, i =1, 2, 3, 4, 5, 6y Uyq;) = p(i)
p(1) =4, p(2) =4, p(3) =4, p(4) =4, p(5) =4, p(6) =4,

Parai = 1, Uy q(1) = p(1), pero nd(1) = 6y p(1) = 4 entonces Us = 4.
Andlogamente tenemos

Ur=4, Us=4, Ug=4, Uypg=4, Un=4
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luego haciendo las siguientes asignaciones

Kna(y,naty < 1 1=1,2,3,4,5,6
Foa@) + p(i) i=1,2,3,4,5,6
Knays <0 1=1,.,11 ; 1+ nd(i)
ki na) <0 1 #nd(i)

y finalmente
Fy = Fy — ki nag)- p(4)

parat,j = 1,2,3,4,5,6 lo cual permitird reducir el sistema de ecuaciones de 11 incégnitas y 11 ecuaciones a un
sistema con 5 incégnitas y 5 ecuaciones

25 0 -1 0 0 U,
0 1,5 -1 -0, 0 U,
-1 -1 4 0 0 Us
0 —-05 0 25 —0,5 Uy
O 0 0 -05 1 Us
donde
Fi —p(1)kis — p(2)k17 — p(3)k1s — p(4)k19 — p(5)k110 — p(6)k1 11
Fy — p(1)ka — p(2)kor — p(3)kag — p(4)kag — p(5)ka10 — p(6)ka 11
F = F3—p(l)kss — p(2)ksr — p(3)kss — p(4)ksg — p(5)k310 — p(6)k311
Fy — p(1)kas — p(2)kar — p(3)kas — p(4) ka9 — p(5)ka10 — p(6)ka11
Fs — p(1)kse — p(2)ks7 — p(3)kss — p(4)ks9 — p(5)ks510 — p(6)k5 11
Ahora tenemos
25 0 -1 0 0 Uy Fy — 4(0) — 4(—1) — 4(0) — 4(—0,5) — 4(0) — 4(0)
0 15 -1 —05 0 Us Fy — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(0)
1 -1 4 0 0 Us b= Fy—4(0) —4(0) — 4(0) — 4(—1) — 4(—1) — 4(0)
0 —05 0 25 -05|]| v Fy — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(0) = 4(—1) = 4(—0.5)
0 0 0 -05 1 Us Fs — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(0) — 4(—0,5)
luego el sistema de ecuaciones a resolver serd
2.5 0 -1 0 0 U, Fi+6
0 1,5 -1 —-05 0 U, Fy+0
3.3) 1 -1 4 0 0 Us S={ Fy+8
0 —05 0 25 —05|]| w, F)+6
0 0 0 -0 1 Us F5+2

como la funcién f = 0 entonces F; = g;
Fr=g1, Fo=go, F5=g35, Fa=gs, F5=9s

Ahora imponemos condiciones de contorno de Neumann al sistema de ecuaciones.
Los nodos: 6, 1, 2,4, 5y 11 son aquellos en donde se tiene la condicién de Neumann; luego el arreglo ns(i, s)
es numerado como:

s)

N B W —=®
—_ N R~ W
(=) I N )
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0.4 £6)
0.35
0.3 s=5
3
0.25
S=4
0.2 (7 U )
4 s=3
0.15
7
S=2
0.1 1 3) 2 5 (5)
8 6
0.05 S=1
9 10
oké . 7 . 4 .
4 0.1 0%’ 0.3 oX 05 o'

FIGURA 3.3. Enumeracion de los segmentos sobre la frontera de Neumann
En todos los nodos interiores se tiene g; = 0, asi que s6lo tenemos que realizar los calculos de g1, g2, 94, ¥ 95

g1 = /N{lg ds + /Nf’g ds ysecumple: ne(1,4) =ne(1,3) =1; ns(2,4) =ns(1,5) =1
r4 rs

g2 = /Nf’g ds + /Nglg ds ysecumple: ne(1,5) =ne(3,4) =2; ns(2,3) =ns(1,4) =2
rs r4

g4 = /Nfg ds + /Ngj’g ds ysecumple: ne(1,6) =ne(3,5) =4; ns(2,2) =ns(1,3) =2
r2 rs

g5 = /Ngg ds + /N369 ds ysecumple: ne(3,6) =ne(3,6) =5; ns(2,1) =ns(1,2) =5
rt r2

Ahora calculemos los g;, . = 1,2,4,5

nod1l nod6
gL = / Nigds + /N‘I’gds:/N‘{gds—i—/N?gds
nod2 nodl L2 L1

e En L2 (segmento S = 4 que se encuentra a la derecha del nodo 1):
Ni(z.y) =5z +5y+1,  glz.y) ==
reparametrizando el segmento L2

T(g) = (Oa4 + 5(0,2 - 074)a 052 + 5(052 - Oa2))
= (034 - 07267 0a2) 9 € S [Oa 1}

15 =J(€) =/(0,2)2 = 0,2; I* longitud del segmento de la derecha al nodo 1,
N{(T(§)) = —5(04-026) +5(02) +1=¢  g(T(€)) =0,4-0,2¢

1 1

1
/Nf(T(g))g(T(g))J(f) d¢ = /5(0,4 —0,28)0,2 d¢ = 0,2/0,4£ — 0,262 d¢ = 0,0266667
0

0 0

e En L1 (segmento S = 5 que se encuentra a la izquierda del nodo 1)

+y
N3(x,y) = 5z, g(, Tty
() g(x,y) 7

reparametrizando el segmento L1

T(€) =(02+¢&(0-0,2),0,2+£(0,4-0,2))
= (072 - 072£a 072 + 0125) 9 5 S [07 1}
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I = J(€) = /(0,2)2 + (0,6 — 0,4)2 = 0,2v/2; [**! longitud del segmento que se encuentra a la izquierda del
nodo 1.

0,4
NY(T(€)) =5(0,2—0,28) =1 ¢, 7)) = =
1 (T'(€)) = 5( §) & 9(T(9) 7
1 1
/Nf(T(g))( £)de = /1— 02\fd§_008/1—§d§=0,04
0 0
entonces
g1 = 0,2666667 + 0,04 = 0,0666667
nod?2 nodl
_ N5 d 4 _ 5 4
go = igds+ N3gds= [ Nijgds+ | N3gds
nod4 nod2

e En L3 (segmento S = 3 que se encuentra a la derecha del nodo 2)

r+y

V2

N (z,y) =2 -5z +5y, g(z,y) =

reparametrizando el segmento L3

= (0,5 - Oa1£7071 + 0715) ) 5 € [Oa 1]

1°=J(¢) = /(0,5 0,4)2+ (0,1 — 0,2)2 = 0,11/2; [* longitud del segmento de la derecha al nodo 2

0,6

NY(T@©)=¢  g(T(€) = 7

O/ N3 (T(€))g(T(€)).](

e En L2 (segmento S = 2 que se encuentra a la izquierda del nodo 2)

06

= 0,03

Ni(z,y) =5z +5y -2,  glz,y) ==
reparametrizando el segmento L2

=(0,4—-0,2¢,0,2), £€]0,1]

It = J(€) = /(0,2 - 0,4)2 + (0,2 — 0,2)2 = 0,2; I**! longitud del segmento que se encuentra a la izquierda
del nodo 2

N3(T€)=1-¢  g(T(€)=04-02¢

1

[vi@nar@)rede = [(-ow0.4- 02902 s = 00333
0

0

entonces

g2 = 0,03+ 0,0333 = 0,06333
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nod4 nod2

g4 = / Nég ds + / Nggds:/N‘;’gder/Nggds
nod5 nod4 L4 L3

e En L4 (segmento S = 2 que se encuentra a la derecha del nodo 4)
NY(z,y) =6—10z,  g(z,y)==

reparametrizando el segmento L4

T(¢) = (0,6 +¢&(—0,1),0,1 4+ £(0,1 —0,1))
= (0,6 —0,1¢,01), £ €10,1]

I°=J() =+/(0,5-0,6)2+ (0,1 — 0,1)2 = 0,1 [* longitud del segmento de la derecha al nodo 4

NY(T(€)=¢  g(T(€))=06-01¢

1

1 1
/ NO(T(€))g(T(€))J (&) dé = / £(0,6 — 0,16)0.2 dé = 0,1 / 0,66 — 0,1€2 dé = 0,0266667
0 0

0

e En L3 (segmento S = 3 que se encuentra a la izquierda del nodo 4)

r+y

V2

Ni(z,y) =-4+10z  g(z,y) = 4

reparametrizando el segmento L3

T(é) = (0a5 + 5(0a4 - 075)a 051 + §(052 - Oal))
=(0,5—0,1£,0,1 +0,1¢), £€[0,1]

1t = J(¢) = /(0,4 — 0,5)% + (0,2 — 0,1)2 = 0,1/2; I**! longitud del segmento que se encuentra a la izquier-
da del nodo 4

NITE)=1-¢  g(T(©) = f/g
/ NE(T(€))g(T(€)) T (€) de = / (1-¢) f/’;iom dé = 0,03

entonces

g4 = 0,2666667 + 0,03 = 0,05666667

nod5 nod4
gs = / NSg ds + / Nggds:/Nggds—i-/Nggds
nodl1l nod5 L5 L4

e En L5 (segmento S = 1 que se encuentra a la derecha del nodo 5)
N§(z,y) = —6+ 10z +5y,  g(z,y) =y
reparametrizando el segmento L5

T(€) = (0,6 + £(0,6 — 0,6),0 + £(0,1 — 0))
= (0,6,0,1¢), €€ [0,1]
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1° = J(€) = /(0,6 — 0,6)2 4 (0,1 — 0)2 = 0,1
1° longitud del segmento de la derecha al nodo 5

N§(T(€)=¢  g(T(€)=0,1¢

/ NS (T(€))g(T(€))(€) d = / £0,160,1 d€ = 0,003333
0 0

e En L4 (segmento S = 2 que se encuentra a la izquierda del nodo 5)
Ny(z,y) = =6+ 10z + 10y,  g(z,y) ==
reparametrizando el segmento L4

T(g) = (076 + 5(075 - 076)a 051 + 6(031 - Oal))
= (Oa6 - 071£a 051> ) € € [07 1}

FH =76 =V(06-05)?2+ (0.1 -01)2=0,1
1571 longitud del segmento que se encuentra a la izquierda del nodo 5

N§(T(€)=1-¢  g(T(€)=0,6—0,1¢

1

[ M8 s = [1-e06 - 01601 de — 02833332
0

0

entonces
gs = 0,00333 + 0,0283332 = 0,031666

Luego en (3.3) tenemos:

2,5 0 -1 0 0 Uy 6,0667
0 1,5 -1 =05 O U, 0,0633
-1 -1 4 0 0 Us ;=< 38,0000
0 —-05 O 2,5 =05 Uy 6,0567
0 0 0 -0 1 Us 2,0317
cuya solucidn es

U,y 4,0383

U, 4,0782

Us »=<¢ 4,0291

U, 4,0496

Us 4,0565

Ahora veamos como es la solucién aproximada en cada elemento:

ut(2,y) = ul N} + us Ny +uiNy = Uy N} + UgNy + UzN;
=4,0383(1 — 5z + 5y) + 4(2 — 5z — 5y) + 4,0291(—2 + 10z)
= 0,0995z + 0,195y + 3,9801

u?(z,y) = uiN? + udNZ +us N3 = UsN| + UsN3 + UjoN;
= 4,0782(—2 + 5z + 5y) + 40,0291(—10z + 4) + 4(—1 + 5x — 5y)
= 0,1z + 0,391y + 3,96
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andlogamente para los demads:

u?(z,y) = 0,19152 4 4,0000
ut(z,y) = 0,19952 4 0,291y + 3,9401
u®(x,y) = 0,105z + 0,391y + 3,9580
ub(z,y) = 0,069z + 0,565y + 3,9586
u’(z,y) = 0,19152 4 4,0000
ub(z,y) = 0,19152 4 4,0000
u® (z,y) = 0,291y + 4,0000

u®(z,y) = 0,496y + 4,0000

Comparamos la solucién aproximada u* del problema (3.1)-(3.2) con la solucién exacta u(z, y) = xzy-+4 en nodos
de la malla de tridngulos.

Por ejemplo para el nod1=(0.2,0.2) comparemos los valores u! (nod1l) = u?(nodl) = u*(nodl) = u”(nodl) =
u®(nod1) de la solucién aproximada con el valor u(nod1) de la solucién exacta, obteniendo;

u*(nodl) = u?(nodl) = u*(nodl) = u” (nodl) = u®(nodl) = 4,0386 y wu(nodl) = 4,0400

y para los demds vértices tenemos:

u?(nod2) = u*(nod2) = u®(nod2) = 4,0782 u(nod2) = 4,0800
ul (nod3) = u?(nod3) = u*(nod3) = u?(nod3) = 4,0291 u(nod3) = 4,0300
u®(nod4) = u®(nod4) = u'®(nod4) = 4,0496 u(nod4) = 4,0500
u%(nod5) = 4,0565 u(nodb) = 4,0600
u?(nod6) = 4,0000 u(nod6) = 4,0000
u3(nod7) = u”(nod7) = 4,0000 u(nod7) = 4,0000
u” (nod8) = u®(nod8) = 4,0000 u(nod8) = 4,0000
ul (nod9) = u®(nod9) = u°®(nod9) = 4,0000 u(nod9) = 4,0000
u?(nod10) = u®(nod10) = u?(nod10) = u'®(nod10) = 4,0000 u(nod10) = 4,0000
u®(nod11) = u'®(nod11) = 4,0000 u(nodll) = 4,0000

En seguida se compara los valores de la solucién exacta u con los valores de la solucién aproximada u°.

vy w(ny) uwwy) fu(zy) —u(z,y)

02 02 4.0383 4.0400 0.0017
04 02 40782 4.0800 0.0018
03 0.1 40291 4.0300 0.0009
05 0.1 4.049  4.0500 0.0004
0.6 0.1 4.0565 4.0600 0.0035

4. Conclusiones. El método de los elementos finitos es una herramienta numérica que brinda ventajas al mo-
mento de disefiar y analizar determinada pieza o elemento definida por ecuaciones elipticas, pues permite modelar
formas irregulares con bastante facilidad al igual que un nimero ilimitado y tipos de condiciones de contorno.
Permite variar el tamafio de los elementos para hacer posible el uso de elementos pequefios donde sea necesario
(mallas adaptativas). Precisamente una dificultad del método es la generacion de mallas para lo cual siempre es
posible utilizar un programa comercial que permita generar mallas de alta calidad.
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