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Resumen

En este trabajo se muestra la construccion de una funcion polinomial de grado n:
fx)=A4x™+ 4+ Aix + 4,

dando previamente un conjunto de n puntos x,,xq,..,X,—1 , l0S cuales seran puntos fijos de
dicha funcién. Este estudio aborda el problema inverso en el caso polinomial; pues en el
sentido clasico se tiene a priori una funcién; y de alli se hace el estudio sobre la existencia de
puntos fijos. Ademas, se estudia el comportamiento de los puntos fijos a través del analisis de
la estabilidad, a partir del uso de un parametro.
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Abstract
In this paper we show the construction of a polynomial function of degree n:
fx) =Ax™ 4+ Aix+ A

given previously a set of n points x,,x, ..., X,_1, Which will be fixed points of the function. This
study addresses the inverse problem in polynomial case; in the classical sense because it is a
priori a function; and hence the study of the existence of fixed points is made. Furthermore the
behavior of the fixed points is studied through the analysis of the stability from the use of a
parameter.
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1. Introduccioén

El uso del concepto de “punto fijo” de una funcién tiene multiples aplicaciones en diversas
areas del conocimiento; tanto en ciencias basicas como en ciencias aplicadas.
Existen en la naturaleza procesos que pueden ser descritoS como procesos complejos o
calticos y procesos que son simples u ordenados [1]; para los cuales es necesario utilizar
ciertos conceptos matematicos para poder estudiarlos.
Asi por ejemplo, los sistemas dindmicos continuos y discretos son una herramienta
matematica, que permite a través de las ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias,
describir el comportamiento de muchos fendmenos que se dan en economia, biologia,
guimica, en el estudio de la variacion de las poblaciones, etc [2,3].
El determinar los puntos fijos de estos sistemas, es de vital importancia; pues el
comportamiento del sistema esté& en funcion de lo que ocurre alrededor de estos puntos fijos,
en el caso que existan.
Otros fendmenos relacionados con procesos quimicos como el intercambio de materia 6
fenomenos climatoldgicos [4]; hacen uso de ecuaciones o sistemas de ecuaciones
diferenciales; en los cuales es necesario en muchos casos conocer el comportamiento
alrededor de puntos fijos.
En matematicas el punto fijo tiene una variedad de aplicaciones, como en la soluciéon de
ecuaciones no lineales, optimizacion, ecuaciones diferenciales, etc. Problemas en el campo de
los celulares autdmatas [5], también utilizan el concepto de punto fijo.
En este trabajo se aborda el estudio del problema inverso en el caso polinomial; pues se da un
conjunto de n puntos x;, Xy, ..., X,—1 ; Y S€ construye un polinomio de grado n, el cual tendra a
los puntos xg , x4, ..., x,—; COMO puntos fijos.
Ademas, se hace un estudio sobre la naturaleza de dichos puntos fijos; a través del estudio de
la estabilidad de dichos puntos fijos.

2. Caso Cuadratico
En esta seccion se obtiene una funcién cuadrética f:R — R que tiene a los puntos

X9, X1 € R, xo # x4, COMO puntos fijos dados previamente.
Dados x,, x; € R, x, # x4, hallar;

f(x) = Ax? + Bx + C, tal que:

f(xo) = %o,

fOq) = x (1)
Asi:

f(x) = Axy? + Bxy + C = x,

f(x)=Ax>+Bx; +C = x; 2

Se observa en (2) que se necesita un punto adicional (x,,, y.,), tal que los puntos:

(x0, x0), (x1, x1), (X, ¥m) S€an no colineales; lo cual permitira determinar f(x).
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Por tanto:

Ax02+Bx0+C= Xo
Axlz + BX1 +C = X1 (3)
Axy 2+ Bxp +C = vy,

Matricialmente:

xt xo 1\ /4 Xo
x2 x 1 (B) = <x1>
x12n Xn 1 C Ym
donde la matriz
x2 xo 1
M=|x? x; 1
X2 X, 1

es la matriz de Vandermonde.

Como los puntos x, , x; , X,,, Son diferentes dos a dos, entonces la matriz de Vandermonde M
es no singular; por tanto el sistema (3) tiene una Unica solucion.

Puntos Fijos de fix) = Ax2+Bx+C, xo , x1
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Fig. Nro. 1. Funcion cuadrética: puntos fijos xo y x1.
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Teorema 2.1. Seanx,, x; € R, x, # x;. La funcién cuadratica f (x) = Ax? + Bx + C, que

tiene a x,,x; como puntos fijos, verifica:
Ym—Xm (4)

T Cm—r)@m—x0)

(X0 + X1) — X0X1 — Xf
B=1m 5
(x1=xm) (Xm—xo0) ( )

X0X1(Ym— Xm)
= — 6
(xm—x1)(Xm—x0) ( )

donde (xq, xg), (x1, x1), (Xm, Vi) SON NO colineales.

Prueba

De (3):
AXOZ + B.xo + C = XO
Ax12+Bx1+C b .xl
Axy 2+ Bxy, +C =y,
x2 x, 1
Fox o1
X2 x, 1

Como M es la matriz de Vandermonde, y como x,, x;, X,, , Son diferentes dos a dos, se tiene:

(7)

det(M) = (x; — xpm) (Xp — %) (X1 — Xo).

Por tanto, usando la regla de Cramer:

Xo X9 1
x; x; 1
_ Ym X 1 _ Ym — Xm
det(M) (Xm = X1) (X = Xo)
x¢ xo 1
x2 x 1
o oy 1w + x1) — xoxp — xh
o det(M) (1 = X)) (Xm — xo)

Xo Xo Xo
X1 X1 X1
2 Xm ym xoxl(ym - xm)

det(M) (o — x1) (tm — %)
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3. Caso Cubico.

Ahora, se obtendra la funcién polindbmica cubica que tiene a los puntos x,,x;, X, € R,
xo < x, < x, como puntos fijos dados previamente.

Dados xy,x;, X, € R, xo < %1 < X5, hallar: f(x) = Ax3 + Bx? + Cx + D, tal que:

f(x0) = xo
f(x1) = x4 (8)
flx2) = x,

Luego:

f(xo) = Ax3 + Bx2 + Cxo + D = x,
f(x) =Ax3+Bx?+Cx, +D = x4 9)
f(xy) =Ax3 +Bx?+Cx, +D = x,

Analogo al caso cuadrético, se observa de (9), que se necesita un punto adicional

(xm, Vm), tal que los puntos: (xq, x5), (x;1, x1), (x5, x2),(*m, Vm) S€an no colineales.

Puntos Fijos de fix) = Ax3+Bx2+Cx+D, x0 , x1 , x2

Eje Y

Fig. Nro. 2. Funcién Cubica: puntos fijos xo , x1 y x2.

Por tanto, el sistema de ecuaciones es:

Ifo3+Bx§+Cx0+D= Xo
4 Ax} +Bx?+Cx; +D = x;
| Ax3 4+ Bx5+Cx;+D = x,
\Ax3, + Bx2, + Cxp + D = yp,

(10
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donde:

w

x3 x3xg 1

w

2
x; x7fx; 1 .
M=|"t "1t | eslamatriz de Vandermonde.

\xz x2x, 1

w

x3x2x, 1

Teorema 3.1. Seanxg, x;, X, Xn € R, x; # x;,Vi,j =0,1,2,m. Entonces existe una
funcion polinomial ctbica f(x) = Ax® + Bx2 + Cx + D, tal que:

flx) = x;,vi,j=0,1,2.

donde:
A= _(ym - xm)
(xo - xm) (xl - xm) (xz - xm)
B = —(Xm = Ym) (X0 + X1 + Xx3)
(xo - xm)(xm - xl)(xm - xz)
¢ = “XoXaXs + X0 X1Yim + X0 X2Vm — XoXim + X1 XoVm — X1 X — XoXin + X
(xo - xm)(xm - xl)(xm - xz)
D= =X X1X2 (X — Yim)
(xO - xm)(xm - xl)(xm - xz)
Prueba

De (10) se tiene:

Ifog+Bx§+Cxo+D= X0
4 Ax} +Bx?+Cx;+D = x,
| Ax3+Bx5+Cx,+D = x,
\Ax3, + Bx2, + Cxp + D = vy,

Ademas:
det(M) = (x; — x0) (X2 — Xx0) (X2 — x1) (Xm — X0) (X — X1) (X, — X2) (11)

Como x; # x;,Vi,j=0,1,2,m,de (11) se tiene que det(M) # 0; por tanto, el sistema (10)
tiene una Unica solucion.

Para resolver el sistema (10), usamos la regla de Cramer; para ello considerar las matrices:

/xo xéx, 1\ /xg XoXo 1\
2 3

X1 XiXq 1| X3 1
3

X1X1
MA = | : ,  MB=| |,
X, X5x, 1 X5 Xpx, 1
2 3
YmXmXm 1 XmYmXm 1
/xg xix, 1\ /xg xéx, xo\
3 2 3 2
x; xix; 1 X7 XxXix, X
MC = x13 x;x1 1 | MD = | x13 x;x1 x1 |
2 242 2 242 2
3,2 3,2
\xmxmym 1 / \ XmXmXmYm /
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Por tanto:

_ det(MA) _

60

—(Ym—xm)

T det(m)

_ det(MB) _

(xo—xm) (X1 —xm) (x2—xXm)

—(m—Ym)(xo+x1+ x2)

det(M)

det(MC)

(x0—xm) (em—x1) (Xm—x2)

2 2 2 ,.3
—Xo X1X2+ X0 X1Ym+Xo X2Ym—XoXm+ X1 X2Ym—X1Xim—X2Xin+Xin

det(M)

_ det(MD) _

(xo—xm)(Xm—x1)(Xm—x2)

—x0 X1X2(Xm—Ym)

det(M)

4. Caso General

En general, dados x; e R,Vi = 0,1, ...,
talque tengaa x;,vi=0,1,..,n

Dados x; ER,Vi=0,1,..,n

flx) = Apx™ + Ap_x™V 1.

f(xi) = X,

Asi:

flxo) = Apxl + Ap_1xi7 1+ .
flx) = Apxl + Ap_x 1+, .

kf(xn 1)—Axn 1+An 1x +

vi=01,..,n—

(x0=xm) (Xm—x1) (Xm—x2)

n—1, x; # x;, hallar una funcion polinémicaf: R - R,
— 1, como puntos fijos dados previamente.

-1, x; # x;, hallar:

4+Ax+ A4, ,talque

1.

. +A1X0 + AO = xo
. +A1x1 + AO = X1

A x4 +Ao = Xp-1

(12)

De (12) se observa que se necesita un punto adicional (x,,, v,), tal que los puntos: (x,, x),

(xl ’ xl); (xz , x2),
Por tanto, se obtiene el sistema:

ApxP + Ap_xB 14

, (-1 Yn-1), (Xm, V) Sean no colineales.

. +A1X0 + Ao =Xy

(
I A x1 +An 1X1 1+ .+A1.X1+AO =x1
4 ............... (13)
| nxn1+A _1xnz 11+ +A1xn1+A0—xn1
Apxl + Ap_ x4 L A Xy, + Ay = Vi
xl x(’} Lo x 1
M=
x,’}lx,’}[l Xy, 1
donde M es la matriz de Vandermonde. Ademas, se tiene:
det(M) = Tlocicjen-1,m(xj— x;) (14)
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Teorema 4.1. Seanx; ,x, € R, x; # x;,Vi,j=0,12,..,n—1,m. Entonces existe una
funcién polinomial f(x) = Apx™+ A, x™ 1+ . . .+A;x + A, , tal que:

flx) = x;, vi=0,1,..,n— 1.

Prueba

De (14) se tiene:
det(M) = [losicjen—1,m(x— x;)

Como x; # x;,Vi,j=0,1.2,..,n—1,m, se tiene que det(M) # 0; por tanto el sistema (13)

. +A1X0 + AO = Xy

ApxP + Ap_ x4 .
. +A1X1 + AU = X1

ApxP 4+ Ap_ x4+

+A1xn_1 + AO = xn_l
. +A1xm + AO =Ym

[

{I

| Apxl_y + Ap x4, L.
\ Apx? + Ap_ x4

tiene una unica solucion.

Ahora considerar las matrices:

donde la i-ésima columna esta formada por los términos independientes. Usando la regla de

Cramer, los coeficientes estan dados por:

_ det(Ml-) . _
i = Gean) vi=01,..,n—1 (15)
O

5. Estabilidad
En esta seccidn se estudiara criterios para la Estabilidad de los puntos fijos en el caso de un

polinomio de segundo grado.
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Teorema5.1. Sean x,,x; € R, xo # x;,%y <%, f(x) = Ax?+ Bx + C, la funcién tal que
fx)= x,vi=01. Six, =x,—€, ym = X,, €> 0 pequefio, entonces:
a) x, es un punto fijo Atractor.
b) x; es un punto fijo Repelente.
Ademas:

0<f'(xg) =24xy+B < 1.

Prueba

Se tiene la funcién f(x) = Ax? + Bx + €. Completando cuadrados:

f(x)=A(x2+§x+%)=A(x+%)2+C—§ (16)

Como f(x) es una parabola, entonces de (16), el vértice V = (x,,,¥,), esta dado por:
_ 2
V=) =G .C-3) (17)

Usando (4), (5) y (6), se obtiene:

_ -1

A= p— (18)
_ —2xp+ €

B = x1—xo+ € (19)

De (18) y (19):
Xy, = Xg — E (20)
EZ
Y= Xo— 4(x1- %0+ €) (21)

Por tanto:

flx,) =0,y f'(xg)>0 y f'(xp) <1.

-1 1 -
Como A = = , y ademas x, < x, , se concluye que A > 0.
Xp— X1— € X1— Xot+ €

Entonces 0 < f'(xy) =2Ax,+ B < 1.
Por tanto, x, es un punto fijo Atractor.

Se sigue que f'(x,) > 1; lo cual implica quex; es un punto fijo Repelente.
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Teorema 5.2. Sean x,,x; € R, xo # x;,%y <%, f(x) = Ax?+ Bx + C, la funcién tal que
fx)= x;,Vvi=01. Six, =xo+€, ¥ = x,, €> 0 pequefio, entonces:

a) x, es un punto fijo Atractor.

b) x; es un punto fijo Repelente.

Ademaés: —1 < f'(x,) = 2Ax, + B < 0.

Prueba

Usando (17), el vértice de la parabola f(x) = Ax?+ Bx +C, es:

-B B2
V= (xv:yv) = (Z ,C— a)

Como x,, = xo+ €, ym = X, €> 0, procediendo en forma anéloga al teorema (5.1), se tiene:

1

A= m > 0 y (22)
_ —2xp-— €
B = X1— xg— € (23)
De (22) y (23):
2
%=Xt W= Xo pg

Como f'(x,) = 0, se tiene quef'(x,) < 0. Para €> 0 suficientemente pequefio:
—1 < f'(xy) < 0. Por tanto, x, es un punto fijo Atractor.

Se sigue que f'(x,) > 1; lo cual implica que x; es un punto fijo Repelente.

Teorema 5.3. Sean x,,x; € R, xo # X;,%y < xq, f(x) = Ax? + Bx + C, la funcion tal que
fx)= x;,vi=01. Six, =x,—€, y, =x,, €> 0 pequefio, entonces:

a) x, es un punto fijo Repelente.
b) x,; es un punto fijo Atractor.
Ademaés: —1 < f'(x;) = 2Ax, + B < 0.
Prueba

_-B .
De (17) x, = e luego:

-1

A= e (24)
Como x, < x; , entonces x; — x,— € > 0,para € pequefio; asi A<O0.
Ademas:

B= 2t (25)

X1— Xo— €
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De (24) y (25):
X, = X1 — % (26)

2
4(x1—x0— €)

Yo = X1+ (27)

Como f'(x,) =0,y por(26)y (27) se tiene f'(x;) < 0. Por tanto, x; es un punto fijo
Atractor, y x, es un punto fijo Repelente. Ol

Teorema 5.4. Sean x,,x; € R, xo # Xx;,%y <%y, f(x) = Ax?+ Bx + C, la funcién tal que
fx)= % ,vi=01. Si x,, =x,+€, y,, =x;, €> 0 pequefio, entonces:

a) x, es un punto fijo Repelente.
b)x; es un punto fijo Atractor.
Ademas: 0 < f'(x;) = 24x,+ B < 1.
Prueba

. . _ € _ €?
De (17) setiene: x, = x,+ S Yo = X1+ preRE———
Como f'(x,)=0,entonces 0< f'(x;) =24x; + B < 1.

Por tanto, x; es un punto fijo Atractor, y x, es un punto fijo Repelente.

6. Ejemplos
6.1. Dados x, =1, x;, =3 y €= 0.1, hallar f(x) = Ax?>+ Bx + C, tal que
f(1) =1, f(3) = 3,yque x, =1 sea un punto fijo Atractor.

a) Usando el teorema 5.1, se obtuvieron los siguientes resultados.

COEFICIENTES

A B C
0.4762 -0.9048 1.4286
X f'(x,-) Punto F|JO
X 1 0.0476 Atractor

X4 3 1.9524 Repelente
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Puntos Fijos de fix) = Ax2+Bx+C, x0=1, x1=3, e=0.1

=
=]
[5a]
—%
R
(3]
ra
| I S
[5a]
o |
(5]
m
=

Fig. Nro 3. El vértice se ubica a la izquierda de x0=1.

b) Usando el teorema 5.2, se obtuvieron los siguientes resultados.

COEFICIENTES
A B Cc
0.5263 -1.1053 1.5789
X; f'(xp) Punto Fijo
X 1 -0.0526 Atractor
X 3 2.0526 Repelente

Puntos Fijos de f{x) = Ax2+Bx+C, xo0=1, x1=3, e=01

Fig. Nro 4. El vértice se ubica a la derecha de x0=1.



Franco Rubioy O. Herndndez — Selecciones Matematicas. 02(01): 54-67 (2015)

6.2. Dados x5 =1, x;, =3 y €= 0.1, hallar f(x) = Ax?+ Bx + C, tal que
f(1) =1, f(3) = 3,yque x; = 3 sea un punto fijo Atractor.

a) Usando el teorema 5.3, se obtuvieron los siguientes resultados.

COEFICIENTES

A B C
-0.5263 3.1053 -1.5789
X; f'(x) Punto Fijo
X 1 2.0526 Repelente
X1 3 -0.0526 Atractor
Puntos Fijos de fix) = Ax2+Bx+C, x0=1, x1=3, e=01
‘1‘ T T T T T T T

Fig. Nro 5. El vértice se ubica a la izquierda de x1=3.

COEFICIENTES

b) Usando el teorema 5.4, se obtuvieron los siguientes resultados.

-0.4762

2.9048

-1.4286

66
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X; f'(xp) Punto Fijo
X 1 1.9524 Repelente
X, 3 0.0476 Atractor

Puntos Fijos de f{x) = Ax2+Bx+C, xo=1, x1=3, e=0.1

Eje ¥

Eje X

Fig. Nro 6. El vértice se ubica a la derecha de x1=3.
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