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Resumen
En este articulo formalizamos matemdticamente un juego de cartas, usando el concepto de métrica y un
poco de algebra, y luego extendemos al caso general. Asi ilustramos el proceso de compactificacion de
informacion.
Palabras clave. métrica, informacién, codificacion.

Abstract
In this work, by using basics concepts about metrics and algebra, we show the formalization of a play of
the pack of cards and we extend for general case. So we show that the compactification of information is
posible.
Keywords. metric, information, codification.

1. Introduccién. A teoria de conjuntos e teoria combinatéria sdo ferramentas matemadticas que se
complementam e nos auxiliam na solucdo de problemas envolvendo cole¢do ou agrupamento de objetos (de
diversa natureza) e na contagem de seus respectivos elementos.

Por outro lado, o estudo das estruturas algébricas nos permite analisar, formalizar e classificar conjun-
tos, quando munidos de uma ou mais operagdoes bindrias, satisfazendo certas propriedades. Assim temos as
estruturas de grupo, anel, corpo, espago vetorial, médulo, etc., cada qual com suas propriedades inerentes,
tendo aplicagcdes na matemadtica pura e aplicada e em diversas dreas tecnoldgicas.

Além dos aspectos combinatdrios e algébricos, um dado conjunto .4, ndo vazio, também pode ter
uma estrutura geometrica-topoldgica, dada por meio de uma medida. Para isso € introduzida uma fungio
d: Ax A — R, satisfazendo certas propriedades que determinam uma métrica em .A. Assim temos o
conceito de espaco métrico, ttil na matemética e, de um modo geral, em areas do conhecimento onde ha
necessidade de avaliar o desempenho de determinados sistemas.

Na Teoria de Cddigos o problema geral é lidar com transmissdo e armazenamento de informacdo, de
maneira confidvel. Essa teoria é utilizada nas comunicagdes via computador, via satélite, na compactificagio
de dados em um CD, etc.

Um cédigo, C, é um conjunto de palavras-cédigos, elementos de um espago vetorial A™ (A # () é o
alfabeto), na qual k digitos de informacdo sdo transmitidos e os n— k restantes sdo os digitos de redundancia
que desempenham importante papel na deteccdo de erros. Na prética, os conjuntos A de interesse séo
aqueles que possuim uma estrutura algébrica (corpo, grupo). Em geral, o fechamento de uma operagdo
nestes conjuntos e a existéncia de elemento inverso reduz a complexidade computacional que aparece no
processo de decodificacdo. Geometricamente, um cédigo C possui uma estrutura de espago métrico, ao
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considerar o minimo das distincias entre todas as palavras cédigos do cédigo, obtendo assim a distancia
minima, que fornece uma forma de quantificar a capacidade de deteccdo e corre¢do de erros.

Em [2] foi proposta uma formulacdo matemadtica para um jogo de entretenimento (jogo de baralho). O
jogo consiste em extrair, aleatériamente, 5 cartas de um baralho de 52, exibir 4 delas e adivinhar a Gltima.
Tal formulacdo foi baseada na forma de codificar conjuntos usando a nocdo de distancia (distadncia de Lee)
definida em um corpo finito.

Neste trabalho apresentamos a formaliza¢@o e solucao algébrica do problema do jogo de baralho apre-
sentado em [2] e o extendemos para o caso geral. Mostramos que certos pardmetros que aparecem nessa
generalizacdo, satisfazem determinadas relagdes de congruéncia. Mais ainda, tal formalizacdo fornece um
procedimento de codifica¢do da informagao, via a métrica de Lee definida sobre corpos finitos, o que conduz
a compactificacdo de informacdo. S@o exibidos alguns exemplos e observamos que, a medida que a cardi-
nalidade do corpo aumenta, a relagdo custo-beneficio de compactificacdo precisa ser estudada com mais
cuidado, uma vez que se consegue uma compactificagdo através de um nimero alto de iteracdes compu-
tacionais.

Este trabalho estd organizado como segue. Na secdo 2 apresentamos a no¢ao de métrica. Na secdo 3 é
apresentado o jogo do baralho e na sec¢do 4 algebrizamos esse problema. Finalmente, na se¢do 5 estendemos
o problema para o caso geral, mostramos algumas rela¢des fundamentais entre os parametros que aparecen
nessa generalizacdo e suas conexdes com a compactificacdo de informagao.

2. Métricas e Aplicacoes em Codificagdo. Um conjunto ndo-vazio, [E, é denominado espago métri-
CO se existir uma fungio d : E x E — R, chamada métrica, satisfazendo as seguintes condi¢des:

(D) d(z,y) >0 e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y,Vx,y € E.

Q) d(z,y) = d(y,x),Vx,y € E.

3) d(x,z) < d(z,y) +d(y, z),Vz,y, z € E.

(E, d) denota o espago métrico E, munido da métrica d.

Por exemplo, se para todo x, y € R definimos d(x,y) = |z — y|, temos que d satisfaz as condi¢des (1),
(2) e (3) acima, ou seja, (R, | - |) é um espago métrico. Esta métrica é a métrica usual da reta real.

Dizemos que um espago métrico (E, d) é discreto se todo elemento = € E é isolado, ou seja, quando
existe uma bola aberta em torno do ponto x contendo unicamente o préprio ponto z. Se d € uma métrica
discreta, entdo o espago métrico (E, d) é dito discreto. Por exemplo, o conjunto dos inteiros Z, com a
métrica induzida da reta real, € um espaco discreto.

Dado E um conjunto qualquer, sempre é possivel definir uma métrica d, chamada métrica discreta, na
forma:

0, sex=y
d(a:,y)—{ 1, se x#y.

No espago n-dimensional E”, para z,y € E", definimos
dp(z,y) = card{i : x; #y;,1 <i<n}.

Verifica-se entdo que dy é uma métrica em E™ (métrica de Hamming).

Por exemplo, em Z3 = {0, 1}3, temos d(000, 111) = 3, d(001,111) = 2, d(100,110) = 1.

No caso do corpo finito E = Z,, para € Z", definimos 0 peso de Lee por wr(z) = Y i, |z,
onde

z;, se 0<xz; <q/2
|| =
q—x;, se q/2<xz;<q-—1.

A distancia de Lee entre z,y € Zj € dada por dp(v,y) = wr (v — y). Verifica-se também que dy, é
uma métrica.

Observaciao: A métrica de Hamming € utilizada em cédigos bindrios. Por outro lado, a métrica de
Lee ¢ utizada em c6digos provenientes de constelagdo de sinais M PSK, ou seja, quando os sinais estdo
igualmente espagados sobre um circulo. Caso a constelagdo esteja sobre R?, o circulo em questio é uma
circunferéncia. Em ambos casos, o uso destas métricas auxiliam a detecgdo e correcido de possiveis erros
que possam ocorrer em uma transmissdo de informacao.
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3. O Jogo do Baralho. Uum dos truques mais criativos de adivinhagdo de cartas de um baralho, criado
em 1920 porWilliam Fitch Cheney Jr., pode ser desvendado através do uso da codificacdo de conjuntos y
usando a métrica de Lee.

Sabemos que um baralho de 52 cartas, sem repeti¢do, possui 4 naipes e cada naipe com 13 cartas.

Podemos considerar a seguinte relacdo de ordem nas cartas:

A xy, 246 29, 323,44 x4, b x5,
6 < xzg, 74> x7, 84> 28, 9> 19, 10 <> 210,

J a1, Q & w2, K & 213,

Embora dependa de cada jogo de baralho, adotaremos a seguinte relagdo de ordem entre os naipes
como consta na figura 1.

»>
€5

F
£ 1Y

L *l
¥l ; ¥|

o |

*
¥
Figura 3.1: copa, espada, ouro, paus

Imagine que um magico pega a seu assistente retirar aleatériamente 5 cartas do baralho, mostrar 4
delas, de modo que possa adivinhar a dltima carta.

O resto da divisdo por 4 garante que entre as 5 cartas escolhidas, pelo menos duas sdo do mesmo naipe.
Para obter o resultado desejado, as 4 primeiras cartas devem ser mostradas em uma determinada ordem, de
modo a fornecer ao méigico uma pista para descobrir a dlitma.

Assim, a primeira pista é apresentar a menor carta do naipe repetido. Desta forma, o mégico sabera
que a quinta carta ¢ do mesmo naipe. Com isto restardo ainda 6 possibilidades. O segredo estd na forma
em que as 3 cartas do meio sdo apresentadas. Para isto € necessario definir uma distancia entre as cartas,
da seguinte forma. Colocamos os 13 pontos x; em uma circunferéncia, igualmente espagados, e definimos
a distancia d(x1,z;) como sendo o minimo do nimero de espacos comprendidos entre z; e x;. Assim
d(SEi, Ij) S {1, 2,3,4,5, 6}

Observar também que existe uma relacdo de ordem entre as cartas. Podemos assim definir sequéncias
do tipo PM G (pequeno, meio, grande).

Temos assim 6 possibilidades e seus correspondentes codigos:

PMG < 1, PGM « 2, MPG < 3,

MGP < 4, GPM < 5, GMP + 6.
Suponha que o assistente tenha em maos as cartas

A de paus (z1), 4 de paus (z4), 3 de ouro (z3),

rei de copas (x13), 7 de espadas (7).

Quando o assistente apresenta a primeira carta (A de paus), o mdgico jd sabe que a quinta carta sera
do naipe paus. Sobraram o 3 de ouro (P), rei de copas (G) e 7 de espada (M). Assim, o assistente sabe que
d(x1,24) = 3. Logo é preciso saber qual é o conjunto que apresenta o cédigo 3. Nesta situagéio temos o
subconjunto M PG e assim o assistente apresenta a sequéncia:

Segunda carta - 3 de ouro
Terceira carta - 7 de espada
Quarta carta - rei de copas

Finalmente, o magico conta 3 posicdes e descobre que a quinta carta € 4 de paus.

Notemos que existe um paralelo entre a idéia bésica do truque e a compactacdo da informacdo (que
faz uso da Teoria de Cdédigos e de Informacgdo), usada em programas de computador, como o popular
Winzip. Usando apenas 4 cartas, o assistente consegue passar informagao sobre as 5. Essa compactagio de
informacao faz com as cartas 0 mesmo que um software faz com os bits.
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4. Formalizando o problema. Considere o conjunto G = {1,2,--- 52}, com card(G) = 52 e, o
corpo finito Z3.
Para k € Z;3, considere os seguintes subconjuntos de G:

Hy={xeG:2=0-13+1+k},

H={zxeG:2=1-13+1+k},

Hy={xeG:2=2-13+1+k},

Hy={2ze€G:2=3-13+1+k}.

Em geral podemos escrever:
H={zeG:x=t-13+1+k},

ondek € Z13 e t=0,1,2,3.
Para z,y € G, definimos a relagdo:

Paraalgumt: z,y € H;, <= x —y € Zq3.

Verifica-se entdo o seguinte resultado.
Lema: A relagdo acima definida é uma relagdo de equivaléncia em G.

Observar que os subconjuntos H; formam uma particdo do conjunto GG e como a relagio definida é de
equivaléncia, obtemos conjunto quociente, G¢, de G.

Agora, sejam x1, T2, T3, T4, T5 as cinco cartas escolhidas aleatoriamente. Como 5 = 1(mod 4), exis-
tem pelo menos dois elementos x;,z; € G que pertencem a um mesmo subconjunto H;, ou seja, para
algum ¢, tem-se que x;, z; € H;. Sem perda de generalidade, suponha que x1, x> € H;.

Estratégica do jogo do baralho:

1) A primeira carta mostrada deve ser o minimo entre x; e xo. Isto sugere uma primeira pista para
adivinhar a quinta carta.

2) As cartas x3, x4, x5 devem ser mostradas em uma determinada ordem, o que fornece uma outra
pista. Para exibir as cartas 3, x4, x5 temos 6 = 3! possibilidades.

Lembremos que em Z13 temos definida a distancia de Lee, dada por:
d(z;,2;) = min{espacos entre z; e z, }.
Assim temos que

dLee(Zl?)) S {17 23 37 47 57 6}

3) Sao definidas sequéncias do tipo PMG (pequeno, medio, grande) com as cartas s, T4, €5. Assim
obtemos as 6 possibilidades (c6digo):

PMG(zsxaxs) +— 1 MPG(zsx325) +— 3

PGM($3$5.734) — 2 MGP($4.’135.733) +— 4

GPM($5.7J3$U4) +——5 GMP(.’E5.”L'4$3) +——6

4) Calcular d(x1,x2) para adivinhar a quinta carta xo. O ndmero d(x1,x2) estd associado a um dos
rétulos acima considerados.
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Exemplo: Suponha que foram escolhidas as cartas:

r1 — Ade paus, x4 — 4 de paus,
x3 — 3 de ouro, x13 —> rei de copas,

x7 — 7 de espadas.

A primeira carta apresentada serd x;1 — A de paus; logo a quinta carta deve ser do naipe paus.
As cartas intermedidrias sdo 3 de ouro (P), 7 de espadas (M), e rei de copas (G).

A ordem de apresentacdo dessas cartas intermediarias serd:

M P G

Ty Zs3 Z13

Como o assistente sabe que d(z1,z4) = 3, entdo a quinta carta serd x4 = 4 de paus.

5. O caso Geral. Em [1] foi estudado o caso de um baralho com 52 cartas, das quais extraidas 5,
sdo exibidas 4, restando a dltima para adivinhar. Isso significa que houve um processo de compactacio de
informacgdo onde, de cada 5 entradas guarda-se uma, ou seja, de 50 entradas compactificam-se 10 delas.
Assim, a razdo de compactificagdo é de 10/52.

Agora, vamos analisar esta situag¢do no caso geral de n cartas (dados ou entradas), de modo que possa-se
obter uma razdo de compactificagdo razodvel, similar ao caso do baralho ou, no minimo, proporcionalmente
equivalente. Para isso faremos alguns testes e serdo obtidas algumas conclusoes.

Suponha um conjunto G com n elementos. Podemos construir a seguinte tabela:

LA [ Ay [ A5 [ [ 4|
T11 | 12 | 13 | © | X1k
o1 X292 23 T2k
31 | 32 | 33 | - | T3k
Lq1 Tq2 Lq3 Lqk

Observamos que n = kq, onde ¢ primo (ou poténcia de primo) é o nimero de elementos de cada
conjunto A; da particdo de G e k € o nimero de conjuntos A; nessa parti¢do.

Na linguagem do jogo do baralho, denotamos por m = k + 1 o nimero de cartas a serem retiradas
aleatoriamente (nimero de escolhas aleatérias dentre dos n elementos de G). Entdo m — 2 é o nimero de
cartas restantes, logo apds de ter mostrado a primeira carta e escondido a dltima.

Temos assim que (m — 2)! é o nimero de possibilidades (constituindo o c6digo ou rotulamento) obtido
com as m — 2 cartas. Isto fornece o nimero de elementos do c6digo usado para adivinhar a dltima carta.

Como a distancia de Lee entre =,y € Zy é dada por d,(z,y) = wr (v — y), temos que
q- 1}

dree(Zq) € {1,2,--- CRRE

Cada possibilidade (elemento do c6digo) acima mencionada estard associada a um nimero do conjunto

1.... a=1
{t,--, &1
Surge assim a seguinte questdo: Quando sera valida a igualdade

q—1
m—2) = ——
(m—-2)! =12,

ou equivalentemente,
qg=2(m—-2)1+17

Para responder esta pergunta, vamos realizar alguns célculos.

Alguns Testes:
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a) Seja m = 3. Entdo temos ¢ = 3. Logo estamos em Zg. Neste caso, k = 2 e n = kg = 6. Assim,
retirando 3 cartas, 2 delas estdrdo na mesma classe. Temos também que dr..(Z3) = {1}. Portanto obtemos
o codigo trivial.

b) Seja m = 4. Entdo temos ¢ = 5. Logo estamos em Zs. Neste caso, k = 3 ¢ n = kg = 15.
Retirando 4 cartas, 2 delas estdo na mesma classe. Temos que dr...(Z5) = {1,2}.
Consideremos a seguinte tabela:

(A [ 45 [ A |

T11 Ti2 | 13
T21 || T22 | T23
T31 T32 | X33
T41 T42 | T43
Ts51 Ts52 | T3

Suponha que as cartas retiradas aleatoriamente sejam x11, Z51, 32, £43. Observamos que x1; e 351
estdo na mesma classe A;. Mostrando a primeira 11, saberemos que a dltima é x5;. Logo x35 e x43 podem
ser exibidas de duas formas. Independentemente da forma em que essas cartas sejam mostradas, como
d(z11,751) = 3, temos que a Gltima carta é ;.

c) Seja m = 5. Entdo temos ¢ = 13, que é o caso do jogo do baralho.

d) Seja m = 6. Entdo temos ¢ = 49 = 72, onde sabemos que Z7 é um corpo. Neste caso temos k = 5
en =549 = 245 cartas.
Consideremos a seguinte tabela:

(A | A [ A5 [ Ay [ 4 |
T11 T12 T13 T14 T15
T21 T22 T23 T24 T25
T31 T32 T33 T34 T35

T49,1 || T49,2 | T49,3 | T49.4 | T495
Dado que m = 6, temos (m — 2)! = 4! = 24 possibilidades (elementos do c6digo). Também temos
que

dLee(Z49) = {1727 e 524}

Assim podemos definir sequéncias do tipo PM IG (pequeno, medio, intermediario, grande) e combinando
todas elas obtemos o c6digo:

PMIG < 0, PMGI + 1, PIMG + 2,

PIGM « 3, PGIM < 4, PGMI < 5,

MPIG + 6, MPGI <+ 7, MIPG + 8,

MIGP <9, MGIP < 10, MGPI 11,

IPMG ¢ 12, IPGM < 13, IMPG > 14,

IMGP < 15, IGMP + 16, IGPM + 17,

GPMI 18, GPIM < 19, GMPI + 20,

GMIP ¢ 21, GIPM < 22, GIMP < 23.

Observar que neste caso explicitamos o cddigo correspondente ao rotulamento proposto.
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Dos casos analisados acima obtemos:

Se m = 3, entdo ¢ = 3. Assimn = 6.

Se m = 4, entdo ¢ = 5. Assimn = 15.

Se m = b, entdo ¢ = 13. Assim n = 52.

Se m = 6, entdo ¢ = 49 = 72. Assim n = 245.

Se m = 7, entdo ¢ = 241. Assim n = 1446.

Se m = 8, entdo ¢ = 1441. Assim n = 10087.

Sem =9, entdo ¢ = 10081. Assim n = 80648.

Assim, para diferentes valores de m, obtemos valores para g e, portanto, valores para n.

Obtemos assim as seguintes conclusdes:

1) n=q(mod (k—1)).

De fato, basta observar que n = kq e substituindo obtemos n — g = kg — ¢ = q(k — 1).

Por outro lado, observando a sequéncia de primos (ou poténcias de primos) obtidos nos testes acima,
temos

2) ¢ = 3 (mod 2).

De fato, sendo ¢ = 2(m — 2)! + 1, temos que ¢ — 1 é par e portanto ¢ — 3 é também par. Logo ¢ — 3 é
divisivel por 2.

As conclusdes acima descritas respondem a questdo anteriormente colocada. Observamos que n — k
sera sempre divisivel por k — 1 = m — 2, sendo que m — 2 é o nimero de cartas (valores) intermediarias e
q — 3 deverd ser sempre um niimero par.

Também podemos estimar a razdo de compactificagdo de informagdo. Se de cada m = k + 1 cartas
guardamos uma, entdo teremos uma razdo de compactifica¢do da ordem mgq/n.

Em funcdo dos testes feitos acima, podemos considerar a seguinte tabela, com os pardmetros m, q, n,
para alguns valores:

(ml g [ » |
RIE 6
I 5
5 13 | %2
6 [ 4 | 245
7 | 241 | 1446
8 || 1441 | 10087
9 || 10081 | 80648
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