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Resumen
En este trabajo se ha investigado el comportamiento numérico de la solucion de la ecuacion de Poisson

—div(a(x)gradu) = f(z),z € Q CR"

con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera u = 0,z € 0 Q y coeficiente a(x) discontinuo
y acotada, f(x) discontinua, utilizando elementos finitos adaptativos sobre una malla de elementos trian-
gular. Para determinar la solucion del problema de contorno se ha generado un programa numérico que
implementa el método de los elementos finitos adaptativo sobre una region rectangular llegando a determi-
nar que la solucion u(x) es afectada por la discontinuidad del coeficiente a(x) y no por la discontinuidad
de la funcion f(x) para lo cual se ha tenido que refinar la malla sobre los elementos en los cuales se ha
detectado el mayor error de aproximacion. Para disminuir el error de aproximacion de la solucion u(x) se
ha tenido de generar un refinamiento estratégico en las zonas del dominio donde la funcién a(x) presenta
discontinuidades logrando disminuir el error de aproximacion.

Palabras clave. Elemento finito, refinamiento, malla adaptativa.

Abstract
This paper has investigated the numerical behavior of the solution of the Poisson equation

—div(a(x)gradu) = f(z),z € Q CR"

with homogeneous Dirichlet conditions at the boundary v = 0, x in 0 Q and coefficient a(x) discontinuous
and bounded, f(x) discontinuous, using finite element mesh adaptive on triangular elements. To determine
the solution of the boundary value problem has generated a numerical program that implements the method
of adaptive finite element on a rectangular region coming to determine that the solution u(x) is affected by
the discontinuity of the coefficient a(x) and not by the discontinuity of the function f(x) for which it has
had to refine the mesh on the elements which has detected the greatest approximation error. To reduce the
approximation error of the solution u(x) has been to generate a strategic refinement in the domain areas
where a(x) decreasing function discontinuities making the approximation error.
Keywords. Finite element, refinement, adaptive mesh.
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1. Introduccién. Los problemas en fisica e ingenieria muchas veces consisten en resolver ecuaciones
diferenciales parciales con condiciones de contorno y quizds también con condiciones iniciales. Uno de
tales problemas es el llamado problema de contorno de Poisson

—div(a(x)gradu) = f(z), z € QCR"
u=0,x€ 0N

donde a(x) y f(x) funciones discontinuas.

Tradicionalmente estos problemas han sido resueltos con el método de diferencias finitas (MDF). El
método de diferencias finitas imagina el dominio como una malla de puntos, proporcionando una aproxima-
cidn discreta de la solucidn. Si bien éste método es muy facil de aprender y aplicar para obtener la solucién
de problemas con geometrias simples, cuando la geometria es irregular o cuando presenta una especifica-
cion inusual en las condiciones de frontera, la aplicacién de diferencias finitas resulta engorrosa. Lara [9],
utiliza diferencias finitas para simular el flujo de un fluido en una cavidad rectangular. Rubio [15] utiliza
diferencias finitas para el flujo de un fluido en una cavidad con condiciones de Neumann para la presion.
A diferencia de método diferencias finitas, el método de elementos finitos (MEF) supone que el dominio
estd constituido por muchas regiones pequefias o elementos interconectados. Puesto que estos elementos
pueden ser colocados de diversas maneras, pueden ser usados para representar formas excesivamente com-
plejas. Lara [8], utiliza elementos finitos triangular con tres nodos y un grado de libertad por nodo para
hallar las cargas hidrdulicas del acuifero del Valle de Moche, Trujillo, genera un programa propio que im-
plementa mallas tipo Delaunay. Leonid [10] introduce elementos finitos para la resolucién de problemas
de la membrana (ecuacion de Poisson desde el punto de vista de la mecénica). El procedimiento es ade-
cuado en la préctica, dado que las fuerzas aplicadas son a menudo continuas a trozos. Cotrina [11] utiliza
elementos finitos para el célculo del flujo en medios porosos (suelo) debajo de una represa y por encima de
una capa impermeable. Cascén [13] utiliza elementos finitos adaptativos (MEFA) como un algoritmo para
resolver una ecuacién diferenciales basado en la iteracion, en un bucle del tipo: resolver, estimar, marcar,
refinar.

Para estudiar el comportamiento numérico de la solucién del problema de contorno de Poisson se ha
utilizado el método de los elementos finitos con mallas tipo tridngulo con tres nodos y un grado de libertad
por nodo. Se ha utilizado mallas tipo adaptativa sobre las regiones donde la funcién a(x) es discontinua y
se ha generado un programa en computadora que implementa el método de los elementos finitos. De las
simulaciones numéricas se ha podido observar que la solucién u(x) presenta valores muy grandes sobre
la regién donde la funcién a(zx) es discontinua, llegando determinar que el comportamiento de la solucién
es afectada por la discontinuidad del a(z) y no de la funcién externa f(x). Para disminuir el error de
aproximacion de la solucion u(x) se ha generado un refinamiento estratégico en las zonas del dominio donde
la funcién a(x) presenta discontinuidades para lo cual construido un cédigo numérico en Matlab que genera
una malla de elementos triangulares sobre el dominio rectangular. Se ha ejecutado el programa para varias
mallas de elementos adaptativos logrando ajustar los pardmetros para disminuir el error de aproximacion.
Estos resultados numéricos han sido contrastados con los resultados analiticos sobre los elementos donde
se presenta las discontinuidades llegando a determinarse los mismos valores. De las simulaciones se ha
podido observar que los problemas de aproximacién de la solucién es independiente de las condiciones de
contorno. Para verificar este hecho se ha corrido el c6digo numérico para varias condiciones de contorno.

2. Material y Métodos.

2.1. Objeto de estudio. Para la investigacion se ha tomado como referencia los problemas de la fisica
e ingenieria en la cual aparecen ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno y quizas también con
condiciones iniciales. Uno de tales problemas es el llamado problema de contorno de Poisson

2.1) —div(a(z)gradu) = f(z), z € QCR"
2.2) u=0,z€ 00

donde a(x) y f(x) funciones discontinuas y acotadas.
Se ha realizado un estudio analitico y numérico del comportamiento de la solucién u(z) cuando la
funcién a(x) es discontinua sobre regiones de un dominio rectangular.

2.2. Métodos y técnicas. Para estudiar el comportamiento numérico del problema de contorno de
Poisson (2.1)-(2.2) cuando el coeficiente a(z) es discontinuo sobre subregiones de un dominio rectangular
se ha considerado el método de los elementos finitos adaptativo con elementos tridngulo con tres nodos y
un grado de libertad por nodo.
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2.3. El Método de Galerkin. En aplicaciones concretas, es importante calcular soluciones aproxima-
das con un grado de precision donde el principal obstdculo es la dimension infinita del espacio de Hilbert V.
Muchas veces, sin embargo, V' puede ser escrito como la unién de subespacios finito dimensionales, asi que,
en principio, esto puede ser razonable para obtener soluciones aproximadas por la ecuacién de proyeccién
a(u,v) = I(v) sobre los espacios Vy C V.
En principio, cuanto mayor sea la dimension del subespacio, mejor deberia ser el grado de aproxima-
cién. La idea es construir una sucesién de subespacios {Vx } de V' con las siguientes propiedades:
1. Cada Vy es finito dimensional: dim Vy = N
2. VN CVNia
3. Uvn =V
El método de Galerkin proporciona una forma sistematica de obtener aproximaciones finito dimensio-
nales convergente de problemas variacionales. Para ello consideremos una familia {V } de subespacios de
dimension finita de V. Supongamos que para todo v € V existe una sucesiéon vy € Vi tal que:

vy — v enV, cuando N — oo

Para probar que uy — u cuando N — oo, es decir, la convergencia del método, y dar un control al
error de aproximacién utilizamos el Lema de Céa.

3. Resultados y Discusion.

3.1. Método de los elementos finitos adaptativos . Sean G un conjunto abierto, incluido en R",
H'(G) Espacio de Sobolev (Espacio de funciones en L?(G), con primera derivada también en L?(G)) y
a(x) constante(continua) por partes y positivo.

Asf la seminorma ||-|| definida por: ||v]|%, = (aVv, Vv)¢ es equivalente a la norma H} () cuando
G=Q.

(-,+)c : representa el producto interno en L?(G) y se escribird (-, ) = (-, -)q.

Para algtin f € L?(12), la formulacién variacional del problema (2.1)-(2.2), es:

3.1 u € Hy(Q) : (aVu, Vo) = (f,v), ve Hy(Q).

Para cada nodo x, sea W, la union de todos los elementos K que tienen el nodo comin z, y sea
G, todos los elementos K C W, donde los coeficientes ay logran el mdximo en W,. La distribucién de
coeficientes ar, k C W, serd llamada cuasi—-mondtona con respecto a x, si se cumplen las siguientes
condiciones:

Para cada elemento K C W, existe un conjunto Lipschitz K 4, con K UC, C Ky ¢m C W tal que
ap < ap, VK C Ky gm, k'€ My

Si x es un nodo que estd en el contorno, se requiere adicionalmente que
measq—1(0Ky qm N O) > 0.

Los nodos en los cuales la condicién cuasi—-mondétona no se cumple son llamados nodos singulares.

Para algin K € My, Hy representa su didmetro.

Para algin e € By, H, representa su didmetro.

Q. : Coleccidn de dos elementos que comparten el lado e

Para algin K € My ye € By, sea:

Wi = JIK' € My : KA K + 0}
We = {K' € My : K'ne# 0}
El siguiente pardmetro jugard un rol importante en el andlisis

max & sik tiene un nodo singular;
A k= k'eWy “k
1 otro lugar.
b

Sea 7. el indicador del error local asociado con e € By definido como:
—1/2 _
me =Y AkllHeay / FlZegy + AellH2aZ 2 T3 0
KeQ.
donde: A, = max Ag.
ke

e

Teorema 1. Existe una constante c; > 0 que depende solo del minimo dngulo de My tal que:

lu—unldy <er D n2
eEBy
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Prueba:
Consideremos g : Hg(Q2) — Vi’ que satisface:

0,16 — rudllrzg < C AY? Hillgllw,,

Yo € HY(Q), Yk € My

a}?)|¢ = rudllze) < CAY? Heldllw..
Vo € Hi(Q), Ve € By

Restando:
(aVu, Vv) = (f,v)
(aVug,Vog) = (f,ve)
(aV(u—ug),V(v—vg)) = (f,v—vg)
O

Teorema 2. Existen dos constantes ca, c3 > 0 que dependen sélo del minimo dngulo de My tal que,
para algiin e € By,

e <ene Y lu—unl}
keQ,

+c3 Ae Z Hya, " (f - Sz
ke,

donde fi, = ﬁ fk fdx, N = ?é%zx Ak La prueba lo pueden encontrar en [14]. [J

Observacion 1. La aparicion del factor N, es algo molestoso, pero sugiere fuertemente que en general
no puede ser eliminado.

Observacion 2. En aplicaciones prdcticas podriamos encontrar un gran niimero de diferentes singu-
laridades. En esta situacion, podria ser dificil distinguir todos los nodos singulares en el programa en cada
iteracion adaptativa. Entonces la siguiente estimacion ampliada de un error a posteriori podria ser titil.

- —1/2
7= RelHiay 1
KeQ.

+ Ke”[{61/2“.;1/2‘]6||2L2(e)

3.2. El algoritmo adaptativo y su convergencia. En esta seccién mostramos la convergencia de la
secuencia adaptativa, basada en la estimacion del error a posteriori y el refinamiento estratégico Morin-
Nochetto-Siebert. El andlisis depende en gran parte de los métodos, y nos centraremos sélo en las dife-
rencias. El principal objetivo aqui es localizar la dependencia de la tasa de reduccién del error sobre la
variacion de los coeficientes, el cudl es crucial al examinar la eficiencia del método adaptativo.

Refinamiento estratégico Morin—Nochetto-Siebert (MNS)

Dados dos parametros 0 < 0,0 <1

1. Seleccionar un subconjunto By de lados en By tal que:

1/2

> w2 ZG(Z 773)1/2

EEBH e€EBy
2. Sea M 7 el conjunto de elementos con un lado en B . Extienda M o tal que:
OSC(f, My) > 6 OSC(f, Mu)

3. Refinar cada elemento en M de tal manera que un nodo es creado en el interior del elemento.
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El andlisis de convergencia empieza del resultado de ortogonalidad el cual puede ser ficilmente proba-
do por la ortogonalidad de Galerkin.
Lema 1. Si My es un refinamiento local de My tal que VT C V', se tiene la siguiente relacion:

lu = unlléy = llu = umlé, = llun — unll?,

O
Este lema juega un rol importante en la disminucién del error en el andlisis de convergencia detalles de la
prueba la puede encontrar en [12].00

Lema 2. Sea M}, un refinamiento de My de acuerdo a la estrategia de refinamiento MNS. Entonces
existen constantes c4, c5 > 1 que solo dependen del minimo dngulo de la malla My tal que ¥V e € By
tenemos:

—1/2
(3.2 2 <cahe D Nun—unlf+cs A > I Hrag 2(f = fi)ll3e 0
ke, ke,
Ne = I?é%XAk

e

Prueba: La presencia del factor A, en la medida del error local decrece in (3.2) esto afecta la tasa de
reduccién del error y por lo tanto el comportamiento global del método adaptativo.
Ahora sea A = kmlz\ilx Ak, y sumando en e € By en (3.2) obtenemos:
cMmu

(3.3) > 02 <24 Allun — uglg + 2¢5 AOSC(f, Mp)?
EEBH

Sabemos que:

1/2

1/2
soi) =03 )
EEBH e€EBy
Luego
Dm0ty
ecBy e€Bu
Asi
(3.4) domi<o >
e€By e€By

Por Teorema 2 y la ecuacién (3.4):
lu—umlg <er D 2 <ad? Y 0
e€By e€By
Por la ecuacion (3.3):
[ —un g < 1607 2(2¢a Aljun — und

+2¢5 A OSC(f, Mg)?)

Luego obtenemos:

02 Cs
3.5 - 2 s 7 u— 2 — 2 0OSC(f, Mp)?
(3.5) lun —umllg > 2CMAHu urllg o (f, Mg)?)

Por Lema 1:
lun —un | = llu—unld = [lu—unld
Reemplazando en (3.5):

92
201 c4N

I — | = flu = un | = e — ||

— % 08C(f, M)
Cyq
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2

lu = unllf, < (1 Mu —unlf?

B 2c1 4N\

+Z—5 OSC(f, My)?
4

2
Seaar = (1 — QCch\)l/Q

C,
(3.6) lu—up |3 < o®|lu—ug||3 + i OSC(f, My)?

O

Lema 3. Sea v € (0,1) el factor de reduccién del tamario de elemento asociado con un paso de
refinamiento. Dado 0 € (0,1), sea & = (1 — (1 —~v%)0%)'/2. Sea Mj, un refinamiento de My de acuerdo
a la estrategia de refinamiento MNS entonces tenemos:

(3.7) OSC(f, My) < & OSC(f, My)

Detalles de la prueba puede encontrarse en [12]. [J
Teorema 3. Sea € R tal que méx(a, &) < B < 1, y sea

cs
c4(B? — min(a, &)?)

1/2
co = (nu ~wollh + osc(f, MO>2)

Entonces el algoritmo adaptativo basado en la estrategia de refinamiento MNS usando el indicador del
error local a posteriori

e = Z KkHHkalZlme%?(k) +ANH a7 2 T Fa e
KeQ,

produce una secuencia convergente ||u — uy||o < coB"
Prueba:

Sea ap = ||u — uk||?z y bk = % OSC(f, MH)2
De (3.6): ap+1 < a2ak + by.
Usando repetidas veces este resultado:

art1 < &ag + by,
< a?(Pap_1 +bp_1) + by
< a®Pag_y + a’by_1 + by,
< ®@(aPag_o 4 by_2) + a®bp_1 + by
< a®®ay_o +a? Dby o+ Dy + by,

k
apyr < a®FVay y + E by,
j=0

De (37) bk < dzbk,1

b < 62y < 623 < 62bg
Entonces:

b_; < &@2Fp,.

k
a1 < a2FH gy 13 o2 420,
=0
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k k .
2(k+1) 25 A2k A—2j 2(k+1) A2k a2
ap+1 < a a0+§ a“l.a*".a" by =a ap + & bog 5
=0 §=0
2(k+1) ~ 2k 1 2(k+1) ~ 2k a?
<a ap + & bp—— =a ap+ &by —5——
- & a® —«
«@
2(k+1)
a bo
= o™ Vag + ——
a2 —

Sea méx(a, &) < B <1, p=min(a, &)

.\ B2k + 1)

b
apy1 < B2 aq B2 gD {ao + 52—002]

bo
NPT A
k+1 0 52 — p2
by 1/2
Vok+1 < ﬂ(kﬂ) [CLO + ,82_02]

Ju — gt llo < B e

Observacion 3.
1. Latasa de reduccion (3 depende de dos constantes o, é. Usualmente v < 1/2; del Lema 3 sabemos

que & < 0,8 si 6 = 25—‘/§ ~ 0,6928. Esto es bastante satisfactorio en la mayoria de problemas
prdcticos envolviendo singularidades fuertes.

2. Ladependencia de la reduccion del error 3 sobre el producto del limite superior y limite inferior de
las constantes c1, cq es poco revelado. Esto indica que la informacion precisa del limite superior
de la constante c1 no es importante en el proceso adaptativo basado en la estimacion del error
a posteriori. Es la estructura inherente de los indicadores de error a posteriori que determina la
representacion del algoritmo adaptativo.

3. Para el estimador del error

—1/2 _
2= Hyay P fl3a g + 1HY 202030
KeQ.

se tiene el siguiente resultado
R . —-1/2
2 <en Y lun—unlF+es > [Huay 2 (F = fo)l3a
ke, keQe.

donde 12 = n? y é4, 5 son constantes positivas que dependen sélo del minimo dngulo de la malla
My es similar a (3.2)

—1/2
ne <eane Y lun —umlli+es ne Y I1Hrar " (F = fo)lfa
ke, ke,
Si la malla My tiene nodos singulares
lu—urlg<C Y
eEBy
llega a ser:

lu—uuly <Cin D 02
eeBgy

donde la constante Cy depende solo del minimo dngulo de la malla M.
Sea {Uy, }k>1 la sucesion generada por el algoritmo adaptativo basado en la estrategia de refina-
miento MNS usando el indicador del error local a posteriori

2= > NHyag VPR + 1HY 20 2 0300
KeQ,
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4. Del Teorema 3 esperamos que la tasa de convergencia de ||ty — ullq sea similar a ||uy, — ul|q.

Esto es realmente observado de nuestros experimentos numéricos. Sin embargo, desde que nuestro
estimador de error enfatiza la contribucion de los estimadores de error local de nodos singula-
res, esto tiene ventajas resolviendo singularidades como pueden ser visto en nuestros resultados
numéricos.
La aparicion de la cantidad N en la definicion de « indica que la tasa de reduccion del error (3
serd uno cuando cuando el salto de coeficientes es grande. Este hecho también es observado en
el experimento numérico. Este punto interesante refleja la esencia o limitacion del método adap-
tativo. Los métodos adaptativos bajo investigacion proveen un camino eficiente para encontrar
la solucion discreta con control de error. Sin embargo, la naturaleza singular de los problemas
originales permanecen inalterados y realmente es reflejado en la representacion del algoritmo.

4. El problema de contorno de Poisson. Sea el problema de valor de contorno

@1 - div(a(x). grad(u))=f, enQ = (0,2) x (0, 2);
' u=0, endf.
donde
1
Q
Q,
0 2

FIGURA 4.1. Dominio del problema de Poisson

a(z) = 1, ze f@) = 0, z€
R, x€Qs. 1, x€ Q.
0,2) (1,2) (2,2)

1 P 3
! 3
2
4
5 6
©.,1)
D @1
3 7
6 8
8 9
©0) 7 (1,0) 2,0)

FIGURA 4.2. Discretizacion del dominio

1. Discretizacién del dominio
Construimos la matriz de conectividad de nodos locales y globales en la 4.1. De la malla vemos
que s6lo hay un nodo interior (nodo 5) asi que tenemos
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CUADRO 4.1
Matriz de conectividad de nodos

Lelne) [ n2e) [ nBe |
1] 4 2 1
2 4 5 2
30 5 3 2
& 5 6 3
50 7 5 i
6| 7 8 5
71 8 6 5
8§ 8 9 6

Kss = K3, + K3 + K} + K3y + K5 + Ky

1 1
2 21272 222
K3, = A2 (azb3by + ajc5c3) = 5(2) =1
1
K§_§m+4):f
1 R
K4 == = =
h=5) =3
1 1
K3 1)==<
1 R
K3 =2(R) ==
=3B =3
1
K, S(R+R)=R
1 R
bs = b3+ b3+ b1 + 03 + 0§ +05 =2 =3
Entonces:
1 1
24 2R)ui = = g=—
(24 2R)u; 5 = Us AT iR

La solucién aproximada en la primera malla, es: uy = ulf ()
2. Estimacion del error:
Ahora calculamos el indicador del error local 7., considerando los elementos 5 y 6.

Hs = Hg=H.=V?2
Ns =1 N¢ =R

Ne =R

Je = [a(a:).VuH.'yHe

[aeVuH.'yHe = (aeVum)e.y + (aeVum)s.y

ug = uf P (x) = Vug = u' Vol (z)

Pero:

1 b3
(Vun)s = (ug! VoT)s = ug! VNG = uf! (w ( : )) = (

C2

1 bs 0
(Vun)e = (us' V9o = us' VNS = us' 5755 < 4 > e < 1 > B (
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Entonces:
0 0 -1 ull
(aeVUH)G'YaﬂUgIng.'}/R( Wl ).'yRugI( 1 )\% < 1 ) = R\/S

1 1 uH
(aQVuH)67:u§1< 0 > \%( O ) =%

Entonces

uf  (R+1) 1 1
V2 V2 4+4R 42

Luego:

—1/2 _
W= > Al P f g + A HY a7 2 2
KeQ,

—-1/2 —-1/2
= /\kl ||Hk1ak1 f”L2 (k1) + /\k2”Hk2ak2 f||L2(k1) + /\6”1{1/2 1/2J HL2(e)

= LV2,1,0[32 ) + RH\@- 1||L2(k2) + RH\[
=R —dk2+R /f

kz

R f4f||L2(e)

R16)

.
=2 dk ———— [ de=2.— 4+ ——+v/2

. 2+16<2>/e€ 2*16<2>f
, 17

ne_ﬁ'

o Indicador del error local 7, en los elementos 1 y 2.
H =Hy=H.=V2, Ni=No=A.=1

Je = [aVup )|, = (aVug)1.y + (aVum)2y

= (Vug)1.y + (Vug)2.y = (u‘gVNg).\%(iL )

:ug(ﬁg).;ﬁ<fl>:£(—ll>(_ll)
UH —

— %(—2) = 7;'4(11}2) - _2\/5(1 +R)

—1/2 —1/2 _
2 = Al Hyay 2 fill e ) + Al Haay V2 foll 2oy + AcllHY 27 Y2 020,

1/2 -1
= 1[|V21: 017201y + 1. V21 01722y + 1. V2 7\/5(1 +R)||%2(e)
1
= 2. ———d
/c\f 81+ R)2"°
g1
©~ 4(1 + R)?

o Indicador del error local 7., en los elementos 3 y 4.
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Hy=Hy=H.=+v2, N\3=1, Aua=R, Ne =R

Jo = [aVug Al|, = (@Vun)sy + (@Vun)iy
= (VuH)g\}i( ! >+(Rqu)4.\}§( ! )
He sy 1 -1 He rray 1 1
— (uf VNl).\/i< : >+(Ru5 VNI)\/E< 1)
S
s )G

ufl  Rufl U
1
Y

77 = /\3HH3CL71 2f3HL2(3 +/\4||H4a71 2f4HL2(4 + Ne ||[{1/2 —1/2J ||2

1/2 1
= 1|[V2-1:0[[72(3) + RIIV2-—= \F 72 + RIV2 'ﬁ'mﬂm(e)
_u
16

e Indicador del error local 7, en los elementos 7 y 8.
H7:H8:He:\/§7 N7 = R, Ng =1, NAe = R

= [aVuH.'y]‘ = (aVug)7.v + (aVug)s.y

= RusNg( _11 ) + Ruf'VN

e (3)(F)-me (1)(7)-

0 A7HH7a?1 Nid e +A8||H8ag1 *fsllfas) + AllHE 2 2 T .,
= RIVE =1l + LIVE—= 1 g + RIVE 0l
—RR/d7+1—/d8

n? = 2 —+1. Eﬁ =1+ E

3. Refinamiento de la malla:

Refinamos la malla M en la esquina inferior derecha, porque tiene el mayor error.
Elementos de la matriz global

Kss Ks9 Ks11
Kos Koo Ko11
Kiis Kug Kuun

Kss = K3y + K} + K1) + K3, 4 K3
+ K1, + KS,

11
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(1,1) CRY)

9

(2,0.5)

(1,0) (1.5,0) (2,0)

FIGURA 4.3. Refinamiento del dominio

K59 = Kgl + KgQ

1 R
— |RO+R(-= 2
ro+r(-3)]+|-3]
K511 =0
Kos = Kg3+ K3 = —R

Koy = K3 + K¥) + K3y + Kg3 + Ks3 + K33

R R R R 2R
:R+R+2(Z)+2' <4)+4. <16+16> +4. (16>

R R R R

= oy

R+R+2+2+2+2 R
K11 = K33 + Ki3

R R R

—a- By BBy g
Ki15=0
Kio=KN +K12=_R

K= Kay + K{7 + K35 + Ki3s = 4R

1
by = b3+ b + by + b5 + by + b + 05 = 5
by = bl + b% + b7 + b0 4+ b1 + b2
O
43 3’438 83 163 163
SR S A O M T
12012 24 48 48 24
by = byt +b7% + b3° + b3*
D O N
316 316 316 316 12

Luego el sistema de ecuaciones queda en la forma:

24+2R —-R 0 ulfl %
-R 4R -R ufl =1 5
0 ~R 4R ufl =
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Solucién:

20R+15

12R
_ 20R+15

uh = —
7 24R(15 + 13R)

(30 + 26R)ul, =

5
ug — 15u§"1 iy
Jh— 5, B(0R+15) _ 35
> 8R ' S8R(15+13R) 8(15+ 13R)
N 1 (20R + 15) IR+5
ug = — + =

12R " "24R(15+ 13R)  4R(15+ 13R)

La solucién aproximada es:

up = ugys (z) +ug s (x) + uiy vt ()

5. Constrastacién. En la Figura (5.1) se tiene una malla de 14 elementos y 13 nodos, a(z) con R =
0.01.
Calculamos en los nodos 5,9y 11

35 35 875
h
- - - ~ 0.2891606081
" T 815+ 13R)  8x (15+ 13 x0.01) _ 3026
9R+5 9% 0.01 +5 12725
h
_ _ _ ~ 8.410442828
Y9 T 4R(15 1 13R) _ 4x 0.01(15 + 13 x 0.01) _ 1513
. 20R + 15 20 x 0.01 + 15 19000

~ 4.185944040

Y117 50R(15 1 13R) 24 x 0.01(15 + 13 x 0.01) 4539

Utilizando un programa en computadora se ha obtenido los valores nodales en 5, 9y 11: us = 0.2892, ug =
8.4104, u1; = 4.1859

CUADRO 6.1
Valores del coeficiente a(x) con R > 1

[ Nodo | R=1.0 [ R=5.0 [ R=10.0 ||
5 [0.1549 [ 0.0548 | 0.0302
9 | 0.1257 | 0.0314 | 0.0165
11 | 0.0546 | 0.0126 | 0.0065
14 | 0.0197 | 0.0044 | 0.0023
17| 0.0075 | 0.0014 | 0.0007

6. Ejemplo de aplicacién. Consideremos el problema de contorno de Poisson definida sobre un do-
minio cuadrado de longitud dos unidades con 22 elementos triangulares y 19 nodos como la que se muestra
en la Figura (5.2) y una funcién externa f =[0001011111111111111111J.

En la Figura (7.1) se muestra que el mdximo valor que toma la solucién es 0.0811 con R = 1, para
R =5e50.0548 y para R = 10 es 0.0302 en el nodo 9. En la Figura (7.2) se muestra que el maximo valor
que toma la solucién es 0.9261 con R = 0.1, para R = 0.01 es 8.4104 y para R = 0.001 es 83.7695 en el
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Malla de elementos finitos

2

0.8

0.6

041

0.2r

FIGURA 5.1.

Malla de elementos finitos

Malla de elementos finitos adaptativa, 14 elementos, 13 nodos

2

3)

0.8

0.6

0.4r

6)

B

FIGURA 5.2. Malla de elementos finitos adaptativa, 22 elementos y 19 nodos

CUADRO 6.2
Valores del coeficiente a(x) con R < 1

[ Nodo [ R=0.1 | R=0.01 | R=0.001 |

5 0.2695 | 0.2892 | 0.2916

9 0.9261 | 8.4104 | 83.7695

11 0.4794 | 4.2776 | 43.2128

14 0.1588 | 1.1810 | 10.9438

17 0.0562 | 0.3339 | 2.8341
CUADRO 6.3

Valores del coeficiente a(x) con R > 1y funcion carga f = 100

[Nodo | R=I | R=5 | R=I0 |
5 [29.0391 | 10.1663 | 5.6093
9 | 161565 | 4.3991 | 2.3406
11 | 64203 | 1.5969 | 0.8362
14 | 2.2329 | 0.5300 | 0.2751
17 | 0.6884 | 0.1585 | 0.0818

nodo 9. En la Figura (7.3) se muestra que el mdximo valor que toma la solucién es 29.0391 con R = 1,
para R = 5 es 10.1663 y para R = 10 es 5.6043 en el nodo 5. En la Figura (7.4) se muestra que el maximo
valor que toma la solucién es 97.11 con R = 0.1, para R = 0.01 es 851.96 y para R = 0.001 es 8390.24 en
el nodo 9. En las Figuras (7.5)-(7.6) se muestra las soluciones del problema de contorno con condiciones
de Dirichlet no homogéneas sobre todo el contorno. Para la condicién de contorno v = 100 en € se ha



Cotrina, Lara, Rubio. - Selecciones Matematicas. 02(01): 1-19 (2015) 15

CUADRO 6.4
Valores del coeficiente a(x) con R > 1y funcién carga f = 100

[Nodo | R=0. | R=0.01 | R=0.001 |
5 [49.8690 | 53.7226 | 541.0000
9 | 97.1190 | 851.9643 | 8390.200
11 | 46.9404 | 437.4681 | 4340.0000
14 | 17.7258 | 168.7415 | 1678.2000
17 | 57335 | 552062 | 559.8000

CUADRO 6.5
Valores del coeficiente a(x) con R > 1y condiciones de contorno no homogéneas

[Nodo | R=lI [ R=5 [ R=10 |
5 ] 100.1550 | 100.0548 | 100.0302
9 | 100.1257 | 100.0314 | 100.0165
11| 100.0546 | 100.0126 | 100.0065
14| 100.0197 | 100.0044 | 100.023
17 | 100.0077 | 100.0014 | 100.0007

CUADRO 6.6
Valores de a(x) con R<1 y condiciones de contorno no homogéneas

[ Nodo | R=0.1 | R=0.01 | R=0.001 |
5 ]100.2703 | 100.2905 | 100.2925
9 | 100.9410 | 108.6830 | 185.5800
11 | 100.4579 | 104.8016 | 146.5957
14| 100.1675 | 101.2004 | 111.0567
17 | 100.0231 | 100.3082 | 102.6121

obteniendo el mismo comportamiento que para el caso de condiciones nulas en el contorno.

En el cuadro 6.1 se muestra los resultados para valores del coeficiente de difusion a(z) con Riguala 1,
5y 10. El programa muestra que los valores de la solucién se comportan en forma regular en estos nodos.
En el cuadro 6.2 se dan los resultados para valores del coeficiente de difusién a(x) con R de 0.1, 0.01 y
0.001. Se muestra que los valores de la solucién crecen demasiado en estos nodos. Esto precisamente se
debe a que el coeficiente de difusion es discontinuo para valores de R < 1.

En los cuadros 6.3 y 6.4 se muestra los resultados numéricos de la solucién para una funcién externa de
f =100 en (2. Se observa que la solucién tiene comportamiento similar para otras funciones. En los cuadros
6.5 y 6.6 se muestra los valores de la solucién del problema cuando se han cambiando las condiciones de
contorno. Se ha considerado una condicién no homogénea sobre todo el contorno v = 100 en €.

7. Conclusiones. De los resultados obtenidos se puede concluir que las soluciones numéricas obte-
nidas con el método de los elementos finitos adaptativo para el problema de contorno de Poisson imple-
mentada en un programa en computadora: (1) la discontinuidad del coeficiente a(x) sobre ciertas regiones
del dominio afectan el comportamiento de la solucién numérica produciendo valores muy grandes, (2) para
valores de R mayores que 1 se observa que la solucién numérica es acotada en toda el dominio, mientras
que para valores de R entre 0 y 1 la solucién presenta discontinuidades en la esquina inferior derecha, (3)
las discontinuidades que pudiera tener la funcién externa f(x) no afecta el comportamiento de la solucién
numérica, (4) las soluciones siguen siendo estables atin cuando las condiciones de contorno no sean nulas.
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Superficie Solucion a(x), R=1.0
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Eje Y Eje X
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Eje Y

FIGURA 7.1. Superficie solucién para a(x) con R > 1 R<1
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Value -V
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FIGURA 7.2. Superficie solucion para a(x) con
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Superficie Solucion a(x), R=1 Superficie Solucion a(x), R=10"
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FIGURA 7.3. Superficie solucion para el coeficiente a(x) con

FIGURA 7.4. Superficie solucion para el coeficiente a(x) con
R>1yf=100

R<1yf=100
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Superficie Solucion a(x), R=1 Superficie Solucion a(x), R=10"
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FIGURA 7.5. Superficie solucion para el coeficiente a(x) con FIGURA 7.6. Superficie solucion para el coeficiente a(x) con
R > 1y condiciones de contorno no homogéneas R < 1y condiciones de contorno no homogéneas
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