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RESUMEN

En la presente investigacion se demostrd la existencia y unicidad de solucién de una ecuacién
de difusién no lineal del tipo parabdlico de la formar:

2
ou 0 ou
a_ _(|u|2 My_t en Q=0x(0,1)
ot i1 8Xi 8Xi
Considerando para ello la ecuaciéon como un operador diferencial se obtuvo una base en
1
el espacio H5 (€2) .
Donde: u=0, ZZ oQx(0,T)
u(©O)=ug en Q
Palabras clave: operador diferencial; desigualdad de Poincaré; norma estrictamente

convexa; distribuciones y espacio de Sobolev.

ABSTRACT

In the present investigation there was demonstrated the existence and uniqueness of solution
of a diffussion not linear equation of the parabolic type of the form:

2
o £(|u|25_“):f en Q = Ox(0,1)
ot izlaXi 8Xi

HG ()
Donde: u=0,Z=5§2X(0,T)
u(©O)=ug en Q

Keywords: Differential operator; Poincaré Inequality; strictly convex norm; distributions and
space of Sobolev.

DOI: http://dx.doi.org/10.17268/sciendo.2018.006 53


mailto:yflores@unitru.edu.pe

T. Moore y M. Cortez

INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales parciales
constituyen una potente herramienta para
describir procesos o sistemas que se dan en
la naturaleza. En el mundo de la ingenieria
son multiple los ejemplos, desde el estudio
del movimiento armoénico simple en
muelles hasta las ecuaciones no lineales de
la mecdnica de fluidos, por citar algunos.
Uno de los casos particulares en el vasto
conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales lo constituyen las
ecuaciones diferenciales parciales lineales
de 2° orden:

2
ou 0 2 Ou en
(o=
ot izlaXi OX;
Q =0x(0,1)

Las cuales son ecuaciones diferenciales
parciales las que modelan en su mayoria
los problemas en ingenieria.

En la solucidn de este tipo de ecuaciones

diferenciales parciales se consideran las

condiciones iniciales, asi como también las
condiciones de contorno.

En estos problemas se plantean las

siguientes cuestiones:

a. Existencia de solucion. Se ftrata de
obtener al menos una solucion del
problema.

b. Unicidad de la solucion. Se trata de
probar que existe una Unica solucién, y
de existir ofra, la diferencia entre ellos
serd la solucién nula.

c. Estabilidad de la solucién. Se frata de
hallar una solucién estable, es decir, ella
no cambia bruscamente si hacemos un
pegueno cambio en los datos.

La mayoria de las leyes de la fisica estdn
gobernadas por ecuaciones diferenciales
parciales: las ecuaciones de Maxwell, la ley
de enfriamiento de Newton, las leyes de
Kepler, la ecuacién de Navier — Stokes, la
ecuacién del momentum de Newton, la
ecuacién de Schrodinger de la mecdnica
cudntica, la ecuacién del telégrafo, la
ecuacién parabdlica en la teoria de
control, etc.

Los problemas que involucran ecuaciones

diferenciales parciales no lineales han

venido siendo desarrollados  desde
diferentes perspectivas, segun la Base de

Datos del Ministerio de Educacion vy

Ciencia de Espana, la Universidad de

Sevilla como por ejemplo en el caso de los

problemas no lineales de transferencia de
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calor, existe un modelo del tipo parabdlico
modelado netamente con herramientas
matemdticas basados experimentalmente
como son los coeficientes de difusividad
térmica del material, etc. (Climent, 1996;
Gomez, 1998), seguidamente se han
encontrado problemas de difusion (Haim —
Brezis, 1983), por otro lado los modelos ya
han sido tratados desde el punto de vista
numérico tal como muestra Echevarria
(1995) en donde se observa una
matemdtica finita, note que también
existen modelos relacionados con la
dindmica de poblaciones con difusiéon
lineal y no lineal estudiados (Suarez, 1998),
recientemente también han sido tratados
los problemas de control (Doubova, 2000),
asi como también existen otros modelos
que conllevan a las  ecuaciones
diferenciales parciales estocdsticas tal
como la ecuacién de ITO entre los que
también tratan en este trabajo de tesis se
va estudiar un modelo que involucra la
ecuacién de difusibn basado en un
modelo del ftipo parabdlico para
posteriormente tratar sobre las existencia y
unicidad de solucion (Garrido, 2002).

Por ofro lado, las derivadas parciales que
aparecen no siempre existen desde el
punto de vista cldsico es por eso que
también se requiere el uso de la teoria de
las distribuciones para poder generalizar a
una derivada generalizada en la que la
solucion del modelo a tratar serd en los
espacios funcionales como son los Espacios
de Soboleyv, etc.

I. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

sExiste y es Unica la solucién de una
ecuacién de difusion no lineal del tipo
parabdlico de la forma:

N0 ey SN Q=0xOD
ot izlaxi OX;

Considerando para ello la ecuacion como

un operador diferencial se obtuvo una

base en el espacio HG () .

Donde: u=0,> =o0x(0,T)
u(@©O)=ug en Q

2.

II. HIPOTESIS

. Se considera T €L7(€2)
o El operador diferencial admite una

1
base en el espacio Ho(€2)
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IIl. REFERENCIAS TEORICAS
ESPACIO DE FUNCIONES DE PRUEBA:
Definicion.- Sea € un subconjunto abierto

del", u:Q—0 una funcion.
Se llama soporte de u y se denota por

spp(u) al subconjunto definido por:
spp(u) ={x e Q/ u(x) =0} .
Definicidn.- Sea € un subconjunto abierto

del ", una funcién U: Q=0 , es llamada
funcién de prueba, si cumple las siguientes
condiciones:

LueC”(Q). u es infinitamente diferen-

ciable, con derivadas parciales conti-
nuas de todos los drdenes sobre €.

ii.spp(u) = K, K compacto.

Ejemplo. Dada la funcién:
-1
el | |x| <1

0 ,|x=1

w(Xx) =

.weC”(J), uesinfinitamente

diferenciable, con derivadas parciales
continuas de todos los érdenes.
K compacto.

D(Q) : Es lamado Espacio de Funciones
de Prueba con soporte compacto.

Convergencia
Definicion.- Una sucesion (U,),., < D(Q)

converge hacia "U" en B(Q) si:

-spp(u,) < K., K compacto, vnel .
.D”u, — D“u, las derivadas convergen

uniformemente Va el "

(el a=(,,...a,) . o, €0 )

Distribuciones

Definicion.- Una funcional lineal
T:D(Q) - K esllamada distribucionsi T es
continua.
Esto es:

i. T funcional.
Es decir. Para cada funcion ue b(Q), sele

asocia un escalar que designaremos por
(T,u).
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i. T lineal.

Es decir. (T,au+ Av)=a(T,u)+B(T,v).

i. T continuo.

Es decir: Para toda sucesion  {u,}

convergente en D(Q), sus imdagenes
{T(u,)} forman una sucesion convergente

en K, obteniendo:

n T (time)
Por ofro lado, se define la suma de
distribuciones y el producto por un escalar
de la siguiente forma:

(T, +T,u) =(T,u)+(T,,u) y (aT,u)=a(T,u)
Con lo que el conjunto de distribuciones
tiene estructura de espacio vectorial
sobre K yse designa por 15} (espacio
dual de D).

lim(T (u,))=

tim (T u,)= (T, limu, )

nN—oo

Derivada de una Distribucién

Definicion.- Sea T :D(Q2) » K una
distribucion, llamamos derivada de T
respecto a

X; y se denota por 0,T , a una distribucion

talque verifica:

(6,T,u)=—(T,8u) = J.T—dx Yueb(Q)

ESPACIOS DE SOBOLEV

Definicién.- Dado un subconjunto Q<"
abierto acotado, llamamos espacio de
Sobolev y se denota por H(q), al conjunto

de funciones u de 1?(q). cuyas derivadas

parciales de primer orden, también
perfenecen a %), junto a las

operaciones de funciones de adicion vy
multiplicacion escalar.
Es decir:

H'(Q) = {UELZ(Q) ~ —cl2(Q); i=1,2,. }

Nota.- Las derivadas parcialesen H(Q), no

se entienden en el sentido cldsico, sino en
el de las distribuciones.

Definicién.- Dado un subconjunto QcO"
abierto acotado, llamamos espacio de
Sobolev de orden mel* yse denota por

H™Q). al conjunto de funciones u de
L*(©Q). cuyas derivadas parciales en el

sentido de las distribuciones de orden
menor o igual a m también pertenecen
a Q).
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H™(Q)={ue’(Q): D“uel’*(Q),Va,|o|<m|

HY(Q) €s un espacio con producto interno,

con el producto interno:

ou ov
J u,vD=<u,v>L2(Q) Z<6x 6x> -
i 12(Q)
'[ dx+2j

Demostracién. VU,v,We HY(Q); Va,BeK

auav

a).0 u,ud >0

ou ou
0 uul = u u A =
L@ Z<8x OX. >LZ(Q

2 4 5U
jQ|u(x)| dx+§jﬂ ~ d
O uuld =0

0 u,ul =(u,u) +

*(Q)

gl )
i1 GXi,axi 2(Q)

Jo

0 au+pv, wll =(au+pv, W>LZ(Q)+Z<

= [ [au+ AV w(x)dx + z I a[au(x) + Av(x)]
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J'Q|u(x)|2 dx = v
L loU
;J.Qa_xl dX = 0

u(x) = 0, entonces

a_u =0,Vi=1.n
OX

b). U u,vl =1 v,ull

ou ov
[ u,vil= u V » +
L “@ Z<ax aX >L2(Q)

—I u(x)v(x)dx+ZI ou 6v —dx

avau

—I v(x)u(x)dx+ZI N —dx

ov ou
<V u>L2(Q) +Z<6X 6X >L2(Q)
=J v,ull

c). Jau+pv,wl =l u,wil +g0 v, wll

/

o(au + Bv) aw>
Q)

OX: " OX

aW(X)dx
0%,

—O!I U(X)W(X)dX+ﬂj v(x).w(x)dx + Zj au(x)% X+

ﬂ,zll JQ ov(x) aW(_X)

au aw>
LZ

:a<U,W>L2() BV, W>L2(Q)+ Z<6x ' OX

Bl

(@)

=qll u,wll +40 v, wll

1 .
H*(Q) es un espacio normado, con la norma:

lull =1 JuGo? dx+gjg o
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MATERIAL Y METODOS

Se utilizaron diferentes técnicas del andlisis
funcional tales como estimativa a priori,
convergencia débil estrella asi como
también algunas desigualdades en los

espacios L? ademds los espacios de
Sobolev.

RESULTADOS Y DISCUSION

Teorema: Sea f e LY*(Q), 14, € ¥ (Q)

= existe una Unica funcién u(X,t)tal que:

—_

pnel”(0T; ()
|1 e 2 (0,T; Ho ()
/Alngua (O,T : W71,4/3 (Q))

2, 0 ou
u-S Ll 2

i=1

N

w

>

xeQ, t>0

1(%,0)= 1, (x), xeQ

1 =0, sobre Z: oQx(0,T)
Demostracién
Considere las funciones propias (Wj)

(w ’V)Hr(g) =2 (W,
Y definamos el problemo aproximado:

. Oty W,
(/Jm(t),W z.”lum 2 a/;l( a_X

(f®,w))...)

1<j<m, u, (t) e[w,w,,...w, ]..(2)
Ademds

1, 0) = 1o = 1, €N L2(Q)........ (3)
De (1) y (2)

(0,2, (t>)+i Jl o e O

(f(©), 24, (1))

equivolen’remen’re'

zﬂ VM%T .

V), We HJ,Y:Z

2 dt‘“m
(), 1, (1))
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In’regrondo de 0 aT, se obfiene:
j o s)|*ds+= Zj dsj{ X_(|ﬂm|ym)} dx =
[ (F(5), (510
1 2 1 2 17T
E'/um(t)| _E|:uom| +ZL |||:um(s)|:um
[ (F(5). ay (510
1 2 17
SO+ [, St

1
Jo (£t (D543 |t ..
T 1 2
< [, 7)ot (5)els + 1t
1,7 ) 1, 2
<Ll a3 o ds+

1 2

— (4
2Iuoml (4)
De donde:

o OF < [y (9 ds +

17 2 1 2

Ejo [F) ds ] |

Del lema de Gronwall, se deduce que:
1

E' @) <C...cv.r.(5)

Es decir:
() esun limitado de

L (0,T; L2 (Q))vvrveeen (6)
También de 4y 5

%IT |t (9)] 24

Es decir:
|,um|,um es un limitado de
L*(0,T;HE () ovvvvnnnnnn (7) de (6) v (7)

se puede extraer una subsucesidon
(14, )de(u,) tal que:
M, —> pdébil estrella en

L (0,T: L(Q).........(8)
|14, 11, = |14 e débilen L2(0,T; Hg ()

De la relacion (8):
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(#4,,V) > (1,v), WV & L'(O,T;LZ(Q))
Tome V=wb, wel’(Q),6D(0,T)
Consecuentemente

T T
IO (,,v)0dt — IO (V)6 dt, v — oo

Multiplicando la ecuacién aproximada

por O e D(O,T) eintegrandode 0 a T,

se obtiene:

T , T 20, 9 ov
[ (V)0 (t)dt+ | ;LIMI aﬁi .a—Xié?(t)dt:
[ (f®.v) ot

Cuando v —

[ (uv)o (t)dt+ ] zj| |22ﬂng ot -

joT( f(t),v) O(t)dt

Por lo tanto:
IT{ -3, 2l %V}m
j (f(r),v)6(t)dt

d 2a,u
S-S -

(f(t),V)VVE Ho(Q)

en el sentido de las distribuciones de
D(O,T).

Por otro lado para

0sC ([0,T];0),0(0)=1,6(T)=0

Se tiene: Vv e H(Q)

. T 1 t 1

fim [ (1,0, VOOt = [ (2(t), )0 W)l

Integrando por partes:

liiﬂ{‘ﬂ (', (0, V)0 dt - (1, (0),\/)} _

_jOT (1'(t),VO(t)dt — (u(0),v) =
lm(ﬂv (0),v)=(u(0),v)
!m(ﬂowv) = (,u(O),V)

(#15,V) =(2(0),v) = 1(0) =
Note quesi P, es el operador
proyector ortogonalen L?(Q)sobre
[W,, W, ..., W, ], P, es limitado en
£(Hg (€), Hg () e £(H' (), H (),
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Consecuentemente

= Pm(g (u,)+ f) donde g(u,,) esel

término no lineal del problema
aproximado.

Es decir (u.) esun limitado de

L4/3 (O,T, H -5/2 (Q))

Por lo tanto:

u="f —%A(|,u|2 ,u) el (O,T;W’l"”3 (Q))
Unicidad

S &)=

1(X,0) = 11,(X)
ea W=pu-Vv
Para u y v solucion de (1)
] 1 2 2
Luego se tiene W' _EA(|'U| ,u—|v| v) =
Tomado el producto escalar por

(—A)f1 W= (w',W)H +

-1

S(Jaf 1= v sa-v) =0

o

Pero (f,9),. =(f.(-4)" g

De la monotonia (|/¢|2 - |V|2 V, p— v) >0

:>Ed—||w|| _(W W)<O
=S>Wt)=0=>u=v

., 2 ,
Observacién 2 —|A[ A es mondtona.

Para encontrar la existencia de soluciéon se
ha usado el lema de Gronwall a la
desigualdad:

1 2 1t 2
O <2 [l 9] ds +
1,7 2 1 2
Ejo|1=(s)| ds+5|,uom|

Y mediante las técnicas del andlisis
funcional vale decir convergencias débiles
llegamos a encontrar la solucion. Para la
unicidad también se usa el lema de
Gronwall.
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CONCLUSIONES

Se demostrd la existencia y unicidad de
solucién de una ecuacién de difusidén no
lineal del tipo parabdlico de la forma:

2

ou 0 2 ou
- _ —(|u| ——)=f en

ot i—1 8Xi GXi

Q =Qx(0,1)
Considerando para ello la ecuacién como
un operador diferencial se obtuvo una
1
base en el espacio Ho ()
Donde u = O,Z: oQx(0,T) vy
u@@=ug en Q.

Para encontrar la solucidon se ha usado el

lema de Gronwall a la desigualdad vy
utilizando técnicas del andlisis funcional.
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