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RESUMEN

En este trabajo se empled la ecuacion de Conveccién - Difusion en 2D, para modelar el proceso de trasporte
de contaminante por conveccidn y difusion. En particular asumimos que estamos modelando este proceso de
transporte de contaminante en aguas poco profundas y con un movimiento del flujo unidireccional en la parte
convectiva. El coeficiente de difusion es considerado constante y dependiente solamente de la naturaleza de la
sustancia, se ha considerado un valor de 0,004. Esquemas numéricos en diferencias finitas se aplican a un
dominio en el plano XY, de lado 1. El modelo numérico desarrollado se podria utilizar para predecir la distri-
bucion material contaminante. El valor del coeficiente de difusion, influye de manera contundente en el tamafio
de paso en el tiempo (dt) y en los valores de la velocidad que demos al flujo convectivo. Se aprecio un despla-
zamiento mas rapido del contaminante en la direccion de la resultante del flujo convectivo, asi como también
una disminucion de la velocidad en el proceso de difusién cuando los niveles de concentracién local a dismi-
nuido y por tanto desplazandose Unicamente por conveccion.
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ABSTRACT

In this work, the 2D Convection - Diffusion equation was used to model the process of contaminant transport
by convection and diffusion. In particular, we assume that we are modeling this pollutant transport process in
shallow water and with a unidirectional flow movement in the convective part. The diffusion coefficient is
considered constant and depends only on the nature of the substance, a value of 0.004 has been considered.
Finite difference numerical schemes are applied to a domain in the XY plane, with side 1. The developed
numerical model could be used to predict the distribution of polluting material. The value of the diffusion
coefficient strongly influences the step size in time (dt) and the speed values that we give to the convective
flow. A faster movement of the contaminant in the direction of the resultant of the convective flow was appre-
ciated, as well as a decrease in the speed of the diffusion process when the local concentration levels decreased
and therefore moving only by convection.

Keywords: Convection; Diffusion; Finite Differences; Newman Boundary Condition.

1. INTRODUCCION

La ecuacion de conveccion-difusion es una ecuacion diferencial en derivadas parciales del tipo parabdlica, esta
se deriva del principio de conservacién de la masa, aplicando la primera ley de Fick y describe el fendmeno
fisico donde las particulas que conforman la masa o la energia (u otras cantidades fisicas) se transforman dentro
de un sistema fisico debido a dos procesos: la difusion y la conveccién (Hutomo et al., 2019).

La ecuacién adveccidn difusion, describe estos dos procesos para varias sustancias. La solucién de esta ecua-
cién estima alguno de los fendmenos como el trasporte de contaminantes en aguas subterraneas, dispersion de
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contaminantes en los rios, dispersién de contaminantes en lagos en embalses poco profundos. También consi-
dera fendmenos fisicos donde en el proceso de difusion las particulas se mueven con cierta velocidad desde
una region de alta concentracién a una regidn de baja concentracion.

La solucidn de la ecuacion diferencial parcial y sus condiciones de frontera asociadas y condicion inicial, juega
un rol importante en la modelacién de fendbmenos, en campos tan diversos como fisica, quimica, geologia,
biologia, ingenieria y economia. Uno de los fendmenos fisicos es el transporte de contaminantes. El transporte
de contaminantes ocurre en una gran variedad de escenarios como agricultura y procesos industriales.

Predicciones exactas del trasporte de estos contaminantes es crucial para la gestion eficaz de estos procesos de
contaminacion, el transporte de estos contaminantes puede ser adecuadamente descrito, por la ecuacién con-
veccién difusion. Solamente pocas ecuaciones en derivadas parciales tienen solucion analitica o exacta. Todos
quienes quieren desarrollar y usar modelos basados en tales ecuaciones y sus condiciones asociadas, deben ser
capaces de obtener soluciones numéricas eficientes y exactas. Por qué soluciones analiticas no son general-
mente capaces de ser encontradas y por tanto es necesario recurrir a métodos numéricos para encontrar una
solucién aproximada de estas ecuaciones diferenciales parciales y asi investigar las predicciones del modelo
matematico.

El método de diferencias finitas es el mas comin método usado para resolver ecuaciones en derivadas parciales,
este método permanece aun siendo el mas apropiado, para resolver problemas dependientes del tiempo (G D
Hutomo, J Kusuma, A Ribal and A G Mahie 2018).

POSIBLES APLICACIONES A FUTURO, Como una posible aplicacién est4 la modelacion de contaminantes
en la costa peruana con el proposito reducir el dafio ecolégico de vertido de un contaminante. Para modelar
esta situacion particular seria necesario trabajar sobre dominios irregulares. El programa desarrollado permite,
ubicar la fuente en cualquier lugar del dominio, y apreciar el proceso convectivo difusivo, esto nos daria resul-
tados interesantes, que no deberiamos descartar, como aplicacion real en ingenieria.

Por ejemplo, en la costa peruana, donde debido al desembarco de petroleo u otras sustancias que contaminarian
el mar, si hubiese un vertido de estas sustancias, estamos expuestos a posibles desastres ecolégicos que conta-
minarian el mar. Por tanto, el seguimiento, transporte y distribucién de contaminantes en aguas poco profundas
llega a ser un importante tema a ser estudiado y de esta manera un modelamiento computacional de estos
contaminantes podria evitar que los dafios sean mayores, esta seria una aplicacion real que el modelo que
estamos trabajando, nos proporcionaria. Y asi podriamos citar varios ejemplos relacionados a la contaminacion
ambiental, donde el proceso de conveccion difusidn se da continuamente.

Los procesos de conveccion difusion, juegan un rol importante en aplicaciones en fisica, ingenieria, quimica y
biologia y estan presentes en muchos fenémenos y por lo tanto en diferentes campos de investigacion, por lo
tanto, solucionar numéricamente este problema es de gran importancia en diferentes campos de la ciencia (Won,
Y. and Ramkrishna, D. 2019).

Para esto se ha planteado el siguiente problema de investigacion

¢Cual es la influencia del término difusivo sobre el modelamiento de ondas de densidad bidimensional y que
condiciones son necesarias en la frontera para su modelaciéon cuando restringimos el dominio del modela-
miento?

La afirmacién para dar respuesta a esta interrogante es la siguiente:

Haciendo uso de la ecuacion de conveccidn difusion bidimensional y mediante simulacion numérica es posible
hacer el seguimiento de la distribucion del contaminante en aguas poco profundas en tiempo real. El valor del
coeficiente de difusion, influye de manera contundente en el tamafio de paso en el tiempo (dt) y en los valores
de la velocidad que demos al flujo convectivo. Es necesario implementar condiciones de frontera de Newman
e igualarlas a cero, de esta manera introducimos condiciones ciclicas, para nodos que se encuentran fuera del
dominio de interés.

De los libros de Rubin y Atkinson (2001) y Hundsdorfer (2003) explica el modelo estandar de la ecuacién
adveccidn-difusién-reaccion, el modelo trata con la evolucion temporal de especies quimicas o biol6gicas en
un medio que fluye, tal como agua o aire. Las ecuaciones matematicas que describen esta evolucidn son ecua-
ciones diferenciales parciales que pueden ser derivadas del balance de las masas.

La ecuacién que modela el proceso convectivo - difusivo es la siguiente:
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Donde la variable u(x, y, t) es referido a la concentracion local o densidad local, segun sea la aplicacion; x, y
son las velocidades de flujo convectivo; a es el coeficiente de difusion.

Para poder construir el programa computacional, usaremos las aproximaciones de segundo orden para las de-
rivadas espaciales y aproximaciones de primer orden para las derivadas temporales. Tambien el tamafio de
paso en el eje X y enel gje Y, sera el mismo Ax = Ay = h.

2. MATERIALES Y METODOS
a) Material de estadio:

Modelacién Bidimensional de la ecuacién conveccion difusion con condiciones de Neumann en la frontera.

Esta ecuacion modela diferentes procesos de conveccion difusidn, como el transporte por conveccion difusion
de una sustancia, por citar algunos ejemplo. Usamos el modelo para explicar el proceso convectivo difusivo
de un contaminante en 2 dimensiones.

El valor del coeficiente de difusion nos déa las caracteristicas particulares del contaminante, asi como la natu-
raleza de la viscosidad del medio. Existen diferentes valores para el coeficiente de difusion que podemos asi-
gnar dependiendo de la naturaleza del contaminante a evaluar. Los coeficientes de difusion para liquidos son
del orden (1073 — 107%), para los gases 10~ y para los solidos (10~1* — 1071%), Usamos como valor del
coeficiente de difusion « = 1073 * 4 = 0,004, el cual esta dentro del rango de un contaminante liquido, este
valor arbitrario fue elegido para fines computacionales para obtener un valor del tamafio de paso en el mallado
computacional h en la variable espacial y también un tamafio At = dt para la variable del tiempo.

La condicién inicial tomada y su proyeccion en el plano XY, da la geometria inicial del contaminante, en este

trabajo se ha dado un valor inicial de 20 unidades a una posicion inicial del dominio como condicion inicial.

b) Métodos y técnicas

Haciendo uso de métodos numéricos se procedio a discretizar la ecuacién conveccién difusion en (2D) en dos
dimensiones. tanto en la variable temporal ‘t ‘como la espacial (X, y) y se aplicaron método de diferencias
finitas, para la modelacion del comportamiento de sus soluciones.

Para discretizar la ecuacion diferencial parcial conveccion difusion (ecuacion 1), y poder construir nuestro
programa computacional, usamos las aproximaciones de segundo orden para las derivadas espaciales y apro-
ximaciones de primer orden para las derivadas temporales y consideramos que el tamafio de paso en el eje X'y
en el eje Y sea el mismo Ax=Ay=h.

Aplicamos métodos numéricos, para el siguiente dominio cuadrado 0<x<1 y 0<y<I para el caso bidimensional
(2D), el cual es un dominio restringido, para propositos computacionales.

La modelacion numérica permitié hacer el seguimiento del contaminante, dando valores de esta en tiempo real
y mostrando el proceso de conveccidn difusion al que se vé sometido dicho contaminante, para todo tiempo t,
en un dominio XY y flujo convectivo unidireccional.

Para modelar la ecuacion que modela el proceso convectivo difusivo, usaremos una condicion inicial para el
tiempo t=0, conjuntamente con condiciones en la frontera del dominio de interes; en la frontera usaremos con-
diciones de Neumann.

Entonces al aproximar las derivadas por diferencias finitas de la ecuacion (1), esta toma la forma discretizada
siguiente:

n+1 n
uptt-uly U

n
n.o-U
L] L+1,]
+ v

At x

n
i—-1,j
h + vy,

O]

n n n n n n n
Uij+1=Vij—1 _ o Ui jtUisq jt Ui 1+U; =405
2h h?2

Donde x = v, y y = vy, corresponden a los valores de la velocidad del flujo convectivo, las cuales son cons-
tantes. Ordenado esta ecuacion, quedaria como:
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U = (B =AUy + A —4R)U); + (B+ AU+ (B =AU+ (B+ 4D (3)

-z _ aAt _ UxAt __ vylt
En esta ecuacion f = T A=Ay =
La ecuacidn anterior (3), es la discretizacion de la ecuacion diferencial parcial (1), esta nos permitird encontrar
el sistema de ecuacion a solucionar, haciendo uso de la programacion cientifica:

Ul = (B =AUy, + (A —4B)U + (B + AU+ (B—ANUN 1+ (B+ AN, ()
Esta ecuacion se aplicara a cada nodo del dominio, obsérvese que es una férmula de 5 puntos su stencil com-

putacional se presenta en la figura (1), la evolucién en el tiempo de cada nodo esta indicado por superindices
ny n+1, para cada coordenadas espaciales i, j.

Us

i i+

i—1,; i i+1,

Yo

i,i—1

Figura 1. Esténcil computacional. Y representacion mallada del dominio, para solucionar el problema plan-
teado.

Al aplicar la ecuacion (4) a cada nodo del dominio en la frontera, se generaran nodos fantasmas fuera del
dominio donde estamos trabajando y son las condiciones de Newman impuesta en esta frontera, que nos per-
mitiran deshacernos de estos nodos ficticios.

Condicién de Neumann en la frontera seré:
0,U=0;V x,y € ala frontera (5)
Esta condicién denota la diferenciacion en la direccion normal, hacia afuera en dicha frontera.
e Enlafrontera Sur, aqui j=1, i=1: N
du _ Uija=Uljan _ 0

@ = 2xh = (6)

Asi tenemos, para j=1, Ujy, = U, , ES AQUI DONDE APARECEN LOS PUNTOS FANTASMA, pero con-
siderando un flujo de Neumann igual a cero, estamos considerando una condicidn ciclica cuando el contami-
nante llegue a la frontera, esto permitira tener soluciones mas suaves en dicha frontera.

e Paranodos en la frontera Norte, para i=1: Ny j=N
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n n
du Uij+1~Uj

- Li=1 _
ay - 2xh 0 (7)
Considerando j=N, esta férmula queda como:
ou _ Ulns1=Uln_1 _
ay - 2xh =0 (8)
Entonces obtengo la relacion Uy, = U'y_,Vi=1:N
e Enlafrontera Sur, aqui j=1, i=1: N
au_ ViaUin _ 9)

ay 2xh

Asi tenemos, para j=1, U], = U]} , ES AQUI DONDE APARECEN LOS PUNTOS FANTASMA, pero con-
siderando un flujo de Neumann igual a cero, estamos considerando una condicién ciclica cuando el contami-
nante llegue a la frontera, esto permitira tener soluciones mas suaves en dicha frontera.

e Para nodos que se encuentran en la frontera Oeste

du Ui11j_Uin—1j
—_——_— = — D = O 10
ox 2xh ( )

En esa frontera se cumple i=1; j=1: N, obtenemos la siguiente relacion ciclica U ; = Ug;.
e Para nodos que se encuentra que se encuentran en la frontera Este
ou Uty j=U

_ i _
ax 2xh =0 (11)

Aqui i=N, j=1: Obtenemos Uy, ; = Uy_y;

Obsérvese que al aplicar condiciones de Neumann en la frontera e igualarlas a cero, obtenemos condiciones
ciclicas, como lo indican las ecuaciones aplicadas a las fronteras sur, norte, este y oeste. Con estas aproxima-
ciones, solucionamos el problema de los nodos ficticios 0 nodos fantasmas.

Aplicando la formula (4) a cada nodo del dominio, con las respectivas coordenadas i,j, obtenemos un sistema,
matricial. Por ejemplo, para N=5 nodos en cada direccion X e Y, obtenemos 25 ecuaciones para 25 incognitas
y luego con el cddigo computacional ya echo, podremos generalizar el codigo, para cualquier valor de N.

Asi obtenemos el sistema matricial
Ut = Aun 12)
donde A es una matriz N*xN? y los vectores U, son matrices N*

Usamos como dominio experimental un cuadrado de lado 1 unidad con condiciones de Newmann en la frontera
y concentracion inicial de contaminante como condiciones iniciales en alguna posicion del dominio.

El sistema matricial que resulta para N=5, es de la forma general U™ =AU™ , donde
U es un vector columna (N?x1) y A es unamatriz N2xN?, donde la matriz A consta de matrices
D,D1,I y 0O ,estas matrices colocadas en un orden adecuado forma la matriz A, estas tienen la forma:
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[(A-48) 28 0 0 0
|(B—Ax) (1-4B) (B+Ay) 0 0 |
D= 0 B-4y) (A-4B) (B+A40 0
0 0 (B—4n (1-48) (B+A))
L o 0 0 28 (1-4p)]
28 0 0 0 0
[0 26 0 0 ol
pi=|l0 0 28 0 0
lo o 0o 28 o]
lo o o o 25l
(B —4y) 0 0 0 0
[ 0 B-4,) 0 0 0 }
1= 0 0 (B - Ay) 0 o |
| o 0 0 (B - A,) 0 |
| o 0o 0 0 (-4,
[0 0 0 O O]
[0 0 0 0 0f
o=[o 0 0 0 0
0000 0
0000 0

. At . . . L
No olvidemos que 8 = ";—2 Haciendo uso de estas matrices, obtenemos la matriz principal A:

D D1 0 O O

I D S O 0]
A=l0 I D S O
llO o I D SI

O O O D1 D

Para dar valores a la velocidad del flujo convectivo v, y v, primeramente, recurriremos a establecer las con-
diciones de estabilidad del método, este método es estable si:

<1y%<1 (13)

Teniendo en cuenta estas condiciones de estabilidad, observamos que el valor del coeficiente de difusion que
usemos va a influir fuertemente en el tamafio de paso At y a la vez en los valores de la velocidad del flujo
convectivo v, y vy, el cual asu vez depende del tamafio de paso h en la discretizacion del dominio.

En las siguientes modelaciones mostradas usamos los siguientes valores para dichos pardmetros, @ = 0,004;
B = 0,2; de esto obtenemos At = 0,0247 para el tamafio de paso en la variable temporal.

Y para la estabilidad en las otras condiciones, hemos obtenido para la velocidad convectiva 0 < (v, = vy) <
2 .
7“ ; en el caso de las modelaciones a presentar, hemos hecho que:

Uy =1, = 2% _ 1, con el fin de garantizar la estabilidad y obtener una igualdad.
y h

Usamos como hemos dicho arriba como dominio experimental un cuadrado de lado 1 unidad y condiciones
iniciales, que usaremos para observar el comportamiento convectivo-difusivo y también el comportamiento de
la onda en la frontera, para N=46 nodos en cada direccién X e Y, por tanto tenemos NxN nodos en el dominio
computacional a experimentar, asi obtenemos un tamafio de paso A = 0,022 y como condicién inicial, se ha
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usado un valor de 20 unidades de concentracién inicial en una ubicacion de ese dominio, especificamente en
la ubicacidn (i , j )=(20,20), esta se modelara como prueba para observar el comportamiento del contaminante
en el proceso convectivo difusivo, en las otras posiciones del dominio se ha considerado un valor de 1 como
concentracion inicial, esto lo hacemos con fines de observar el modelado y también su comportamiento en la
frontera como se muestra en las siguientes figuras que mostraremos a continuacion.

En la Tabla 1 se presenta un resumen de las variables, indicadores e indices utilizados en este estudio.

Tabla 1. Variables, indicadores e indices

Variables Indicador

Dependiente Concentracion local u densidad local Valor numérico adimensional

u(x,y,t) en tiempo real
Independientes  Posiciones: X,y i=iAh,j = jAh

Tiempo n
Parametros Coeficiente de Difusion a

Tamafio de paso, en la discretizacién h

del dominio XY

Tamafio de paso, en la discretizacién dt

del del tiempo

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Usamos como hemos indicado arriba, como dominio experimental un cuadrado de lado 1 unidad y condiciones
iniciales, que usaremos para observar el comportamiento convectivo-difusivo y también el comportamiento de
la onda en la frontera, usamos N=46 nodos en cada direccion X e Y, por tanto tenemos NxN nodos en el
dominio computacional a experimentar, asi obtenemos un tamafio de paso h = 0,022 y como condicién inicial,
se ha usado un valor de 20 unidades de concentracidn inicial en una ubicacion de ese dominio, especificamente
en la ubicacién (i , j )=(20,20), esta se modelara como prueba para observar el comportamiento del contami-
nante en el proceso convectivo difusivo, en las otras posiciones del dominio se ha considerado un valor de 1
como concentracion inicial, esto lo hacemos con fines de observar el modelado y también su comportamiento
en la frontera como se muestra en las siguientes figuras que mostraremos a continuacion.

En la siguiente figura (2) apreciamos, el proceso de conveccion difusion para un contaminante. El proceso de
conveccién se da en la direccion X, hacia donde hemos considerado una velocidad constante, se aprecia un
desplazamiento mayor en la direccion X, debido a la parte convectiva considerada en esa direccion, la figura 2
muestra la concentracion inicial de contaminante de 20 unidades en T=0, y la evolucion de este para T=0,4. Se
observa en la figura de la derecha que el valor de concentracién méaximo es de 1.6 unidades aproximadamente
en ese instante, habiendo caido el nivel de concentracion inicial considerablemente, también se registran valo-
res distintos de 1 en otras ubicaciones del dominio como se muestra en la barra de niveles de concentracion
gue se muestra en cada grafico, confirmandose la expansién de dicha concentracién inicial.
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CONCICION MCAL Tr0 D del cortamarnate Tob 4

Figura 2. Condicion inicial en T=0y Proceso de conveccion difusion de un contaminante en T=0,4, se ha
considerado v, = —0,26, se aprecia un mayor desplazamiento de contaminacion en la direccion x.

Esté figura 3 nos muestra, el mismo proceso convectivo difusivo, en otro instante de tiempo, T=0,8, se aprecia
como el contaminante se difusa méas en la direccién X, debido a la velocidad convectiva del medio, como se
ha considera v, = —0,26, la barra de la derecha registra los valores de la concentracion local en ese instante

de tiempo.

DIUBOn del cortansingme | Tw02
e

Vas .00

Figura 3. Proceso de conveccidon — difusion de un contaminante en T=0,8, dt= 0,0247, v, = —0,26.

La siguiente figura 4 muestra, el proceso, convectivo difusivo del contaminante en T=1, como vemos hay un
considerable desplazamiento del contaminate en la direccion del eje X, el valor de la concentracion local, se
ha reducido considerablemente de 20 unidades a menos de 1,3 unidades, como lo indica la barra que mide los
niveles de concentracion local.
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O On Cantardianme

Figura 4. Proceso de conveccidn—difusién de un contaminante en T=1, dt= 0,0247

O¥lation del contmieants |

Y -am

Figura 5. Proceso de conveccidn—difusién de un contaminante en T=1,4, dt= 0,0247

En la figura 5 apreciamos el proceso de contaminacion en T=1,4, en este instante nuestro contaminante a lle-
gado a los limites del dominio, y las condiciones de Newman impuestas en la frontera, dan buenos resultados,
no se aprecia una acumulacién de contaminante en dicha frontera y este era nuestra intencién, ya que estamos
trabajando en un dominio restringido y asumimos que después de este dominio el contaminante seguiria su
curso contaminando regiones fuera de nuestro dominio de interés. La parte convectiva en la direccién X, hace
que el contaminante se desplace en esa direccion, mas que en otras.
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Figura 6. Proceso de conveccion—difusion de un contaminante en T=0,8, dt= 0,0247, v, = —0,26; v, =
—0,26

La figura 6, muestra el proceso de conveccidn difusion, para una velocidad de flujo convectivo en ambas di-
recciones v, y vy, por tanto, el contaminante sigue la direccion del vector resultante de los valores de la velo-

cidad vp = /v + v = 0,368.

Por Gltimo, la siguiente grafica 7, muestra el proceso convectivo difusivo de dos fuentes de contaminante, para
un flujo convectivo en la direccion X.

Ofaion deol comamimante T+ 00

Figura 7. Proceso de conveccion—difusion de un contaminante en T=0,8, dt= 0,0247, v, = —0,26; v, = 0

Por lo tanto, como una posible aplicacion a futuro, esta la modelacion de contaminantes en la costa peruana,
haciendo uso de la ecuacién Conveccion-Difusion con el propdsito de reducir el dafio ecolégico de vertido de
un contaminante.

Una de las deficiencias del método numérico, es que, no podemos hacer el cambio rapidamente en la discreti-
zacion de la variable espacial (k) y si lo hacemos, debemos hacer los
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calculos de la velocidad del flujo convectivo adecuados ya que estos valores dependen una de la otra y marcan
la estabilidad del modelamiento.

Para el proceso convectivo difusivo, hemos visto que los resultados son muy adecuados, como se muestran en
las figuras, habiendo un fuerte desplazamiento del contaminante en la direccidn de la conveccion que es el eje
X, o si damos valores de velocidad de flujo tanto en la direccion ‘X’ y ‘y’, se aprecia un fuerte desplazamiento
en la direccion de la resultante de estos vectores velocidad considerados. Por tanto, en la direccion de la con-
veccion es donde se desplaza la contaminacién con mayor rapidez.

La contaminante en la frontera se comporta bien, no se registran oscilaciones y no habiendo una acumulacion
de este en dicha frontera. La condicidn ciclica de Neumann impuesta trabaja muy bien en dicha frontera.
En el programa desarrollado hemos observado también como seria ese proceso, cuando hay un mayor valor de
las corrientes en la direccion o reducimos el tamafio de paso ‘h’ en la discretizacion, hemos apreciado en esos
resultados, un inconveniente en el proceso de la modelacién y es que hay que hacer varios pasos para apreciar
un modelamiento en un tiempo T=0,4, debido a que el tamafio de paso ‘dt ‘se reduce considerablemente.

Al disminuir el valor de la concentracidn local de contaminante, también se hace mas lento su desplazamiento
por difusion y por tanto el desplazamiento de las zonas contaminadas es puramente convectivo.

El método de diferencias finitas da buenos resultados para la modelacion de la difusion en 2D, y las condiciones
de frontera de Neumann permiten establecer condiciones reales al problema en la frontera, adicionalmente nos
facilitan el andlisis de los nodos fantasma que se originan en la discretizacion de la ecuacion.

La simulacién computacional del programa desarrollado nos permite considerar diferentes posiciones para las
fuentes de contaminacion y realizar el seguimiento en el tiempo de la evolucion de la concentracion de los
contaminantes por conveccidn - difusion.

Con el programa computacional terminado, simulamos otro escenario posible, donde tenemos 2 fuentes de
contaminante esto se aprecia en la figura (7), que se encuentran en el mismo dominio, con una concentracién
inicial de 20 unidades en cada fuente en t=0, la ecuacion conveccion difusion , permite simular la conveccion
- difusion de dos o mas fuentes de contaminante que se encuentre en ese dominio de interés, lo cual es sorpren-
dente, permitiéndonos hacer el seguimiento de estos contaminantes en dicho dominio en tiempo real.

4, CONCLUSIONES
Como resultado del trabajo realizado en esta investigacion se lleg6 a las siguientes conclusiones:

Un esquema de diferencias finitas explicita con condiciones de frontera de Neumann, para un problema de
conveccion - difusidn de un contaminante en aguas poco profundas, produce resultados, que nos permitirian
monitorear el seguimiento del contaminante, es decir que ruta tomara o hacia donde se desplazara con mayor
rapidez.

Los resultados numéricos en el ambito bidimensional, fueron que la difusion se realiza rapidamente en los
primeros instantes, se observa un veloz decaimiento al que se ve sometido la concentracion inicial; pero des-
pués de un tiempo en que el nivel de concentracion se ha reducido considerablemente, la difusién también se
ralentiza, dando paso a un desplazamiento Gnicamente por conveccion.

Se pudo observar que en la modelacién del proceso convectivo difusivo la concentracion maxima de 20 uni-
dades cae a 1,6 en T=0,4, en la regién de mayor concentracidn, para un coeficiente de difusién 0=0,004. En
otros intervalos de tiempo mayores la caida en valores de concentracidn local, se ralentiza considerablemente
y también el proceso de difusidn. El valor de la concentracion también se modifica en otros puntos del dominio
debido a que el contaminante se expande por difusidn y llega a esas zonas donde inicialmente no habia con-
centracion de contaminante, es asi como debiamos esperar.

Al disminuir el valor de la concentracion, también disminuye el intercambio de energia entre las moléculas
esto se traduce en menor velocidad por difusion, es por esto es que las ondas que se desplazan van perdiendo
velocidad es decir van mucho mas lento.

Las condiciones de Neumann que se imponen en la frontera permitieron, tratar de mejor manera los nodos
ficticios que se originan en la discretizacion de la ecuacion, dando un valor a estos segun las ecuaciones obte-
nidas.

Ante los resultados de estas investigaciones se plantean la siguiente recomendacion:
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Que las futuras investigaciones en esta area, se orienten a modelar la ecuacién conveccidn difusion en domi-
nios irregulares reales, es decir sobre mapas de algln lago o en la costa peruana y determinar el efecto de la
distribucion de concentracién de contaminante en estas situaciones.

Si bien este trabajo de investigacion aborda el problema bidimensional (2D), no se descarta que en un futuro
se plantee resolver el problema tridimensional (3D) y se intente modelar, ademas de construir el cddigo
computacional, pero este caso en 3D corresponde a un tema que esta fuera del alcance de esta investigacion,
pero en un futuro seria interesante abordar tal problema, que sin duda es interesante en fisica y aplicaciones
en el mundo real.

Cabe indicar que ya se han realizado modelamientos en 3D (Jan Critoph Thiele, Ingo Gregor, Narain Karedia
(2020)), pero ain no se ha abordado el problema planteado en este trabajo en 3D.
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