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RESUMEN

En este trabajo se emplea la ecuacion de difusion en 2D para modelar el proceso de difusién de un contaminante
en aguas poco profundas y tranquilas. El coeficiente de difusion se considerd espacialmente constante y sola-
mente dependiente de la naturaleza de la sustancia. La idea y los esquemas numéricos (diferencia hacia adelante,
hacia atrés y central) se aplicaron a un dominio en el plano XY de lado 1, donde se aprecia la distribucion del
contaminante. Se ha usado condiciones de frontera de Neumann igual a cero o flujo cero en la frontera, con el
fin de hacer un corte en dicha frontera para la modelacion. El programa computacional realizado permite mover
la fuente de contaminante a cualquier punto del domino y ver su distribucion en tiempo real, ademas se puede
afiadir otras fuentes de contaminante y observar la difusion de estas. A medida que el valor de la concentracion
de contaminante se reduce en el tiempo, se aprecia una ralentizacion de la velocidad de la onda; la modelacion
permite hacer un seguimiento de la distribucion del contaminante para todo tiempo. Por lo tanto, el modelo
numerico desarrollado se puede utilizar para predecir la distribucion de contaminantes en liquidos.
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ABSTRACT

In this work, the 2D-diffusion equation is used to model the diffusion process of a pollutant in calm and shallow
waters. The diffusion coefficient was considered spatially constant and only dependent on the nature of the
substance. The idea and the numerical schemes (forward difference, backward difference and center difference)
were applied to a domain in the XY plane of sideways 1, where the distribution of the contaminant can be seen.
Neumann boundary conditions equal to zero or zero flow at the boundary have been used, in order to make a
cut at said boundary for the modeling. The computational program carried out allows moving the contaminant
source to any point of the domain and seeing its distribution in real time, it is also possible to add other conta-
minant sources and observe their diffusion. As the value of the contaminant concentration decreases over time,
a slowdown in the speed of the wave is observed; the modeling allows monitoring the distribution of the con-
taminant for all time. Therefore, the developed numerical model can be used to predict the distribution of
contaminants in liquids.

Keywords: Diffusion; Finite differences; Boundary conditions.

1. INTRODUCCION

El concepto de difusion es ampliamente usado en diferentes campos tales como: Fisica (Xue et al., 2020; Oli-
veira et al., 2019), quimica (Mailler et al., 2020), biologia (Polyanin et al., 2018), sociologia (Zhang y Centola,
2019), economia (Comin y Nanda, 2019), entre otros.

Won y Ramkrishna (2019), describen que el proceso de difusion de una sustancia se extiende desde un lugar
en el que existe una mayor concentracion a una zona de menor concentracion.

En fisica la difusién se entiende como el proceso por el cual particulas (d&tomos, iones, moléculas) son trans-
portadas de una region de alta concentracion a una region de baja concentracion, impulsada por un gradiente
de concentracion (Granik et al., 2019).
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La modelacion de la difusidn de contaminantes en aguas poco profundas (un lago o en el mar cercano a la
costa), con el proposito de reducir el dafio ecoldgico es un tema importante a ser estudiado (Hutomo et al.,
2019). Se puede modelar haciendo uso de la ecuacion de difusion bidimensional y aplicando métodos numéri-
cos, donde es necesario implementar condiciones de frontera de Neumann iguales a cero para introducir con-
diciones ciclicas en los nodos que se encuentran fuera del dominio de interés.

La ecuacion que modela el proceso de difusion surge de la ley de conservacion de la masa (Lax, 1973). Las
leyes de conservacion (masa, energia, etc.) se describen mediante ecuaciones en derivadas parciales, donde
algunas ecuaciones tienen solucion analitica o exacta; en el resto de las ecuaciones obtener las soluciones
requiere métodos numéricos. Por ejemplo, en nuestro caso hemos considerado un modelo bidimensional con
condiciones de frontera de Neumann, donde el método de diferencias finitas es el mas apropiado para obtener
las soluciones dependientes del tiempo.

La ecuacion de difusidn bidimensional, tiene sus origenes en la ley de Fick que se deriva de la ley de la con-
servacion de la masa. La ley de Fick describe como particulas, energia o algunas otras cantidades fisicas son
transferidas dentro de un sistema, debido a dos procesos: adveccion y difusion. La solucién de esta ecuacion
predice el comportamiento de algunos fendmenos como el transporte de contaminantes en aguas poco profun-
das, dispersion de contaminantes en rios, dispersion de contaminantes en lagos, entre otros. La solucion numé-
rica bidimensional con condicion inicial y condiciones de frontera ayuda a entender el comportamiento de la
distribucion de contaminante a través de un medio (Andallah y Khatun, 2020).

La primera ley de Fick describe que, en una situacion unidimensional, el flujo difusivo de una especie A, es
proporcional al gradiente de concentracidn de dicha especie a lo largo del eje x del sistema (ecuacion 1).

du

donde el factor de proporcionalidad « es llamado coeficiente de difusion o difusividad.

En la segunda ley de Fick o ecuacion de continuidad para A, se calcula la tasa de cambio de la concentracion
A por difusién (ecuacién 2).

ou 0j 0%u @

L=

ot ox dx?
donde a se asume que es espacialmente constante y dependiente solamente de la naturaleza de la sustancia.
Sin embargo, en situaciones generales la difusividad es dependiente de la posicion, a causa de la variacién
espacial debido por ejemplo a la concentracion o temperatura. En este trabajo la consideramos constante.

Entonces para el caso bidimensional, el problema a modelar toma la forma:

ou 62u+ 2%u 3
ac ~ “\axz " 5y2 ®

Con condicion inicial u(x,y,0) = f(x,y) y condiciones de Neumann en la frontera de la forma: 9,U = 0;
V x,y € alafrontera (Wony Ramkrishna, 2019).

Las fuentes de agua como los mares, lagunas y rios no solo son fuentes basicas de desarrollo econémico y
social, sino que son fuentes de vida. Sin embargo, a lo largo del tiempo debido al desarrollo econdmico e
industrial han ocurrido accidentes que conllevaron a la contaminacion de estas fuentes. Por lo tanto, es impor-
tante desarrollar modelos que pronostiquen el comportamiento del contaminante en estas fuentes, para un mejor
tratamiento y poder evitar dafios mayores en su proceso de expansion.

Nuestro modelo muestra la difusion de un contaminante en aguas tranquilas, no considera las corrientes del
fluido o movimiento del fluido en el proceso de difusidn del contaminante, ademas deja de lado el proceso de
conveccion. Es un primer intento de generar el modelamiento del contaminante (difusividad) y observar su
comportamiento en la frontera, con las condiciones de Neumann impuestas.
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2. MATERIALES Y METODOS
2.1 Material de estudio

Modelacién bidimensional de la ecuacién de difusién con condiciones de Neumann en la frontera.

Esta ecuacion modela diferentes procesos de difusion, como la conduccién de calor y el transporte difusivo de
una sustancia, por citar algunos ejemplos. Usamos el modelo para explicar el proceso difusivo de un contami-
nante.

El valor del coeficiente de difusion nos da las caracteristicas particulares del contaminante, asi como la natu-
raleza de la viscosidad del medio. Existen diferentes valores para el coeficiente de difusidon que podemaos asig-
nar dependiendo de la naturaleza del contaminante a evaluar. Los coeficientes de difusion para liquidos son
del orden (1073 — 107%), para los gases 10~ y para los solidos (10~1* — 10719), Usamos como valor del
coeficiente de difusion « = 1073 * 4 = 0,004, el cual estd dentro del rango de un contaminante liquido, este
valor arbitrario fue elegido para fines computacionales para obtener un valor del tamafio de paso en el mallado
computacional h en la variable espacial y también un tamafio At para la variable del tiempo.

La condicién inicial tomada y su proyeccion en el plano XY, da la geometria inicial del contaminante, en este
trabajo se ha dado un valor inicial de 10 unidades a una posicidn inicial del dominio como condicién inicial, y
también se ha usado una funcién de Gauss en 2 dimensiones para crear 2 fuentes de contaminante en dicho
dominio y asi apreciar la difusion o proceso de distribucion de este.

2.2 Métodos y técnicas

Modelacién Numérica de la ecuacion de difusion en 2D

Utilizando el método numérico de diferencias finitas se procedié a discretizar la ecuacién diferencial parcial
planteada para la difusién en 2D (ecuacion 3), tanto en la variable temporal t como las espaciales (x,y).
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Figura 1. a) Sistema de referencia. b) Representacion mallada del dominio para la solucién del problema.

En la Figura 1b, se representan los nodos dentro del dominio incluido la frontera (puntos de color negro) y los
nodos fantasmas que se generan (puntos de color rojo), al aplicar el método de diferencias finitas

Para discretizar la ecuacion diferencial parcial difusiva (ecuacion 3), y poder construir nuestro programa
computacional, usamos las aproximaciones de segundo orden para las derivadas espaciales y aproximaciones
de primer orden para las derivadas temporales y consideramos que el tamafio de paso en el eje X yen el eje Y
sea el mismo Ax = Ay = h; al aproximar las derivadas de esta manera la ecuacion discretizada toma la forma:
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At -« h?
URT = UY + Ata <Uin‘ 1y + Uiy ¥ U;:'l’z"l t Ul — 403 ) (5)

En las ecuaciones (4) y (5), los subindices i, j corresponden a las variables espaciales y el superindice n co-
rresponde a la variable temporal.

Reescribiendo la expresion “h—Azt = [ en la ecuacion (5), se conoce que la solucion numérica seré estable si 0 <
B < 0,5 (Moin, 2010). Ordenando la ecuacion discretizada (5) queda expresada de la forma:

Uir,l]ﬂ =1- 4.8)Uln] + BUin—l,j + BUin+1,j + .BUir,lj—1 + .BUiT,lj+1 (6)
La ecuacidn (6) se aplica a cada nodo del dominio; observese que es una formula de 5 puntos nodales es decir
usa los valores de la concentracion en los nodos: (i,7), (i —1,j),( + 1,5),((,j — 1) y (i,j + 1). Laevolucién

en el tiempo de la concentracion en el estado n + 1, para cada coordenada espacial i, j depende del valor de
concentracion de sus 5 vecinos proximos en el estado n.

La condicién de Neumann en la fronteraes: 9,,U = 0; V x,y € a la frontera.

Esta condicion denota la diferenciacion en la direccion normal, hacia afuera en dicha frontera.

e Paranodosen lafrontera Sur,j =1,i = 1:N

u v, —UM_
ot iL,j+1 i,j—1 -0 (7)
2xh

Obtenemos que para j = 1: U], = U], entonces aparecen los nodos fantasmas, pero considerando un flujo de
Neumann igual a cero, estamos considerando una condicién ciclica para los nodos que aparecen fuera de la

frontera. Esto permitiré tener soluciones mas suaves en dicha frontera y por Gltimo esta identidad nos permitira
tratar eso nodos ficticios.

e Paranodos en la frontera Norte,i = 1: N, j =N

u_ Uiy = Ul _ 0 (8)
dy 2%h
Considerando j = N, la ecuacidn (8) se expresa de la forma:

ou  Ulyi, —Uly_
T I,N+1 ILN—1 =0 (9)
dy 2+h

De donde obtenemos la relacion Uy, = Ul’y_1,Vi = 1:N.

e Paranodos en la frontera Este, i = N,j =1: N

i-1,j
— = =0 10
0x 2%h (10)
Considerando i = N, la ecuacion (10) se expresa de la forma:

ou Uy, —-UX_,:
- N+1,j N-1,j =0 (11)
ox 2+h
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Entonces obtenemos la relacion Uy, ; = Uy_, ;,V j = 1:N.
e Paranodos en la frontera Oeste, i = 1,j = 1: N

n n
ou _ —Uiq; U,

- = =0 12
dx 2*h (12)
Considerando i = 1, la ecuacion (12) se expresa de la forma:
ou —-U}: +U};
=—2 0 (13)

ax  2xh
De donde obtenemos la relacion Uy; = Ug;, Vi = 1:N.

Aplicando la ecuacion (6) a cada nodo del dominio (incluidos los nodos de la frontera), obtenemos un sistema
matricial. Por ejemplo, para N = 5 nodos en cada direccion, generamos 25 nodos en el dominio de interés y
por lo tanto obtenemos una matriz 25x25, que resolvemos numéricamente y con el codigo computacional
construido podemos generalizar para cualquier valor de N.

El sistema matricial que resulta para N = 5, se expresa de forma general como: U™+ = AU™, donde U es un
vector columna (N2x1) y A es una matriz (N?xN?2) formada por las matrices A0, A1, A2 y 0, que se expresan
de la siguiente forma:

(1-48) 28 O 0 0
B 1-4p) B 0 0
A0=| o B 1-48) B 0
0 0 B 1-4p) B
l o 0o 0 28 (1-4p)l
£ 0 0 0 0
|[0,8000]|
Aat=|0 0 g 0 0
[ooo;;oJ
000 0§
260 0 0 0
[023000}
a2=lo0 0 28 0 o0
lo o o 28 ol
lo o o o 28l
00000
|[00000]|
0=l00000j
00000
00000

La matriz principal A se expresa de la forma:

A0 A2 O O O

|[A1 A0 A1 O O]
A=|10 A1 A0 A1 O
0O 0 A1 A0 A1

0O O 0 A2 A0

En esta simulacién aplicamos métodos numéricos para el dominio cuadrado 0 < x < 1; 0 <y < 1 enel caso
bidimensional (2D), el cual es un dominio restringido para propositos computacionales.
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En la Tabla 1 se presenta un resumen de las variables, indicadores e indices utilizados en este estudio.

Tabla 1. Variables, indicadores e indices

Variables Indicador
Dependiente Concentracion local u(x,y,t) Valor numérico adimensional en
tiempo real
Posiciones: X,y i= iAh, j = jAh
Independientes Tiempo n
Coeficiente de Difusion a
Parametros Tamafio de paso, en la discretizacién del do- h
minio XY

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Para la simulacién usamos como dominio experimental un cuadrado de lado 1 y observamos el comportamiento
difusivo y de la onda en la frontera para dos condiciones iniciales que definen la concentracion inicial de
contaminante. La Figura 2 y la Figura 3, muestran estas dos condiciones iniciales. Para propositos de visuali-
zacion hemos considerado que la zona de mayor concentracion tiene un valor de 10 unidades de concentracién
por unidad de superficie y en el resto del dominio un valor de 1, basandonos en los reportes de simulaciones
similares (Habingabwa et al., 2012; Hutomo et al., 2019).

En la primera condicion inicial (Figura 2), hemos considerado la fuente de contaminante en la region central
del dominio y en la segunda condicién inicial (Figura 3), consideramos que la fuente de contaminante se inicia
en un costado de ese dominio.

Concentracion inicial

~

10

N

Figura 2. Primera condicidn inicial usada como prueba para simular el proceso difusivo en 2D.
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Concentracion inicial

Figura 3. Segunda condicion inicial usada como prueba para simular el proceso difusivo en 2D.

En la Figura 4, se muestran los resultados de la simulacion para la primera condicién inicial; donde se ha
considerado N = 40 nodos en el dominio XY, para el coeficiente de difusidn se ha tomado a« = 0,004 y para
el tamafio de paso h = 0,0256. El valor de 8 = 0,2, es el mismo para todas las simulaciones.

La barra de colores nos informa como los valores de concentracion local de contaminante van evolucionando
en el tiempo. Entonces realizando una lectura de la barra de colores en la Figura 4 obtenemos informacion de
coémo va cambiando el valor de la concentracién en el tiempo debido al proceso difusivo. Observamos que el
valor de la concentracién en la zona central decae considerablemente de 10 unidades a aproximadamente 1,35
para T = 0,3. De este resultado podemos inferir que en un comienzo el proceso difusivo es rapido.

condicion inicial Distribucion de contaminants

concentracion I

Difusion del contaminante - Difusion del contaminante

Figura 4. Modelacion de la difusién de un contaminante colocado en la parte central del dominio para T=0,3.
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condicion inicial Distribucion de contaminante
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Figura 5. Evolucién de la difusion del contaminante colocado en la parte central del dominio para T=1.

En la Figura 5 se puede apreciar la evolucion del contaminante colocado inicialmente en la parte central del
dominio para T = 1. Observamos que el valor de la concentracion local en la zona central del contaminante
cae a su novena parte del valor inicial, donde el valor maximo de concentracion para este tiempo es 1,12.

Al comparar los valores de concentracion final para los tiempos T = 0,3 y T = 1 podemos darnos cuenta que
en un comienzo el proceso difusivo es rapido (cambia la concentracion de 10 a 1,35 en un tiempo T = 0,3) y
luego se ralentiza (cambia la concentracion de 1,35 a 1,12 enuntiempo T = 1 — 0,3 = 0,7). Nosotros con-
sideramos que este comportamiento se debe a que al inicio al existir alta concentracion las particulas que con-
forman el contaminante tienen mayor interaccion y por tanto mas trasmision energética, a medida que esta
concentracion disminuye este intercambio energético tiende a reducirse y por tanto esto se traduce en menor
velocidad de la onda de concentracidn. Es por esto que se ralentiza considerablemente la difusién. Ademas las
ondas difusivas en la frontera se comportan bien dado que no se registran oscilaciones. La condicion ciclica de
Neumann impuesta trabaja muy bien en la frontera.

La Figura 6 muestra el modelamiento de la condicién inicial 2, donde el contaminante se encuentra inicialmente
en un costado del dominio. La barra de la derecha muestra el valor de la concentracién de 10 unidades en la
zona central de la concentracién y de 1 unidad en el resto del dominio para el tiempo T = 0.

Condcon nkisl 170 Concentimcan lracisl

- |

Figura 6. Segunda condicién inicial de la difusién de un contaminante ubicado en un costado del dominio
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condicion inicial Distribucion de contaminanio

n

noentra

Difusion del comtaminants

Dédusion del contaminans

.
- . & | I

Figura 7. Evolucidn de la difusion del contaminante ubicado en un costado del dominio para T=0.4.

De las simulaciones mostradas en la Figura 7 para la difusién del contaminante inicialmente a un costado del
dominio, podemos observar un comportamiento similar al proceso de difusién del contaminante que se encon-
traba inicialmente al centro del dominio (Figura 4) dado que la barra de colores reporta que la concentracion
maxima se ha reducido de 10 a aproximadamente 1,25 para el tiempo T = 0.4. Por lo tanto, el proceso de
difusion es rapido al inicio.

En la Figura 8 observamos la evolucion del contaminante colocado inicialmente a un costado del dominio para
T = 2,4. Labarra de colores nos muestra que la zona de mayor concentracion se ha reducido considerablemente
a un valor de 1,1. Ademaés se observa que en otros puntos del dominio la concentracion a variado del valor 1 a
1,08; 1,06; 1,04 y 1,02; esto confirma que el contaminante ha llegado a esos lugares, por lo tanto se esta ex-
pandiendo.

condicion inicial Distribucion de contaminante

nTenya

Oifunion del contaminants

Ddusion del contamimants

Figura 8. Evolucion de la difusion del contaminante colocado en un costado del dominio para T=2.4

39



Cachay, R.; Roldan, J.; Agreda-Delgado, J.; revista Ciencia y Tecnologia, v. 18, n. 4, pp. 31 — 41, 2022

Dado que la simulacién computacional, nos permite considerar diferentes posiciones iniciales para la fuente
del contaminante y realizar el seguimiento del proceso de difusion en el tiempo, entonces simulamos otro
escenario posible donde tenemos dos fuentes de contaminante colocadas en diferentes posiciones en el mismo
dominio, con una concentracién de 10 unidades en cada fuente al inicio de la difusién, como lo podemos
apreciar en la Figura 9.

condicien inicial Concentracion knicial

on nical

~OCertra

Difusion del cantaminante

Déusion del contaminants T=2 4

Figura 9. Distribucion de la concentracion de dos fuentes de contaminacion, en T=2.4.

Se puede observar que el programa computacional me permite modelar el proceso de difusién de ambos con-
taminantes en tiempo real. En la zona de frontera la condicion de Neumann impuesta trabaja muy bien dado
gue no se muestran perturbaciones. Los valores de concentracion se modifican en diferentes puntos del dominio
como era de esperarse debido al proceso difusién del contaminante.

Por lo tanto, como una posible aplicacion a futuro, esta la modelacion de contaminantes en la costa peruana
con el proposito de reducir el dafio ecoldgico de vertido de un contaminante. Para modelar esta situacion par-
ticular seria necesario trabajar sobre dominios irregulares y afadir el termino advectivo en la ecuacion de di-
fusion, especialmente con coeficientes constantes. Pero en un modelo fisico reducido, es decir sin considerar
el movimiento del mar, el programa desarrollado en esta investigacion podria ser aplicable dado que permite
ubicar la fuente en cualquier lugar del dominio.

4. CONCLUSIONES

El método de diferencias finitas da buenos resultados para la modelacion de la difusion en 2D, y las condiciones
de frontera de Neumann permiten establecer condiciones reales al problema en la frontera, adicionalmente nos
facilitan el andlisis de los nodos fantasma que se originan en la discretizacion de la ecuacion.

La simulacién computacional del programa desarrollado nos permite considerar diferentes posiciones para las
fuentes de contaminacion y realizar el seguimiento en el tiempo de la evolucién de la concentracion de los
contaminantes por difusion.

Futuras investigaciones en esta area, se deben orientar a modelar la ecuacion de difusion con condiciones de
frontera adecuadas sobre dominios irregulares reales, es decir sobre mapas de algin lago o en la costa peruana
para determinar el efecto de la difusion de los contaminantes en situaciones reales y poder predecir el rumbo
gue toma un contaminante en un desastre ecoldgico para que se puedan planificar acciones a tomar y poder
reducir el impacto del dafio de un desastre de estas magnitudes.
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