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RESUMEN

La presente investigacién tuvo como finalidad mostrar algunos resultados de condiciones de existencia y uni-
cidad y ejemplos sobre la solucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias, mostrando con ellos diferentes
métodos de solucidn. Para ello se presenta algunos aspectos generales de definiciones y resultados basicos del
calculo fraccionario.
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ABSTRAC

The present research aimed to show some results of conditions of existence and uniqueness and examples on
the solution of fractional differential equations, showing with them different solution methods. For this, some
general aspects of definitions and basic results of the fractional calculation are presented.
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1. INTRODUCCION

El Célculo Fraccionario ha tenido un notorio avance en los Gltimos dias (Baleanu, 2019), desde un punto de
vista de derivadas e integrales fraccionarias aplicadas a funciones de una variable, como en el caso de varias
variables en diferentes contextos aplicados y tedricos (Atangana, 2016) .

Desde sus inicios esta area en 1695 esta area no fue popular por diversos motivos, como la falta de interpreta-
cién fisica y geométrica que se considera a la fecha como un problema abierto de las matematicas (Kilbas,
2006). La primera mencion de la posibilidad de extender el significado de la expresion d™/dx™ para el caso
de n no entero, se encuentra en la correspondencia entre Leibniz y L’Hospital y hasta el siglo XIX era un tema
que fue tratada por matematicos eminentes como Euler, Fourier, Laplace, Liouville, Riemann y Abel entre
otros (Podlubny, 1999) y (Tarasov, 2019).

El célculo fraccionario ha sido empleado con bastante éxito en diferentes areas aplicadas de la ciencia e inge-
nieria, como ciencia de materiales, teoria del caos, fractales, dispositivos electrénicos, fisica tedrica y cuantica
(Hermann, 2011), (Lonescu, 2017), (Sun, 2018) y (West, 2016).

A la fecha existen diversas formulaciones para la integral y derivada de orden fraccionario o no entero (Pod-
lubny, 1999) y (Kilbas, 2006). La que se usara en el presente articulo es la integral y derivada del tipo Riemann-
Liouville, que se definen de la siguiente manera:

En primer lugar considérese la integral fraccionaria de Riemann-liouville con orden de integracién a > 0

1 b
0 = 15 fo (x — ) F(0)dr, 1)

Mientras que para definir la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es necesario considerar la inte-
gral fraccionaria en su definicion; es decir
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1 dTL X
DE FO) = r—— fo (x — L), @

(n—a)ﬁ

donde n es el menor entero mayor que « (es decir, n = [a]). Esta expresidn que define la derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville se puede reescribir también como

n

d
DifC) == L74f (0.

Lo cual evidencia que es necesario considerar hacer un estudio de algunas funciones especiales que se
vinculan con la definicién de estos operadores, como la funcién Gamma y otras (Kilbas, 2006), (Pod-
lubny, 1999) y (West, 2016), que se vera mas adelante.

Una de las diferencias notorias entre estos operadores que generalizan la nocién de derivada e integral cléasicas
u ordinarias es, sobre la localidad de dicho operador; es decir, mientras que la derivada ordinaria tiene un
concepto local; es decir, se analiza puntualmente, la derivada fraccionaria necesita de un pasado histérico, que
se refleja en la integral sobre el intervalo de [a, x], que esta presente en la definicién (2), y se muestra en la
siguiente Figura 1 (Fernandez, 2019).

d f(; I @) Dy f(z)
@ f(x)
dz
y y = flz)
AY y= flz) 4

fa) Pa, f(a)) |

_ Informacién de a at
— B >z : { —>
S a z b
Figura 1

El hecho de que para este tipo de operadores se necesite de informacién de la funcion sobre un intervalo, es
precisamente la caracteristica que hace que estos operadores sean apropiados para modelar fenémenos que
necesitan de un pasado historico o llamados también fendmenos con memoria, como por ejemplo materiales
viscoelasticos (West, 2016).

En el &mbito de las ecuaciones diferenciales fraccionarias se han hecho muchos estudios con respecto a dife-
rente tipos de operadores llegando a resultados muy importantes que han puesto el area del Calculo Fracciona-
rio en realce en las Ultimas décadas (Sun, 2018).

2. MATERIALES Y METODOS
2.1 Objeto de estudio

El objeto de estudio que se considera en el presente trabajo es la ecuacién diferencial fraccionaria, en el cual
se analiza resultados de existencia y unicidad.
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2.2 Métodos y Técnicas

Se presentard algunas funciones especiales notables que aparecen en el calculo fraccionario que son in-
dispensables para abordar el andlisis de las ecuaciones diferenciales.

Funcién Gamma. Una de las funciones basicas del calculo fraccionario, la cual generaliza el concepto de la
funcion factorial de un nimero entero no negativo.

I'(z) = f e~ 't?1dt,z > 0.
0

Funcion Beta. En muchos casos aparece la funcion Beta definida como B: R X R — R, tal que

1
B(z,w) = f s771(1 - s)""ds,z > 0,w > 0.
0

Una propiedad importante que relaciona la funcién Gamma con la funcion Beta es

_T'@r'(w)

e =Ty

z>0,w>0.

Funcién de Miller-Ross. Seanv > —1, a € Ry t € R, tal que

(at)*

£ a)= LTw+k+1)

Esta funcion generaliza la funcién exponencial cuando v = 0.

Ecuaciones Diferenciales fraccionarias

Sea la ecuacion diferencial fraccionaria lineal con coeficientes variables, para ello considere 0 <t < T < oo,

n-1

DIV + ) b D] y(O) + pu(y(®) = £(©).

j=1

®)

Con condiciones iniciales

(4)

[Df"‘ly(t)]t=0 =b, k=1,.,n

Donde D/*"* = D/**D/*2 ..D{*y f € L,[0,T]; es decir

T
f F(©ldt < o,
0

Por simplicidad se asume f(t) = 0,vt > T.
Para considerar como seria una ecuacion diferencial fraccionaria de este caso, se puede considerar la ecuacion

con condiciones iniciales en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Paraello sea 0, = 2.7, conlo cual [g,] = 3, entonces la ecuacién (3) tendré tres condiciones

iniciales, y la expresion queda de la siguiente manera
DE7y(t) = f(©)
D{7y(t)]i=0 = bs

D?'73’(t) lt=o = b,
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I?'3Y(t)|t=o = b;.

Mas adelante se expresara los pasos de solucién de una ecuacién diferencial fraccionaria, ahora considere el
siguiente teorema de existencia y unicidad siguiente cuya demostracion se puede hallar en (Podlubny, 1999).

Teorema 1. Sea f(t) € L{[0,T], entonces la ecuacion

Dy™y(t) = f(©)

Tiene una Unica solucion y(t) € L,[0,T], que se expresa como

()

y() = J- (t —s)n 1f(s)ds + Z L 4oi-1

I'(c,) I'(o;)

la cual satisface las condiciones iniciales de la ecuacion (3).

Como siguientes propiedades importante en este articulo, son dos teoremas que abordan la existencia y unici-
dad de la solucidn de ecuaciones diferenciales no lineales, estos se pueden hallar (Avalos, 2013), (Delbosco,
1996), (Diethlem, 2010) y (Pucheta 2018).

Teorema 2. (Existencia de solucién). Asuma D = [0,x*] X [b; — ,b; + ] con algin x* > 0yl > 0,y sea
f:D — R una funcién continua. Ademas de eso, defina

zr(un+1))1/°n
[floo

x = min{x", (
Entonces existe una funcion y: [0, x] — R que satisface el problema de valor inicial

6
Ty () = f(t,Y) ©

7
[D:k_13’(t)]t=0 = by, k=12..,n K

Teorema 3. (Unicidad de solucién). Asuma que D: [0,x*] x [b; — I, b; + 1] conalgin x* > 0y [ > 0. Ade-
mas de eso, sea f: D — R una funcién limitada en D que satisface la condicion de Lipschitz con respecto a la
segunda variable; es decir,

lf(t,y) = f(t,2)| < Lly — z|

con alguna constante L > 0 independiente de ¢,y y z. Entonces, denotando x definido en el teorema anterior,
existe una Unica funcién y: [0, x] = R que satisface el problema de valor inicial (6)-(7).

3. RESULTADOS Y DISCUSION
A continuacion se presentan como resultados de este trabajo ejemplos de ecuaciones diferenciales fracciona-
rias, en el cual se muestra el proceso de solucidn, y se determina la existencia y unicidad basados en los teore-
mas previos de la seccidn anterior.
Ejemplo 2. Considere el siguiente problema de valor inicial
Dfy(t) = t?,
DETly(O)le=0 = 2,

donde a € (0,1).
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Solucion.

En la ecuacién diferencial dada se observa que la funcién f(t) = t2 es una funcién que pertenece al es-

pacio L;[0,T], con T € R, con lo cual se tiene la existencia de solucién que se garantiza de acuerdo al
Teorema 1.

Ademas note que la condicién inicial es una integral fraccionaria de orden 1 — ¢, pues el orden en la
condicidn iniciales @ — 1 < 0.

Por el Teorema 1, la solucion se puede expresar como (5), con lo cual se obtiene

— 1 ' 1-a-1 2d 2 a-1
y(t)—mﬁ (t—S) S S+mt

2
= [}7%¢? +—F(a) tet

— F(3) 2+a 2 a—1
TGra’ T@"

Por lo tanto, la solucién del problema de valor inicial dado es la funcién

a—-1

2 2+a
YO =Gt Tt

Esta funcidon satisface la condicion inicial del problema dado cuando t = 0; esto es, si se considera la

integral de orden 1 — «, se tiene

2 2
Il—a — Il—a( 2+a zx—l)
YO =Gt Tt

2 2
= [1-«a ( 2+a) ) i ( a—l)
G ot )T @

1-a t2+a +

— I Il—ata—l
rC+a)t INCI

_ 2 TIGB+a) , 2 I'a) ,
"TGB+a) T I'(a)T(1)

1
IF=%y(t) = §t3 +2;

y considerando t = 0, se obtiene D1y (0) = I}=%y(0) = 2.

A continuacidn se presenta la representacion de todas las soluciones cuando los valores de a varia de 0 hasta
1, en la Figura 2, modeladas con el software Wolfram Mathematica ©.

95



Auvalos, J.; revista Ciencia y Tecnologia, v. 18, n. 1, pp. 91 — 99, 2021.

a=(0).1 a=0.2

" a=03 " a=04 : a=05

‘-{
e
(e

a=0.6 . a=0.7 : a=0.8

a=09 a=l.

b

Figura 2

Ejemplo 3. Considere la siguiente ecuacion diferencial fraccionaria

8
Dy(t)=tF, oO0<a<l1l, 0<pB<1,

9)
y(0) = 0.
Observe que la funcion f(t) = t# es continua en todos los reales, pero no satisface la condicion de Lipschitz.

Obviamente la funcion y = 0 satisface el problema de valor inicial (8)-(9), sin embargo, la funcion y(t) =

r(p+1)

t**F gs también una solucién de la ecuacion diferencial.
r(B+a+1)

En efecto.
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of TB+D ) TB+D
Dt(r(ﬁ+a+1)t ﬂ>_r(ﬁ+a+1)Dt(t @
r+1) Ta+p+1) wtpa

“T@+a+1) T(B+1)
— B

’

la cual también satisface la condicién inicial.

Por lo tanto, el problema de valor inicial (8)-(9) no presenta unicidad de solucién, debido a que la funcion
f(t) = tP no cumple con la condicion de Lipschitz.

Ahora veamos que se puede resolver una ecuacion diferencial fraccionaria con procesos alternativos, como se
muestra continuacion con la siguiente ecuacion lineal.

Ejemplo 4. Considere la siguiente ecuacidn diferencial fraccionaria

1 (10)
DZy(t) +y(t) =0

Solucién.

Método 1. Usando ecuaciones diferenciales ordinarias.

En primer lugar, se puede derivar a ambos lados de la ecuaciéon (10), y considere la propiedad de leyes
de exponentes para operadores fraccionarios, la cual indica que al operar simultineamente a una fun-
cion con dos o mas derivadas fraccionarias, los 6rdenes se suman, y ademas por la linealidad de la deri-
vada fraccionaria, se tiene

D? (DE y(®) + y(t)) =0
1/ 1 1
D? (ny(t)) +DX(y() =0

3 1
Dfy(t) —ctz+ D2y(t) =0,c €R
1
Con el dato de la ecuacién original (10): D2y (t) = —y(t)
3
Diy(t) —ctz—y(t) =0
Lo cual ya es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, cuya solucidn es

y(t) =k (ef Erfc(\/f) - \/%),k € R.

2 ©  _ 2
donde Erfc(t) = \/—Eft e 5"ds.
Método 2. Usando autofunciones.

Considere la funcién de Miller-Ross definida en la seccidn 2, que generaliza la funcidn exponencial y = et

Se tiene,
D E.(0,a) = E.(—1,a) = aE.(0,a),

Lo cual significa que E; (0, a) = e? es la autofuncién de D con autovalor a. Similarmente se tiene para
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1

3 1
DL' Et(o, a) = Et <_E, a)

1

1
DtZEt (_E, a) = Et(_l, a) = AEt(O, a)

D%(Et <—%, a> + aE(0,a%)) = a(E, (—%, a) + aE(0,a2))

-z 1 .,
Por tanto, la funcién y = E; (——, azp + aE.(0,a?) es una autofuncion de D,}/z con autovalor a. Con lo cual
dicha autofuncion seria ademas fa solucion de la ecuacion diferencial dada.

La representacién de la solucion se puede considerar en la Figura 3, elaborada con Wolfram Mathematica ©,

considerando el valor de la constante k = —1.

025

0.10

T

0.05|

Figura 3

4. CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente articulo se direcciona en la presentacién de mas de una forma de resolver
ecuaciones diferenciales fraccionarias, usando los teoremas de existencia y unicidad, desde un punto de
vista de problema de valor inicial y considerando la solucién general de la ecuacién diferencial, abordado
con el método de transformar una ecuacidén diferencial en una ecuacién diferencial ordinaria y también
abordada desde el contexto de autofunciones; ademas teniendo en cuenta que la derivada fraccionaria
necesita de informacion de la funcién sobre un intervalo.
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